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Vorrede    des    Verfassers. 
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'a    dieses    Werk    auch    beim    Unterrichte    gebraucht 

^    werden   kann,    so  habe   ich  sehr   oft  Einzeinheiten   aus- 

w    fiihrlich   behandeln   und  die    Ordnung  befolgen  müssenf 

f^    welche    zur   Erleichterung   des   Verständnisses  am  geeig- 

.    netsten    war.      Die  in  diesem  Werke   befolgte  Ordnung 

\    wird  jetzt  bei   den  Vorlesungen    über  Mechanik   in    der 

^   polytechnischen  Schule  angewandt.     Man  kann  sich  eine 

genaue    Uebersicht   davon   verschaffen,    wenn   man    die, 

beiden    Bänden     vorausgeschickten ,     Inhahsverzeichnisse 

durchgeht.     Ich  habe  mich  beflissen,   viele  Beispiele  zur 

Aufklärung   der    allgemeinen    Theorien    zu    geben;     die 

meisten  habe  ich  aus  der  Astronomie  und  Physik,  einige 

auch  aus  der  Geschülzkunde  entlehnt 

Die  wesentlichste  Bestimmung  dieses  Werkes  ist  die, 
als  Einleitung  zu  einem  Lehrbuche  der  mathematischen 
Physik  zu  dienen,  von  welchem  schon  die  neue  Theorie 
der  Haarröhrchenkraft,  die  ich  bereits  früher  herausge* 
geben  habe,  einen  Theil  ausmacht;  die  anderen  Theile 
werden  aus  verschiedenen  Abhandlungen,  die  ich  ge- 
schrieben habe,  bestehen,  die  sich  sowohl  mit  dem 
Gleichgewichte  und  der  Bewegung  der  elastischen  Kör- 
per und  der  Flüssigkeiten,  als  auch  mit^  den  imponde- 
rablen  Flüssigkeiten  beschäftigen  und  die  ich  vereinigen 
und  so  vollständig,   als  ich  kann,  machen  werde. 

Am  Ende  des  zweiten  Theils  findet  man  einen  Zu- 
satz riicksichtlich  des  Gebrauchs  des  Princips  der  leben- 
digen Kräfte  bei  der  Berechnung  von  Maschinen,  die 
in  Bewegung  sind. 
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Vorwort    des   Ucbersetzers, 


Dieses  Lehrbuch  der  Mechanik  ist  schon  seit  seinem 
Erscheinen  im  Jahre  1811  allgemein  als  classisch  aner- 
kannt worden.  Da  es  in  dieser  zweiten  Ausgabe  so  be- 
deutend umgestaltet  worden  ist,  dafs  es  als  ein  ganz 
neues  Werk  erscheint,  so  glaube  ich,  mir  bei  Vielen, 
welchen  das  Original  nicht  leicht  zugänglich  ist,  durch 
die  Üebersetzung  desselben  Dank  verdient  zu  haben, 
wiewohl  wir  eine  Üebersetzung  der  ersten  Ausgabe  be- 
sitzen. Ich  habe  mir  erlaubt,  gelegentlich  manche  Be- 
merkungen einzustreuen ;  namentlich  wdrd  man  am  Ende 
des  ersten  Theils  einige  Zusätze  finden. 

In  der  ganzen  Einleitung  lese  man  statt  Berüh- 
rungsebene Krümmungsebene  und  statt  berühren- 
der Kreis  Krümmungskreis,  ebenso  S.  24  Z.  20  v.  u. 
statt  der  Berührungskreis  der  Krümmungskreis  und 
S.55  Z.  20  v.u.  statt  Berührungsebene  Krümmungs- 
ebene. 


InhaltsYerzeichnirs 

des  ersten  Bandes. 


Einleitung. 

Erklarang  der  Materie,  der  Korper,  der  Masive,  des  mate- 
riellen Punktes  und  der  Kraft  §.  i  u.2. 

Gegenstand  der  Mechanik;  Eintheilung  dieser  WUaenschaft  in  zwei 
Tfaeile,  die  Statik  und  Dynamik  $.3. 

Den  Angriffspunkt  einer  Kraft  bestimmt  man  vermittelst  seiner  drei 
rechtwinkligen  oder  Polar -Coordinaten  §.  4. 

Was  man  unter  gleichen  Kräften  versteht;  numerischer  Ausdruck 
der  Intensität  einer  Kraft  §.  5. 

Die  Richtung  einer  Kraft  bestimmt  man  vermittelst  dreier  spitzer  oder 
stumpfer  Winkel,  die  durch  eine  Gleichung  mit  einander  verbunden  sind, 
oder  vermittelst  zweier  von  einander  unabhängiger  Winkel;  Verwandlung 
eines  in  Graden   ausgedrückten  Winkels  in  Theile  des  Halbmessers 

§.  6 , 7  u.  8. 

Ausdmdc  far  den  Cosinus  des  Winkels,  den  zwei  gerade  Linien  bilden ; 
Gleichung,  welche  in  dem  Falle  statt  hat,  wenn  diese  Linien  auf  einander 
senkrecht  stehen;  Verwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar- 
coordinaten  §.  9. 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  eine  andere  gerade  Linie  und  einer 
ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  S*  1^« 

Wie  man  die  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  verschiedener  paral- 
leler Kräfte  bestimmt  §.11. 

In  diesem  Werke  l^raucht  man  ausschliefslich  die  Methode  der  unend- 
lich  kleinen  Gröfsen;    Grundprincipien  der  Infinitesimalrechnung 

§.  12. 

Erklärung  des  Differentials  einer  Veränderlichen  und  einer  Function. 
Erklärung  und  Bezeichnung  des  bestimmten  Integrals;  dieses  Integral  ist, 
im  Allgemeinen ,  die  Summe  der  Werthe  des  Differentials  S*  l^« 

Differentiation  eines  Integrals  in  Beziehung  auf  eine  Grofse,  die  in 
der  Integration  als  constant  betrachtet  wurde  §•  l^« 

Formeln  für  die  Quadraturen  §.15. 

Betrachtet  man  das  unendlich  Kleine,  &ö  ist  das  Verhältnifs  des  Bo- 
gens  einer  krummen  Linie  zu  seiner  Sehne  der  Einheit  gleich;  daher  darf 
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man  eine  krumme  Linie  wie  ein  Vieleck  von   unendiicii  vielen  unendlich 
kleinen  Seiten  betrachten  §.16. 

Erklärung  der  Tangente  einer  krummen  Linie;  Formeln,  welche  ihre 
Richtung  bestimmen.  Dlf fer en tiale lerne nt  der  krummen  Linie,  Glei- 
chung der  senkrechten  Ebene;  Cosinus  der  Winkel,  welche  die,  auf 
einer  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  mit  Linien  einschliefst,  die  den 
Coordinatenaxen  parallel  sind  §.17. 

Ausdruck  für  den  Contingenzwinkel  und  den  Krümmungs- 
halbmesser §.  18. 

Gleichung  der  Krümmungsebene;  Formeln  in  Beziehung  auf 
die  Richtung  der  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenden  Linie  §.  19. 

Coordinaten  des  Mittelpunktes  der' Krümmung  §  20. 

Gleichung  der  Ebene,  die  eine  krumme  Oberfläche  berührt,  Differeu- 
tialelement  der  Oberfläche,  Formeln  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der 
Nornialen;  man  verweist,  wegen  der  Krümmung  der  Oberflächen,  auf 
eine  Abhandlung  im  21sten  Hefte  des  Journal  de  l'Ecole  Polytecbnique 

§.21. 

Regel  um  die  Formeln  aus  einander  abzuleiten»  die  sich  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  beziehen ,  wenn  in  Beziehung  auf  jede  derselben  alles 
in  einer  Aufgabe  ähnlich  ist  §.  22. 

Allgemeine  Bedingungen >  welchen  die  Gleichungen,  die  Grofsen  ver> 
sehiedener  Art  enthalten ,  genügen  müssen.  §.  2a. 

ErstesBuch. 
Statik. 
Erster  TheiL 
Erstes  KapiteL    Von  der  Zusammensetzung  und   dem  Gleich-, 
gewichte    der  Kräfte ,   die    an   denselben  Punkt   angebracht 
sind  S.  35. 

Was  man  unter  der  Mittelkraft  einer  Anzahl  von  Kräften,  die 
an  einen  Punkt  angebracht  sind ,  versteht ;  ihr  Werth ,  für  den  Fall ,  wenn 
alle  diese  Kräfte  nach  einer  geraden  Linie  wirken  §.24. 

Die  Mittelkraft  zweier  gleicher  Kräfte,  die  einen  Winkel  von  120^ 
einschliefsen ,  ist  jeder  dieser  Kräfte  gleich  und  theilt  den  Winkel  in  zwei 
gleiche  Theile ,  §.25. 

Werth  und  Richtung  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte,  die  einen  belie- 
bigen Winkel  einschliefsen.  Regel  für  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  §.26,2ru.28. 

Unmittelbare  Folgen  dieses  Lehrsatzes  §.  29. 

Geometrische  Construction,  um,  der  Grofse  und  Richtung  nach,  die 
Mittelkraft  einer  Anzahl  von  Kräften  zu  bestimmen  §.  30. 

Znsammensetzung  dreier  rechtwinkliger  Kräfte  in  eine'  einzige  und 
Zerlegung  dieser  Kraft  in  drei  rechtwinklige  Kräfte  §.31. 

Berechnung  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  gegebener  Kräfte, 
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Wertb  der   Wiokel ,   die  ihre   RiclituDg    beBtimmen.     Aujidruck  filr  die«e 

Mittelkraft  als  FunctioBen    der  Seitenkräfte   und  der  zwisciien  ihren  Ricli- 

tnngen  entlialtenen  Winke L  §.  39  o.  83. 

Besondere  Eigenschaft  derselben  Mittelkraft  S*^^' 

i  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  materiellen  Punktes ; 

{         man  zeigt,  dafs,   in  Folge  dieser  Gleichungen,  jede  der  Kräfte,  die  auf 

|,       diesen  Punkt  wirken,   der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist  §.85. 

y  Gleichung   des  Gleichgewichtes   eines  materiellen  Punktes,   der  auf 

einer  gegebenen  Oberfläche  bleiben   mufs;  Druck,  welciien  die  Oberflache 
erleidet,  und  Richtung,  nach  welcher  er  ausgeübt  wird  §.36u.  87. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  Punktes,  der  auf 
einer  krummen  Linie  bleiben  mufs  $.88. 

Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  welche  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  die  drei  vorhergeben- 
den Fälle  enthält  S-  ^^^ 

^J^^eites  Kapitel.     Vom  Gleichgewichte  des  Hebels  8.58. 

Erklärung  des  Hebels.    Gegenstand  dieses  Kapitels  $.40. 

Aenderung  des  Angriffspunktes  einer  Kraft,  die  an  ein  System  von 
nnveränderlicher  Gestalt  angebracht  ist  §.  41 . 

Erklärung   des  Momentes    einer  Kraft    in  Beziehung    auf 

einen  Punkt;  Gleichgewicht  zweier  an  einen  Hebel  angebrachter  Kräfte. 

Diese  Gleichung  ist  von  dem  "Winkel,   den  die  zwei  Hebelarme  bilden, 

^        unabhängig.     Besonderer  Fall,   wenn   die  gegebenen  Kräfte   parallel  sind 

)  §.42u.43. 

Zwei  parallele  Kräfte,  die  in  entgegengesetztem  Siime  wirken,  aber 
nicht  einander  gerade  entgegengesetzt  sind ,  können  nicht  auf  eine  einzige 
zurückgeführt  werden.  Dieses  Kräftepaar  kann  auf  unendlich  viel  ver- 
schiedene Arten  in  ein  anderes  Kräftepaar  verwandelt  werden,  das  eben- 
falls nicht  auf  eine  einzige  zurückgeführt  werden  kann  §.  44. 

Bedingung  des  Gleichgewichtes  einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften, 
die  an  einem  Hebe;!  wirken  §.  45. 

Lehrsatz  über  das  Moment  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte.  Ausdehnung 
dieses  Lehrsatzes  auf  den  Fall,  wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften 
in  derselben  Ebene  wirken;  Grofse,  welche  bei  allen  Verwandlungen 
dieses  Systems  von  Kräften  unveränderlich  bleibt.  Gleichung  des  Gleich- 
gewichtes dieser  Kräfte  um  einen  festen  Punkt  der  in  ihrer  Ebene  liegt 
j  §.46,4ru.  48. 

Man  zeigt,  dafs  die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei 
dem  Gleichgewichte -des  Hebels  statt  hat  §-49. 

Drittes  Kapitel,    lieber  die  Zusammensetzung  und  das  Gleich- 
gewicht der  parallelen  Kräfte  S.  73. 

Directer  Beweis  der  Znsammensetzung  zweier  paralleler  Kräfte,  wel- 
chen man  früher  (§,  43)  aui^  der  Zusammensetzung  der  in  einem  Punkte  > 
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ztisammenlaufenden  Kräfte  abgeleitet  hat;  man  findet  hieraus  die  Grofse 
und  den  Angriffspunlct  der  Mittellcrafit  einer  beliebigen  Anzahl  dieser 
Kräfte  §.50u.51. 

Wenn  sich  parallele  Kräfte  um  ihre  bezüglichen  Angiffispnnkte  drehen, 
indem  sie  immer  parallel  bleiben,  so  dreht  sich  auch  ihre  Mittelkraft  um 
ihren  Angriffspunkt.  Erklärung  des  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte,  Er- 
klärung des  Momentes  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  Ebene  §.52u.  53. 

Das  Moment  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  von  parallelen 
Kräften,  in  Beziehung  auf  eine  Ebene,  ist  der  Summe  der  Momente 
dieser  Kräfte,  in  Beziehung  auf  dieselbe  Ebiene,  gleich.  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  paralleler  Kräfte  §.  54 ,  55  u.  56. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  Systems  paralleler  Kräfte,  die 
an  einen  festen  Körper  angebracht  sind,  sey  es  nun,  dafs  dieser  Korper 
völlig  frei  oder  durch  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe  zurOckge- 
Iialten  wird  §.  57  u.  58. 

Viertes  Kapitel.     Allgemeine  Betraclitungen  über  die  schweren 
Körper  und  die  Schwerpunkte  S. 

Man  betrachtet  die  Schwere  wie  eine,  der  Gröfse  und  Richtung 
nach,   in    der  ganzen   Ausdehnung    desselben  Körpers,    constante    Kraft 

§.  59. 

Erklärung  des  Gewichtes  und  der  Dichtigkeit;  Gleichungen, 
welche  zwischen  dem  Gewichte,  der  Masse,  dem  Volumen  eines  Korpers 
und  der  Gröfse  der  Schwere  statt  haben  §.  60. 

Erklärung  des  Gramme,  Yerhältnifs  seines  Gewichtes  zu  dem  des- 
selben Volumen,  l^assers  bei.  der  Temperatur  des  schmelzendea  Eises; 
Dichtigkeit  der  Luft  und  des  Quecksilbers  §.  61. 

Die  Gewichte  dienen  zur  Vergleichung  für  die  anderen  Kr&fte;  sie 
geben  das  bequemste  Maafs  der  Masse  §.  62. 

Erklärung  des  Schwerpunktes;  praktische  Regel,  um  seine  Lage 
im  Inneren  eines  festen  Körpers  zu  bestimmen  §.  63. 

Gleichungen,  nach  welchen  man  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  Systems  von  Körpern  bestimmt,  deren  Schwerpunkte  schon  bekannt 
sind.  Fall,  in  welchem  die  Massen  der  Körper  unendlich  klein  sind.  Was 
man  unter  den  Schwerpunkten  eines  Volumens  einer  Oberfläche  nnd  einer 
Linie  versteht  §.  64  u.  65. 

Gleichungen,  welche  zwischen  den  wechselseitigen  Abständen  der 
Schwerpunkte  verschiedener  Körper  und  ihren  Abständen  vom  Schwerpunkte 
des  ganzen  Systems  statt  haben  §.  66. 

Merkwürdige  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  völlig 
freien  Punktes  §.67. 

Aufzählung  der  verschiedenen  Fälle,  wo  der  Schwerpunkt  unmittelbar 
bekannt  ist  §.  68. 

Fünftes  Kapitel.    Bestimmung  der  Schwerpunkte  S.  98, 

I.    Schwerpunkte   der  krummen   Linien  ebend* 
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Coordioaten  des  Schwerpooktes  einer  beliebigen  Linie;  Anwendung 
lof  die  gerade  Linie  §.69. 

Scliwerponkt  der  ebenen  kmmmen  Linie,  Anwendung  auf  den  Krei« 
tad  die  drei  Kegelschnitte  §.  70u.7]. 

Gleichung  der  Cykloide,  ihre  ▼erscliiedenen  Eigenichalten;  Coordi- 
naten  des  Schwerpunktes  eines,  beliebigen  Bogens  dieser  krummen  Linie 

§.  79  n.  79. 

Regel  zur  Bestimmung  der  Flache  einer  durch  Umdrehung  entstan- 
^nen  Oberfläche,  wenn  der  Schwerpunkt  der  eneugenden  krummen  Linie 
ohne  weitere  Rechnung  bekannt  ist  ^  §.  74. 

n.    Schwerpunkte  der  Oberflachen  S.  106. 

Coordinaten  des  Schwerpunktes  einer  beliebigen  Oberflache,  Bestim-* 
mung  für  den  Fall  wenn  die  Oberfläche  eine  ebene  ist  §.  76. 

Anwendung  auf  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks;  Bestimmung  dieses 
Punktes  ohne  Hälfe  der  Integralrechnung.  "Wie  man  hieraus  die  Schwer- 
punkte eines  Kreisausschnittes  und  Kreisabschnittes  findet        76, 77 u. 78. 

Man  bezeichnet,  als  Beispiel  die  Schwerpunkte  der  drei  Kegelschnitte; 
man  berechnet  vollständig  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
beliebigen  Tbeils  der  Fläche  der  Cykloide  §.79n.80. 

Schwerpunkt  der  Zone  einer  Rotationsoberfläche;  Anwendung  auf 
die  durch  die  Cykloide  erzeugte  concave  und  convexe  Oberfläche  §.  81  u.  82. 

Regel  zur  Bestimmung  des  Volumens  eines  Rotationskörpers,  wenn 
der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche  ohne  Rechnung  bekannt  Ist. 
Ausdehnung  dieser  Regel  auf  andere  Arten  von  Körpern  §•  83  u.  84. 

Volumen  eines  Prisma  oder  abgestumpften  Cylinders  §.  85. 

IIL    Schwerpunkte  der  Volumina  und  der  Korper      S.  122. 

Schwerpunkt  einer  Pyramide  oder  eines  beliebigen  Kegels  §.  86. 

Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  dreiseitigen  Pyramide,  ohne 
Hülfe  der  Integralrechnung;  wie  man  hieraus  die  Schwerpunkte  eines  Ku- 
gelausschnittes und  Kugelabschnittes  findet  S.87u.  88. 

Schwerpunkt  eines  um  eine  Axe  symmetrischen  Körpers  und  besonders 
eines  Stückes  eines  Ellipsoids  §.  89. 

Schwerpunkt  eines  Rotationskörpers  und  besonders  des  durch  die 
Cykloide  erzeugten  concaven  und  convexen  Korpers  §.90. 

Verschiedene  Ausdrücke  in  dreifachen  Integralen  für  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  Körpers;  Anwendung  auf  einen  Theil 
einer  ungleichartigen  Kugel  §.  91  u.  92. 

Differentialelement  eines  Volumens,  ausgedrückt  »durch  die  DiflTeren- 
liale  der  Polarcoordinaten  §-  93. 

Sechstes  Kapitel.   Berechnung  der  Anziehung  der  Körper   S.136. 

I.     Formeln   in  Beziehung   auf  einen,  beliebigen  Körper 

und  auf  dfe  Kugel   insbesondere  S.136. 

Allgemeine  Ausdrücke  in   dreifachen  Integralen   für  die   drei  recht- 


winkligen  Seitenkräfte  der  durch  einen  Körper  anf  einen  materiellen  Punkt 
ausgeübten  Anziehung  §.94u.95. 

Reduction  dieser  drei  dreifachen  Integrale  auf  partielle  Differentiale 
eines  einzigen  Integrals  §.96. 

Eine  Schwierigkeit,  die  schon  bei  Berechnung  der  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  Korpers  (S-91)  berühtt  worden  ist,  fuhrt 
zu  einer  Untersuchung  über  die  innere  Beschaffenheit  der  in  der  Natur 
vorkommenden  Korper.  Erklärung  der  Atome  und  Moleculen.  Was 
man  unter  der  Dichtigkeit  eines  Korpers  in  einem  gewissen  Punkte  verste- 
hen mufs.  Erklärung  des  mittleren  Zwischenraums  der  Molecule 
an  demselben  Punkte.  Man  zeigt,  wie  die  auf  die  Massender  Korper,  auf 
die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  und  die  nach  dem  umgekehrten  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  der  Abstände  wirkenden  Anziehungen  bezüglichen 
Formeln,  ohne  merklichen  Irrthum,  auf  die  in  der  Natur  vorhandenen  Kör- 
per angewandt  werden  können  §.  97  u.  98. 

Die  Anziehung ,  die  ein  Körper  auf  einen  ,sehr  entfernten  materiellen 
Punkt  ausübt,  ist  beinahe  dieselbe,  als  wenn  die  ganze  Masse  dieses 
Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre;  wechselseitige  Anziehung 
zweier  gleichartiger  Kugeln  §.99. 

Lehrsätze  in  Beziehung  anf  die  Anziehungen,  welche  sphärische  Kör- 
per auf  innerhalb  oder  aufserhalb  derselben  befindliche  materielle  Punkte 
ausüben  §.  lOOu.  101. 

Directer  Beweis  für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Punktes,  der 
in  einem  durch  eine  sphärische  Schichte  begränzten  Raum  liegt        §.  102. 

II.     Formeln  für  das  Ellipsoid.  S.  149. 

Umbildung  der  allgemeinen  Formeln  des  §.95,  die  besonders  in  dem 
Falle  nutzlich  ist,  wenn  der  angezogene  Punkt  selbst  zu  dem  anziehenden 
Körper  gehört  §.  103. 

Anwendung  auf  das  gleichartige  Ellipsoid.  Die  Formeln,  welche  sich 
auf  die  Anziehung,  die  es  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt,  beziehen,  re- 
ducieren  sich  auf  einfache  Integrale,  die  vermittelst  der  Tafeln  für  die 
elliptischen  Functionen  berechnet  werden  können.  Ausdehnung  des  Lehr- 
satzes des  §.102  auf  eine  elliptische  Schichte  §.104u.l05. 

Die  Integrale  können,  wenn  man  ein  durch  Umdrehung  entstandene;^ 
Ellipsoid  betrachtet,  unter  endlicher  Form  angegeben  werden.  Besonderer 
Fall ,   wenn  das  Ellipsoid  sehr  wenig  abgeplattet  ist  §.  106. 

Merkwürdiges  Theorem,  vermittelst  dessen  man  die  Anziehung,  die 
ein  Ellipsoid  auf  einen  äufseren  Punkt  ausübt >  von  der  Anziehung,  die  ein 
anderes  Ellipsoid  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt,  abhängig  macht.  Dieser 
Lehrsatz  hängt  nicht  von  dem  Gesetze  ab,  nach  welchem  die  Anziehung 
als  Funktion  des  Abstandes  wirkt.  Anwendung  auf  den  besonderen  Fall, 
wenn  man  zwei  concentrische  Kugeln  hat  §.  107, 108  u.  109. 
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Zweites    Buch. 
D       y       n        a       m       i       k. 

Erster  Theil. 

Erstes   Kapitel.     Von   der    geradlinigen   Bewegung    und   dem 
Maafse  der  Kräfte  8.164. 

I.    Formeln  für  die   geradlinige  Bewegang  ebend. 

Erklärung  und  Gleichung  der  gleichförmigen  Bewegung  S«110. 

Bemerkung  über  das  Maafs  der  Zeit;  ünveränderlichkeit  des  Stern- 
tages, seine  Dauer  im  Vergleiche  mit  der  des  mittleren  Tages  $.111. 
Erklärung  der  Geschwindigkeit  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  und 
alsdann  bei  der  veränderlichen  Bewegung  §.112* 

Worin  die  Trägheit  der  Materie  besteht  §.113. 

Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  bei  einer  beliebigen  Bewegung;  Aus- 
druck für  den  Raum,  der  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  durchlaufen  wird, 
ohne  Rücksicht  auf  die  erlangte  Geschwindigkeit  §.  114. 

Erklärung  und  Gleichung  der  gleichförmig  beschleunigten 
oder  verminderten  Bewegung.  Die  Kraft,  welche  si^  hervorbringt, 
ist  eine  constante  Kraft.  Die  Bewegung  ist  die  der  schweren  Körper 
im  leeren  Räume,  an  demselben  Orte  ist  die  Beschleunigung  dieselbe  für 
alle  diese  Körper.    Ihr  Werth  auf  der  Pariser  Sternwarte  §.115. 

Man  beweist,  dafs  die  Gröfsen  der  Kräfte,  die  nach  einander  auf 
denselben  materiellen  Punkt  wirken,  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die 
unendlich  kleinen  Gescliwindigkeiten,  die  sie  ihm  in  derselben  unendlich 
kleinen  Zeit  mittheilen  §.116. 

Bei  Constanten  Kräften  verhalten  sich  Ihre  Intensitäten  zu  einander, 
wie  die  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  welche  sie  in  der  Einheit 
der  Zeit  hervorbringen.  Beispiele  des  Verhältnisses  der  Kräfte,  welches 
aus  dem  der  beobachteten  Geschwindigkeiten  abgeleitet  wird.  Umgekehrtes 
Beispiel!  wo  das  Yerhältnifs  der  Geschwindigkeiten  aus  dem  der  Kräfte 
abgeleitet  wird  §.  IIT. 

Maafs  der  Kraft  bei  einer  beliebigen  veränderlichen  Bewegung,  sowohl 
vermittelst  der  Geschwindigkeit,. die  sie  hervorbringt,  als  auch  vermittelst 
des  Raumes,  den  der  Körper  durch  dieselbe  in  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  durchlauft  §.118. 

Allgemeine  Formeln  für  die  veränderliche  Bewegung  §.119. 

IL    Maafs  der  Kräfte,  mit  Rücksicht  auf  die  Massen  S.  179 
Das  Unpassende  des  Ausdrucks  Kraft  der  Trägheit  §.120. 

Was  Inan  unter  materiellen  Punkten  von  gleicher  Masse  verstehen 
mufs;  zwei  Kräfte,  welche  auf  zwei  verschiedene  Punkte  wirken,  ver- 
halten sich  zu  einander,  wie  ihre  Massen,  niultipliciert  mit  den  durch 
diese  Kräfte  in  demselben  Augenblicke' hervorgebrachten  Geschwindigkeiten 

'  §.121. 
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Erklärung  der  bewegenden  Kraft,  ihr  Wertii  bei  einer  beliebigen 
Bewegung,  sie  geht  in  einen  Druck  über,  wenn  die  Bewegung  aufge- 
hoben wird   "  ~  §•  122. 

Aus  der  Identität  der  Bewegung  schwerer  Körper  an  allen  Punkten 
der  Erde  schliefst    man,    dafs  das  Gewicht  der  Masse    proportional   ist 

§.  123. 

Wenn  die  bewegende  Kraft  gegeben  ist,  so  findet  man  daraus  die 
beschleunigende  Kraft,  wenn  man  sie  durch  die  Masse  des  Körpers 
dividiert;  man  giebt,  als  Beispiel,  den  AYiderstand  eines  Mittels  und 
ein  gegebenes  Gewicht,  das  allmälich  an  verschiedene  Massen  angebracht 
wird  §.124u.  125. 

Erklärung  derGrofse  der  Bewegung  und  des  Stofses;  Zerle- 
gung eines  Stofsles  in  zwei  andere,  Anwendung  auf  den  Keil  §.126. 

Qediugung  der  Gleichheit  zweier  Stöfse,  Priucip  des  Gleichgewichtes 
bei  dem  Stofse,  nach  welchem  zwei  unelastische  Körper,  die  zusammen- 
treffen, zur  Ruhe  kommen,  wenn  ihre  Geschwindigkeiten  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Massen  stehen  §*  ^^'^' 

Wie  man  ein  Gewicht  und  einen  Stofs  vergleichen  kann  §.  128. 

Zweites  Kapitel.     Beispiele  der  geradlinigen  Bewegung    S.  192. 

Differentialgleichungen  der  geradlinigen  Bewegung,  die  Integration 
unter  endlicher  Gestalt  ist  nur  dann  möglich ,  wenn  die  beschleunigende 
Kraft  constaut  ist  oder  als  Function  einer  der  drei  Veränderlichen,  der 
Zeit,    der   Geschwindigkeit   und  des    durchlaufenen  Raumes  gegeben  ist 

§.129. 

Verticale  Bewegung  eines  schweren  Körpers  im  leeren  Räume   §.  130. 

Bewegung  dieses  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene  §.131. 

Verticale  Bewegung  eines  schweren  Körpers  in  einem  widerstehenden 
Mittel.  Wenn  er  von  einer  grofsen  Höhe  fallt,  so  nähert  sich  seine  Ge- 
schwindigkeit immer  mehr  einem  beständigen  Werthe.  Mittel  den  Coef- 
ficienten  des  Widerstandes  durch  die  Beobachtung  der  ganzen  Zeit 
der  Erhebung  und  des  Falles  des  Körpers   zu   bestimmen 

§.132, 133, 134  u.  135. 

Beispiel  des  Gebrauchs  der  besonderen  Auflösungen  bei  den 
dynamischen  Aufgaben  §.136. 

Bewegung  eines  Körpers,  der  nach  einem  festen  Mittelpunkte  gezogen 
wird,  sowohl  wenn  diese  Anziehung  in  directem  Verhältnisse  mit  dem 
Abstände,  als  auch  wenn  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates 
des  Abstandes  steht  §.  137  u.  138. 

Bewegung  eines  Körpers,  der  nach  zwei  festen  Mittelpunkten  gezogen 
wird,  Betraciitung  des  Falles,  wenn  diese  zwei  Mittelpunkte  die  des  Mondes 
und  der  Erde  sind.  Verminderung  der  Geschwindigkeit  eines  geworfenen 
Körpers,  welche  durch  seine  Schwere  gegen  den  Körper^  von  dem  er  aus- 
gegangen ist,  hervorgebracht  wird,  wenn  er  sich  sehr  weit  von  diesem 
Körper  entfernt  hat  §.  139 ,  140 ,  141 ,  142 ,  u.  143. 
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Drittes  Kapitel.  Von  der  krummlinigen  Bewegung  S.  213. 
I.     Allgemeiue   Formeln   dieser  Bewegung  ebend. 

Die  Bestimmung  der  krammlinigen  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
kommt  auf  die  der  geradlinigen  Bewegungen  seiner  drei  Projectionen  auf 
die  Coordinatenaxen  zurück  §.144. 

Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Korpen,  ihre  Richtung  ist  die 
Tangente  der  Trajectorie;  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectio- 
nen sind  das,  was  man  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Korpers  nennt.  Die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
der  Geschwindigkeiten  geschieht  nach  denselben  Regeln,  wie  die  Zu- 
sammensetzung und  Zerlegung  der  Kräfte  §.145. 

Wie  auch  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  eines  materiellen 
Punktes,  der  Gröfse  uud  Richtung  nach,  während  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  beschaffen  sey,  so  giebt  es  immer  eine  .bestimmte  Richtung,  für 
welche  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  die  grofste  ist,  und  senkrecht 
auf  dieselbe  werden  die  Seitengeschwiudigkeiten  weder  vergröfsert  noch 
vermindert  §.  146. 

Diese  bestimmte  Richtung  ist  das ,  was  man  unter  der  Richtung  der 
Kraft  versteht,  die  auf  einen  materiellen  Punkt,  der  in  Bewegung  ist, 
wirkt  Von  dieser  Erklärung  ausgehend,  beweist  man,  dafs  der  Zu- 
wachs der  Seitengeschwindigkeit  nach  einer  bestimmten  Richtung,  während 
eines  Augenblickes,  blos  von  der  Kraft  herrührt,  die  nach  dieser  Rich- 
tung wirkt  und  dieselbe  ist,  als  wenn  die  übrigen  Kräfte  gar  nicht  vor- 
handen wären  §.147. 

Construction  der  Trajectorie  durch  Punkte,  die  sich  aus  dem  vorher- 
gehenden Principe  ergiebt,  und  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  und 
der  Lage  des  Körpers  auf  dieser  krummen  Linie  in  jedem  Augenblicke 

§.148. 

Differentialgleichungen  der  krummlinigen  Bewegung,  sowohl,  wenn 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  fest,  als  auch,  wenn  er  in  Bewegung  ist 

§.149u.150. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  materiellem  Punktes  auf 
einer  gegebenen  Oberfläclie  oder  krummen  Linie;  Ausdruck  für  die  nach 
der  Tangente  der  Trajectorie  gerichtete  beschleunigende  Kraft  §.151u.  152. 

11.    "Wichtigste   Folgen   der   vorhergehenden  Formeln 

S.228. 
Erste  Integrale   der  Differentialgleichungen   der  krummlinigen  Bewe- 
gung, welche  statt  haben,   wenn  die  Kraft  beständig  gegen  einen  festen 
Punkt  gerichtet  ist  §.  153. 

Princip  der  Flächen,    welches  in  diesen  Integralen  enthalten  ist 

§.154u.l55. 
Differentialelemente  der  Fläche  und  Länge  einer  krummen  Linie,   auf 
die    Polarcoordinaten   bezogen,  Seitengeschwindigkeiten    eines  Körpers  iu 
Beziehung  auf  diese   Coordinaten,   Erklärung    der  Winkelgeschwin- 
digkeit §-15ö. 
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Erstes  Integral  der  Gleichaiigen  der  Bewegnogf  welches,  io  eioem 
allgemeinen  Falle,  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Korpers,  unab> 
hangig  voll  der  beschriebenen  knunmen  Linie,  giebt.  Diese  Geschwindig- 
keit ist  constant,  wenn  der  ToUig  freie ,  oder  anf  einer  gegebenen  Ober- 
flache oder  kmmmen  Linie  zu  bleiben  genothigte  Korper,  dnrch  keine 
beschleunigende  Kraft  getrieben  wird.  Das  Integral  hat  statt,  so  oft  der 
Korper  von  Kräfteu  getrieben  wird,  die  nach  festen  Mittelpunkten  ge- 
richtet und  deren  Intensitäten  Functionen  des  Abstandes  Ton  diesen  Punk- 
ten sind  *  §.15Tu.l58. 

Ausdruck  f&r  die  Geschwindigkeit  eines  schweren  Korpers  auf  einer 
beliebigen  krummen  Linie,  als  Function  der  Höhe,  von  welcher  ^er  Kör- 
per herabgefallep  ist;   unmittelbare  Folgen,  die  man  hieraus  ableiten  kann 

§.159. 

Eigenschaft  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  die  man  das 
Prihcip  der  kleinsten  "Wirkung  nennt  §.160. 

In  Folge  dieses  Princips  beschreibt  ein  materieller  Punkt,  der  sich 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  bewegen  mufs  und  durch  keine  beschleu- 
nigende Kraft  getrieben  wird,  im  Allgemeinen,  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  Punkten.  Indem  man  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  bildet, 
beweist  man,  dafs  überall  die  Krümmungsebene  dieser  kürzesten  Linie 
auf  der  gegebenen  Oberfläche  senkrecht  steht  §.161. 

in.    Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes        S.243. 

In  dem  Emanationssystem  kann  man  die  Gesetze  der  Refraction 
und  Reflexion  leicht  aus  dem  Principe  der  kleinsten  Wirkung  ableiten 

§.162, 163  u.  164. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Lichtstrahls,  auf  seinem 
Durchgange  von  einem  Mittel  nach  dem  anderen;  Folgen  dieser  Gleichun- 
gen  rücksichtlich   der  zwei  verschiedenen    Fälle   der   Reflexion    und   der. 
Refraction.     Richtung  eines  Strahls,  der  durch  zwei  parallele  Oberflächen 
gegangen  ist.    Erscheinung  der  Zerstreuung  §.  1 65 , 1 66  u.  1 67. 

Die  Zusammensetzung  der  eigenen  Geschwindigkeit  des  Lichtes  mit 
der  der  Erde,  welche  die  Erscheinung  der  Aberration  hervorbringt» 
hat  indessen  keinen  mefsbaren  Einflufs  auf  die  Gröfse  der  Refraction. 
Im  leeren  Räume  ist  die  Geschwindigkeit  des  directen  oder  gebrochenen 
Lichtes  dieselbe,  möge  es  nun  \^on  der  Sonne,  den  Sternen  oder  den 
Planeten  herrühren.  Gröfse  dieser  Geschwindigkeit.  Verminderung,  die 
sie,  wegen  der  Schwere  der  Lichtstrahle  gegen  die  Sonne  erleiden  mufs 

§.168. 

Viertes.  Kapitel.     Ueber  die  Centrifugalkraft  S.  256. 

Erklärung  der  Centrifugalkraft;  Bestimmung  dieser  bewegenden 
Kraft  durch  die  Betrachtung  der  normalen  Geschwindigkeit,  die  bei  jedem 
Uebergange  des  Körpers  von  einem  Elemente  der  Trajectorie  zum  fol- 
genden vernichtet  wird.  Da  der  Contingeuzwinkel  unendlich  klein  ist,  so 
bringt   dieser  Uebergang  keine  Verminderung   in  der   nach  der  Tangente 
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gerichteten  Geschwindigkeit  herror.  Vollständige  Bestimmnng  der  tirörs« 
und  Richtung  des  Druckes,  der  auf  die  Trajectorie  in  Folge  der  Centri- 
fngalkraft  und  der  gegebenen  Kräfte,  die  anf  den  Körper  wirken,  aus- 
geübt wird  §.169n.l70. 

Berechnung  der  drei  Seitenkräfte  dieses  Druckes  nach  den  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  §.171. 

Folgerungen,  die  man  ans  dem  Werthe  dieses  Druckes  und  seiner 
Richtung  ableitet,  wenn  der  Körper  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
bewegen  mufs  und  wenn  er  völlig  frei  ist  §.172n.l78. 

Bestimmung  der  Centrifngalkraft  durch  die  Betrachtung  der  Kreis- 
bewegung §.  174. 

Vergleichung  der  Centrifugalkraft  im  Kreise  mit  der  Schwerkraft. 
Spannung  eines  Fadens,  der  mit  einem  Gewichte  belastet  ist  und  sich 
um  einen  festen  Punkt  dreht  $.175. 

Verminderung  der  Schwere  am  Aequator  und  auf  den  verschiedenen 
Parallelkreisen,  die  durch. die  Centrifngalkraft  hervorgebrächt  wird,  welclie 
durch  die  Dmdrehung  der  Erde  entsteht.  Aenderung  der  Schwerkraft, 
die  aus  dieser  Ursache   und  der  Abplattung    des  Erdsphäroids  entspringt 

§.  176, 177  u.  178. 

Fünftes   Kapitel.      Beispiele   der  BewegtiDg   eines  materiellen 

Punktes  auf  einer  gegebenen  krummen  Linie  oder  OberHäche 

8.272. 
I.    Schwingungen  des  einfachen  Pendels  ebend. 

Erklärung  des  einfachen  Pendels.  In  der  Folge  wird  bewiesen, 
dafs  es  immer  ein  einfaches  Pendel  giebt,  dessen  Bewegung,  sowohl  im 
leeren  Räume,  als  in  der  Luft,  dieselbe  Ist,  wie  die  eines  gegebenen 
Pendels  §.179. 

Differentialformel  der  Bewegung  des  einfachen  Pendels  im  leeren 
Räume  §.  180. 

Fall,  wo  man  (fiese  Formel  unter  endlicher  Form  integrieren  kann  §.  181. 

Fall  der  sehr  kleinen  Schwingungen  $.  182. 

Auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  haben  die  unendlich  kleinen 
Schwingungen  -eines  schweren  materiellen  Punktes  eine  Dauer,  deren 
^rröfse  endlich  ist  und  von  der  Gröfse  ihrer  Weite  abhängt  $.183. 

Berichtigung ,  die  man  bei .  der  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen 
eines  einfachen  Pendels  anbringen  mufs,  um  die  Daner  der  unendlich  klei- 
nen Schwingungen  daraus  abzuleiten  $.  184. 

Verwandlung  der  Dauer  einer  Schwingung  von  beliebiger  Grofse  in 
eine  Reihe  §.185. 

Bewegung  des  einfachen  Pendels  in  der  Luft,  wenn  der  Widerstand 
der  Geschwindigkeit  -  proportional  gesetzt  wird ;  die  auf  einander  folgen- 
den Weiten  der  sehr  kleinen  Schwingungen  nehmen  in  einer  geometri- 
schen Progression  ab,  ihre  Dauer  wird  durch  den  Widerstand  des  Mittels 
nicht  merklich  geändert  $.  186u.  187. 

Bewegung  des  einfachen  Pendels  in  der  Luft ,   wenn  der  WideKstaud 
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-welcher  diese  zwei  geraden   Linien  liegen,    und   eimr  festen 
Ebene;  die  durch  die  zweite  geht^  enthalten  ist. 

5. 

Um  die  Kräfte  zu  messen,  mufs  man  eine  beftinimt^ 
Kraft  als  Einheit  annehmen^  und  das  Verhältnifs  inderer 
Kräfte  zu  dieser  Kraft  durch  Zahlen  ausdrücken«  Man  mufs  . 
daher  auf  eine  bestimmte  Weise  erklären,  was  man  unter 
einer  Kraft  verstehe,  die  einer  andern  gleich  ist,  oder  was 
man  darunter  verstehe,  wenn  man  sagt,  eine  Kraft  sey  zwei- 
mal, dreimal,  viermal  u.  s.w.  so  grofs,  als  eine  andere,  ohne* 
dafs  hierbei  die  besondere  Bescliaffenheit  dieser  verschiedenen 
Ursachen  der  Bewegung  in  Betracht  gezogen  wird. 

Zwei  Kräfte  sind  gleich,  wenn  sie,  in  entgegengesetzten 
Richtungen,  an  einen  materiellen  Punkt,  oder  an  zwei  Punkte, 
die'  durch  eine  Linie  von  unveränderlicher  Länge  verbunden 
sind,  angebracht,  sich  im  Gleichgewichte  halten. 

Hat  man  bemerkt,  dafs  zwei  Kräfte  einander  gleich  sind, 
und  bringt  man  sie  alsdann ^  nach  derselben  Richtung,  an 
denselben  Punkt  an,  so  hat  man  eine'  zweimal  so  grofse 
Kraft;  vereinigt  man  auf  dieselbe  Weise  drei  gleiche  Kräfte, 
so  hat  man  eine  dreifache,  vereinigt  man  vier,  so  hat  man 
eine  vierfa/che  Kraft  u.  s.w. 

Wenn  wir  also  in  der  Folge  sagen  werden,  dafs  eine 
Kraft,  die  an  einen  materiellen  Punkt  angebracht  ist,  ein  ge- 
wisses Vielfaches  einer  anderen  Kraft  ist,  so  mufs  man  dies 
so  verstehen,  dafs  die  erste  Kraft  als  die 'Summe  einer  An- 
zahl von  Kräften  angesehen  werden  kann,  die  der  zweiten 
gleich  sind  und  nach  derselben  Richtung  wirken.  Auf  diese 
Weise  werden  die  Kräfte,  was  auch  sonst  ihre  besondere 
Beschaffenheit  seyn  mag,  mefsbare  Gröfsen,  die  man  durch 
Zahlen  ausdrücken  kann,  wie  jede  andere  Art  von  Gröfsen, 
indem  man  sie  auf  eine  Einheit  ihrer  Art  bezieht.  Ebenso 
kann  man  ihre  Intensitäten  durch  Linien  darstellen,  die  die- 
sen Zahlen  proportional  sind,  und  die  man  auf  ihre  Riclitim- 
gen  aufträgt,  indem  man  von  dem  Punkte  ausgeht,  an  wel- 
chem sie  angebracht  sind;  was  den  Yortheil  hat,  dals  ilian 
die  Lehrsätze  viel  einfaclier  ausdrücken  kann. 


^  6. 

Da  uf  diese  Weise  die  Punkte^  an  welchen  die  Kräfte 
wirken  ^ibrnd  ihre  Intensitäten  foestlmmt  sind^  so  braucLeii 
wir  nur  Ipcli  ilire  Richtungen  zu  betrachten. 

Sey  f  (Fig.  1.)  der  Punkt,  an  welchem  eine  Kraft  wirkt, 
die  Linie  MD  bezeichne  seine  Richtung^  so  dafs  diese  Kraft 
den  PunkiJ/,  von  M  nach  D  zu  bewegen  sucht;  durch  den 
Punkt  M  4ehe  man  die  rechtwinkligen  Axen  M^,  MB,  MC, 
die,  im  A|gemeLnen,  den  Coordinatenaxen  parallel  und  ini 
Sinne  der  {esitiven  Coordinaten  gerichtet  seyn  werden.  Ferner 
bezeicline  n^n  durch  «^  /?,  y,  die  spitzen  oder  stumpfen  Win- 
kel, die  die  Linie  MD  mit  diesen  Axen  einschliefst,    so  dafs 

^MD  =  a,    BMD  =  ß,    CMD  =  y 
ist,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  Richtung  vollkommen  bestimmt 
seyn  wird,   vVinn  diese  drei  Wmkel  gegeben  sind. 

Denn,  nintoit  man  blos  Rücksicht  auf  die  zwei  Winkel 
a  und  ß ,  so  mifs  sich  die  Linie  MD  zu  gleicher  Zeit  auf 
zwei  geraden  Kegeln  befinden,  deren  gemeinschaftliche  Spitze 
der  Punkt  M  istj  und  deren  Axen  die  geraden  Linien  M^ 
und  MB  sind.  Die  Vinjjglkel  a  und  ß  müssen  daher  so  be- 
echaifen  seyn,  dafe  dies^  j^iwei  Kegel  sich  schneiden  können, 
•welches  alsdann  iri  zwei  Durchschnittslinien  statt  haben  wird, 
die  in  einer  auf  der  Ebene  ^MB  senkrechten  Ebene  liegen, 
und  die  mit  der  Axe  MC  zwei  Winkel  einschliefsen ,  'von 
welclien  der  eine  das  Supplement  des  anderen  ist*  Die  gerade 
Linie  MD  könnte  also  noch  immer  zwei  verschiedene  Lagen 
haben,  da  aber  der  Winkel  y  ebenfalls  gegeben  ist,  so  weifs 
man,  ob  er  spitz  oder  stumpf  ist,  und  man  wii'd  von  diesen 
beidei  Lagen  diejenige  auswählen  können,  die  der  Richtung 
der  Kraft  entspricht. 

^  Diese  Construction  zeigt  ferner,  dafs  die  Winkel  a,  /?,  y, 
nicht  alle  drei  willkührlich  angenommen  werden  können. 
Wirkich  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  die  eine  gerade  Linie 
MD  %m\,  drei  rechtwinkligen  Axen  einscliliefst ,  durch  die 
Gleic\ing  '  ' 

COS^CC  +   C0S2^   +   C0s2y  ~   l  (l) 

verbu^jlen,  die  man  beweist  ^  indem  man  auf  der  geraden 
Linie  ^D ,  vom  Punkte  M  aus,  eine  Linie  nimmt,  die  der 
Ein Ueii gleich   ist,    und   ein   rechtwinkliges    Parallelopipedum 
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bildet,  dessen  Diagonale  diese  Linie  ist,  und  dessei  drei  an- 
einander liegende  Seiten  auf  den  drei  Axen  MA^  MB,  MC 
genommen  werden.  Diese  drei  Seilen  sind  alsdann  die  Cosi- 
nus der  Winkel  a,  ß,  yy  und  da  die  Summe  ihrei  Quadrate 
dem  Quadrate  der  Diagonale,  nach  einem  bekamteü  Lehr- 
satze, gleich  seyn  mufs,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  eben  auf- 
gestellte Gleichung. 

7.  •, 
In  diesem  Lehrbuche  soll  die  Theiluug  der  Peripherie  in 
360^,  des  Grades  in  60  Minuten  und  der  Minute  ia  60  Secun- 
den  angenommen  werden.  Der  Buchstabe  ^  soll  beständig 
gebraucht  werden,  um  die  halbe  Peripherie  vorziretellen,  deren 
Halbmesser  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird^   so  dafs  man 

7t  =  3,1415926... 
hat.  Der  vierte  Theil  der  Peripherie  entspricht  dem  rechten 
Winkel,  oder  dem  Winkel  von  324000";  hieraus  folgt,  Mafs 
die  Länge  des  Bogens,  der  einem  Winkel  von  einer  gewissen 
Anzahl  rt  von  Secunden  entspricht,  das  vierte  Glied  einer 
Proportion  seyn  wird,   deren  drei  erste  Glieder 

iiTT,  «,  und  324000" 
seyn  werden.      Bezeichnet  man  diese  Länge  durch  w,    so  hat 
man 

'  n 

Cd  ^z  — ' 

206264,8. 

Der  gemeine  Logarithme  dieses  beständigen  Divisors  ist 

5,3144251. 

Bei  den  nuinerischen  Berechnungen  mufs  man  immer  die 
auf  diese  Weise  berechneten  Bogen  statt  der  Winkel  anwen- 
den, wenn  diese  nicht  unter  den  trigonometrischen  Zeichen 
siriy  cos,  tangf  enthalten  sind. 

Damit  man  mittelst  der  Winkel  a,  /?,  y,  die  Richtung 
einer  Kraft  in  allen  möglichen  Lagen  um  den  AugriltsiHuikt 
vorstellen  könne,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dafs  sie 
sich  von  Null  bis  zu  180®  einschliefslich  erstrecken.  Wenn 
«z.  B,  die  Axe  MC  über  der  Ebene  liegt,  in  welcher  die  bei- 
den anderen  Axen  MA,  MB  enthalten  sind,  so  mufs  der 
Winkel  y  gi'öfser  oder  kleiner  als  90*^  seyn,  je  nachdem  die 
gerade  Linie   MD  .  über   oder  unter    dieser   Ebene  legt  5  ^  er 


wird  zrkull  865m,  wenn  die  Linie  MD  mit  der  Linie  MC 
zusanimttallt,  und  wird  ==  180^  seyn,  wenn  MD  mit  der 
VerlängAng  MC'  der  Linie  MC  zusammenfallt.  Die  Cosi- 
nus vook,  ßj  Yj  können  daher  positiv  oder  negativ  seyn,- 
ihre  Sinij  aber  werden  immer  positiv  seyn ,  weil  diese  "Win- 
kel nie  g^fser  als  180<^  werden. 

Uebehaupt  ist  es  einleuchtend,  wenn  man  die  Verlänge- 
rung MD  der  Linie  MD  betrachtet,  dals  die  "Winkel,  die 
sie  mit  de*  drei  Axen  einschliefst,  die  Ergänzungen  der  Win- 
kel et,  ß  \  sind.     Setzt  man  daher 

J^D'  =  a,  BMD'  =z  ß',  CMD'  =  r\    , 
so   hat  mad 

cos  a  =  f  cos  a,   cos  /?'  ==  —  cos  /?,    cos  y'  =  —  cos  y ; 
hieraus  folgt j  dafs  die  Richtungen   zweier  Kräfte,   die  in  ent- 
gegengesetzten   Sinne    auf    denselben   Punkt  M  wirken,    die 
eine  nach  MÜ^  die  andere  nach  MD\  sich  durch  die  Zeichen 
der  Cosinus  de^  ilmen  entsprechenden  Winkel  unterscheiden. 

8. 

Statt  der  dr|i  Winkel  «,  /?,  y,  die  unter  einander  durch 
die  Gleichung  (ij  verbunden  sind,  kann  man  auch  nur  zwei 
von  einander  untbhängige  Winkel  anwenden,  um  die  Rich- 
tung einer  Kraft  ui  bestimmen. 

Denn  es  sey  ME  die  Projectioii  der  Linie  MD  auf  die 
Eben«  ^MBy  man  nenne  S  den  Winkel,  den  diese  Projection 
mit  ler  Axe  M^  macht,   so  dafs  man 

JIME  zz  9 

hat.  Ist  dieser  Winkel  9  gegeben,  so  zeigt  er  die  Lage  der 
Ebe^e  CME  an,  und  durch  den  Winkel  y  wird  alsdann  die 
Jiagc  der  Linie  MD,  die  in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  völlig 
bestjnmt.  Der  Winkel  tf  mufs  alsdann,  indem  man  von  Mj4 
ansaht,  nach  einer  bestimmten  Richtung  gezählt  werden,  und 
sicluvon  Null  bis  zu  360^  erstrecken  können,  der  Winkel 
y  diegen  erstreckt  sich  immer  nur  von  Null  bis  zu  180®. 

Die  Projection  der  Diagonale  des  früher  erwähnten  Pa- 
rall4pipedums  (§.6)  auf  die  Ebene  AHB ,  ist  dem  Cosinus 
des  y^inkels  DME,  oder  dem  sin  y  gleich.  Projiciert  man 
nun  k>ch  einmal  diese  Projection  auf  die  Axe  MA,  so  erhält 
man  jiese    neue    Projection    aus   der    früheren ,    indem  man 
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letztere  durch  cos  i  multipliciert ;  sie  fällt  aufserda  mit  der 
Projection  der  Diagonale  des  Paralleiopipedums  ai.  dieselbe 
Axe  Mj4  zusammen,  und  ist  folglich  dem  cos  a  gleh^  daher 
hat  man 

cos  a  =  sin  y .  cos  &, 
Ebenso  findet  man 

cos  /?  =  sin  y .  sin  tf 
imd  diese  zwei  Formeln  dienen  dazu,  die  Gleiciungen ,  in 
welchen  man  die  Winkel  a,  ß ,  y,  angewandt  hat.  in  andere 
umzuwandeln ,  in  welchen  man  nur  y  und  8  anweaclet.  Man 
kann  sich  unmittelbar  davon  überzeugen,  dafs  sc  der  Glei- 
chung (l)  Genüge   leisten. 

Es  giebt  auch  noch  eine  andere  Gleichung,  welche  diese 
Gleichung  (1)  als  einzelnen  Fall  enthält,  und  die  uns  häufig 
von  Nutzen  seyn  wird. 

Um  sie  zu  bilden,  seyen  Ar,y,  ä  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  M  (Fig.  2),  die  auf  drei  reclitwinklige  Axen 
OjiT,  Oj,  Oz  bezogen  sind.  Man  nenne  r  seinen  Radius 
Vector  OM^  und  «, /?,  y  die  spitzen  öder  stumpfen  Winkel, 
die  dieser  Radius  mit  den  drei  Axen  macht,  so  dafs  man  z.  B, 

zOU  =  y 
hat.     Fällt  man  vom  Punkte   M  eine   senkrechte  Linie  MN 
auf   die  Axe  Oä,    so  wird  die  gerade  Linie  ON  die  Ordinate 
z  seyn ,    und  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MON  hat  man 

'  z.z=zr » cosy; 

ebenso  findet  man 

y  =  r.cos/?,  A?  =  r.cosc«. 
Sey   M'    ein   anderer   Punkt,   und  bezeichne   man  durch' 
^^y^-^jT,    (X  ^  ß  ^  y      seine    Coordinaten,     seinen    Radius 
Vector   und  die  Winkel ,    die  sich  auf  diese  gerade  Linie  be- 
ziehen,   so  hat  man 

xzizr'  co%a\    y  =  r' cos  ß,    z'=zr' cos  y\ 
Bezeichnet  man    durch   u  die  /Entfernung  MM^,    so  hat 
man,  wie  bekannt, 

und  bezeichnet  man  durch  e  den  Winkel  MOM ,  so  hat  man 
zu  gleiclier  Zeit 


in  dein!)re!ecke  ^   dessen  Seiten  r^r'y  u  sind. 


"^ 


ist,   80  fgiebt  sich  aus  dem  ersten  Werlhe  von  u^ 

vergleicUman  ihn  mit  dem  zweiten ,  so  folgt 
I  rr    coa  e  =  xx   -|-  j^j'    -|-  zz 

und    8ul]|ltuiert    man   in    diese    Gleichimg    die   entwickelten 
WertLe  in  x,  y,  Zy  x\  y\  z\   so  erhält  man 

cos  6=;  cos  a.  cos  a' +  cos /?.  cos /?' -|- cos  y.  cosy'j  (2) 
dies  ist  dii  gesuchte  Gleichung.  "^ 

Fallendie  zwei  geraden  Linien  OM  und  OM'  zusammen, 
so  sind  die  Winkel  a',  ß' ,  y  dieselben,  wie  a,  ß ,  y,  und 
die  Gieichul^  (2)  geht  alsdann  in  die  Gleichung  (1)  über. 
Sind  diese  ^raden  Linien  auf  einander  senkrecht,  so  hat 
man  e=  QO^'und  daher 

cos  «•    c^s  d  -[-  cos  /?•    cos  ß^  -f-  cos  y,    cos  y  =  o. 
Setzt  man  in  ^n  Werthen  von  .v,  y^  2,  statt  cos  a  und  cos  ß 
ihre  Werthe,  db  im  vorhergehenden  (.  gefunden  worden  sind, 
80  hat  man 

AT  =  r .  sin  ;/  .cos  S,  yziir.  sin  y ,  sin  rf,  zzzir .  cos  y. 
Ausdrücke,  in  welchen  die  drei  Veränderlichen  r,  y,  d^,  die 
drei  Polarcoordinaten  des  Punktes  M  sind,  so  wie  sie  in  ^.4 
erUärt  worden  8ind>  und  welche  dj^er  dazu  dienen  können, 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polarcoordinaten  umzu- 
waideln. 

10. 

Die  Betrachtung  der  Projectionen ,  deren  wir  uns  in  f.  8 
beiient  haben,  wird  sehr  häufig  in  diesem  Werke  angewandt 
vrtflen ;  .  es  wird  daher  nicht  unpassend  seyn ,  hier  ihre 
erten  Prindpien  zu  erläutern. 

Die  Protection  einer  geraden  Linie  auf  eine  andere 
g%de  Linie  ist  der  Theil  der  letzteren,  der  zwischen  den 
£i|punkten  der  senkrechten  Linien  enthalten  ist,  die  man 
vclden  Endpunkten  der  projicierten  geraden  Linie  herab  ge- 
falthat.    Daher  sind  die  Ausdrücke  x*  ^^x,  y  - — y,  z  — z 
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als  Unterschiede  der  Coordlnaten  der  Endpunkte  «r  Linie 
MM,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  at,  y,  J5,ind  aus 
dem  ersten  Werthe  von  w«  folgt,  dals  die  Summe  pr  Qua- 
drate der  Projeclionen  einer  geraden  Linie  auf.  M  recht- 
winklige Axen  dem  Quadrate  dieser  geraden  Linie  ;leich  ist. 
Wenn  die  projicierte  gerade  Linie  und  diejenige,  af  welche 
man  sie  projiciert,  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten 
sind,  so  ist  die  Projection  der  Grundlinie  eines  rechwinkligen 
Dreiecks  gleich  und  parallel,  dessen  Hypotenuse  lie  proji- 
cierte gerade  Linie  ist.  Bezeichnet  man  dahei;  dirch  l  die 
Länge  dieser  geraden  Linie,  durch  A  die  ilirer  {^rojection, 
und  durch  i  den  Winkel ,  d^  diese  geraden  Liuiai  mit  ein- 
ander einschliefsen,    so  hat  man 

A  =  /.C08I. 

Die  Projection  einer  ebenen  Oberfläche  auf  eine  andere 
Ebene,  ist  der  Theil  dieser  Ebene,,  der  durch  d/e  Projection 
des  Umrisses  der  projicierten  Oberfläche  begräizt  wird,  das 
heifst,  durch  die  krumme  Linie,  welche  die  Indpunkte  der 
senkrechten  Linien  bilden/  die  von  allen  Punkten  dieses  Um- 
risses herab  gefällt  worden  sind.  Die  vorstehende  Gleichung 
bleibt  aber  noch  walu-,  wenn  man  statt  /  die  Fläche  der 
projicierten  Oberfläche,  und  statt  X  die  Fläche  ihrer  Projection 
setzt;  i  bedeutet  alsdann  den  Winkel,  den  beide  ebene  Flä- 
chen mit  einander  einschliefsen^  an  dessen  Stelle  man  auch 
den  Winkel  setzen  kann,  der  zwischen  den  zwei  Linien 
enthalten  ist,  die  bezüglich  auf  diesen  zwei  Ebenen  senkrecht 
sind. 

Denn  man  zerlege  die  Fläche  der  projicierten  Oberfläche 
in  Elemente  von  unendlich  kleiner  Breite,  die  auf  dem 
Durchschnitte'  derselben  mit  der  Ebene,  auf  welche  man  sie 
projiciert,  senkrecht  stehen.  Die  Projection  eines  jeden  He- 
mentes  wird  diesem  Elemente,  multipliciert  mit  dem  Cosinus 
des  Winkels,  den '  die  beiden  Ebenen  einschliefsen,  gleich  sejn ; 
da  nun  dieser  Winkel  für  alle  Elemente  derselbe  und  =:  i  Ist 
so  wird  die  Summe  aller  ihrer  Projectionen ,  oder  A,  4er 
Summe  aller  Elemente,  oder  der  ganzen  Fläche  /,  mxdtipliciirt 
mit  cos  i,  gleich  seyn,  was  zu  beweisen  war. 

Es   ergiebt   sich  hieraus,    dafs  das  Quadrat  des  Fläclen- 
iuhalts  einer  ebenen  Oberfläche  der  Summe  der  Quadrate  iu*er 
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Projectijieii  auf  ärei  rechtwinklige  Ebenen  gleich  ist,  indem 
man  all  Neigungswinkel  für  jede  Ebene  den  Winkel  nimmt^ 
den  dieiuf  die  Oberfläche  und  diese  Ebene  gezogenen  senk- 
rechten tioien  mit  einander  einschliefsen  und  die  Gieichuag 
(1)  berü^sichtigt. 

Wenriman  bei  irgend  einer  Frage  ein  System  von  paral« 
lelen  Kr'aCIn  betrachtet,  so  kann  man  annehmen,  dafs  eine 
der  drei  rtht winkligen  Axen  A!j4,  MB,  MC  (Fig.  1)  ifanen 
ebenfalls  pi'allel  ist.  Alsdann  werden  zwei  der  drei  Winkel 
a^  fij  y,  di€fzwei  letzten  z.  B.,  für  alle  Kräfte  rechte  Winkel 
seyn,  und  Ue  Gleichung  (1)  reduciert  sich  auf 

cos^  Cf  =  1 ,' 
WQriis  folgt a  =  0,  oder  a  =  180<>. 

iuf  dies^  Weise  wird  die  Richtung  einer  jeden  Kraft 
bestij^t  seyn^  indem  man  sagt,  dafs  sie  iflit  der  Axe  MA 
einen  (Winkel  ^nschliefst,  der  =o  oder  =  180^  ist.  In  die- 
sem ksondere^  Falle  aber  wird ,  es  einfacher  seyn ,  diese 
lUchling  durchidas  Zeichen  der  Kraft  zu  bestimmen,  indem 
man I die  Kräft^,  die  in  einem  Sinne  wirken,  als  positive, 
und  diejenigen ,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken ,  als 
negave  betrachtet« 

Uebrigens  ist  der  Fall  der  parallelen  Kräfte  der  einzige, 
in  Reichem  wir  positive  und  negative  Kräfte  betrachten  wer- 
de; in  allen  übrigeii  Fällen  werden  die  Quantitäten,  welche 
diiGröfse  der  Kräfte  in  der  Rechnung  vorstellen,  als  positive 
aifesehen  werden,  und  die  Aenderung  des  Zeichens  wird  nur 
b(|den  Cosinus  der  Winkel  vorkommen ,  die  ihre  Richtungen 
den  festen  Axen  einschliefsen. 

12. 

Das  Vorhergehende   enthält   die  einleitenden  Erklärungen 

^1^   hinlängliche    Erläuterungen    über    die    Bestimmung    der 

(^Ise   und   Richtung   der   Kräfte.      Da   ich    aber   in   diesem 

rke    ausschliefs  lieh    die    Methode    des    unendlich 

inen  anwenden  werde,   so  ist  es  noth wendig,  Jn  dieser 

itung   eine    Uebersicht    der   Principien    der   Infinitesimal- 

reMng  zu  geben,    und   unter   den  Formeln,    die  man  am 


-./ 
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Emfaclisteti   daraus    ableiten    kann,     diejenigen    ausjiwälden, 

deren  wir  im  Folgenden   am  Meisten  bedürfen  werin, 

yDas  unendlich  Kleine  ist  eine  Gröfse^  di  kleiner 
ist  als  jede  gegebene  Gröfse  derselben  Art.  Man  Wird  mit 
Noth wendigkeit  auf  die  Idee  des  unendlich  KJein^  geführt, 
wenn  man  die  auf  einander  folgenden  Aenderugen  einer 
Gröfse  betrachtet,  die  dem  Gesetze  der  Stätigkeit  unterwor- 
fen ist.  So  z.  B.  wächst  die  Zeit  durch  Stufei^  die  klei- 
ner sind ,  als  jeder  angebbare  Zeitraum ,  mag  Sieser  auch 
noch  so  klein  seyn.  Die  Räume,  welche  durch. ae  verscliie- 
denen  Punkte  eines  Körpers  durchlaufen  werdei,  wachsen 
ebenfalls  durch  unendlich  kleine  Zunahmen,  da  kein  Punkt 
auf  andere  Weise  aus  einer  Lage  in  die  andere  kanmen  kann, 
als  wenn  er  alle  dazwischen  befindlichen  Lagei  durchlauft, 
und  man  keine,  wenn  auch  noch  so  kleine,  Distmz  zwischen 
zwei  auf  einander  fglgenden  Lagen  angeben  kmu.  Die  un-» 
endlich  kleinen  Sröfsen  sind  daher  in  der  WirklichkeÄ  vor- 
handen, und  iii<;ht  ein  blofses  Hülfsmittel,  da^  die  IVIaihema- 
tiker  erdacht  haben» 

Ein  unendlich  Kleines  kann  das  Doppelte,  Dreifache, 
Vierfache  u.s*w-  eines  anderen  seyn;  die  uaendlich  kfeinen 
Gröfsen  stehen  unter  einander  in  gewissen  Verhältnissen^  de- 
ren Bestimmung  ein  wesentlicher  Gegenstand  der  Infiniesmal- 
rechnung  ist. 

Bedeuten  a  und  5  zwei  unendlich  kleine  Gröfsen,  ^nd 
ist  das  Verhältnifs  von  b  zu  a  ebenfalls  unendlich  klein  ^  so 
ist  b  das,  was  man  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Din- 
ges nenntt.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dafs  die  Sehne  eaes 
Kreisbogens  unendlich  klein  ist^  so  ist  der  Sinus  versus  es- 
selben  Bogens  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Ranges,  feil 
sich  der  Sinus  versus  immer  zu  der  Seime  verhält,  wi^die 
Sehne  zum  Durchmesser,  und  daher  das  erste  Verhällnifsun- 
endlich  klein  wird,  sobald  dies  bei  dem  zweiten  der  Fallist. 

Ist  b  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Ranges,  lol 
nimmt  ma-n  ferner  an ,  dafs  das  Verhältnifs  von  c  zu  b  ^n 
unendlich  Kleines  des  ersten  Ranges  ist,  so  nennt  man  cein 
unendlich  Kleines  des  dritten  Ranges  und  so  vVeiter. 

Hieraus  folgt,  dafs  ein  Produkt,  welches  aus  n  Fact^en, 
die  sämmtlich  uiiendlich  Kleine  des  ersten  Ranges  sindj^zu- 
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sammen  gesetzt  ist,   2;|i  der  Klasse  der  unendlich  Kleinen  des 
«teo  Ranges  gezählt  werden  mufs. 

Der  Flächeninhalt  einer  Oberfläche ,  die  in  allen  ihren 
Dimensionen  unendlich  klein  ist^  ist  wenigstens  ein  unendlich 
Kleines  des  zweiten  Ranges,  denn  er  beträgt  weniger,  als 
das  Quadrat  der  längsteh  geraden  Linie,  die  man  von  einem 
Punkte  des  Umrisses  der  Oberfläche  «um  anderen  ziehen 
kann,  und  diese. Linie  ist,  nach  der  Voraussetzung,  unend- 
lich klein.  Ebenso  ist  der  Inhalt  eines  Körpers,  der  in  allen 
seinen  Dimensionen  unendlich  klein  ist,  wenigstens  ein  un- 
endlich Kleines  des  dritten  Ranges,  weil  er  kleiner  ist,  als 
der  Cubus  der  längsten  geraden  Linie,  die  man  von  einem 
Punkte  seiner  Oberfläche  ziun  anderen  ziehen  kann*  Dies 
vorausgesetzt,  besteht  das  Grundprincip  der.  Infinitesimalrech- 
nung darin,  dafs  zwei  (endliche  Quantitäten,  die  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  von  einander  verschieden  sind,  als  völlig 
gleiche  Gröfseh  angesehen  werden  müssen,  weil  man  gar  kei- 
nen Unterschied  zwischen  denselben  angeben  kann ,  möge  die- 
ser auch  noch  so  klein. seyn. 

Ebenso  verhält  sich  die  Sache  bei  zwei  unendlich  kleinen 
Gröfsen  des  ersten  Ranges,  deren  Unterschied  ein  unendlich 
Kleines  des  zweiten  Ranges  ist,  und  allgemein  ist  es  ebenso 
bei  zwei  unendlich  kleinen  Gröfsen  irgend  eines  Ranges,  die 
nur  um  ein  unendlich  Kleines  eines  höheren  Ranges  von  ein- 
ander verschieden*  sind,  man  betrachtet  sie  immer  wie  Gröfsen, 
die  völlig  gleich  sind,  und  setzt  ihr  Verhällnifs  der  Einheit 
gleich. 

Man  kann  diese  Princlpien  auch  noch  auf  eine  andere 
Weise  ausdrücken ,  indem  man  sagt ,  dafs  es  in  der  Rechnung 
erlaubt  ist,  ohne  dafs  man  einen  Fehler  in  den  Resultaten  au 
fürchten  brauchte,  sowohl  die  unendlich  kleinen  Gröfsen,  die 
ZU  endlichen  addiert  sind,  als  auch  die  unendlich  kleinen 
Gröfsen  irgend  eines  höheren  Ranges ,  die  zu  unendlich  klei- 
nen Gröfsen  eines  niedrigeren  Ranges  addiert  sind,  zu.ver- 
naclilässigen. 

13. 
Das  Differential  dx  einer  unabhängigen  Veränderlichen  x 
ist  dir  unendlich  kleine  Zuwachs,   den  man  dieser  Veränder- 
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liehen  beilegt;  das  DifPerenlial  dy  einer  Fimclion  j'  von  x^ 
ist  der  entsprechende  Zuwachs  dieser  Function ,  der^  durch 
die  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  höhe- 
ren Ränge,  auf  denselben  Rang  zurückgeführt  ist,  wie  der 
Zuwachs  der  unabhängigen  Veränderlichen  selbst.  Hieraus 
folgt,  dafs  das  Differential  dy  immer  in  der  Form  Xdx  ent- 
halten ist,  wo  J5l  eine  andere  Function  von  x  bedeutet.  Bei 
einigen  besonderen  Werthen  von  x  kann  es  sich  ereignen,^ 
dafs  der  DifTerentialcoelTicient  Jt  unendlich  grofs  wird,  wo- 
durch das  Differential  JCrfji?  eine  unbestimmte  Gröfse  werden 
würde;  in  der  Mecliauik  wird  sich  jedoch  dieser  Umstand 
niemals  ereignen. 

Sey  fx  eine  gegebene  Function  von  x ,  c  eine  willkühr- 
liche  Constante  und  Fx  -f-  c  das  vollständige  oder  unbe- 
stimmte Integral  von  fxdx.  Seyen  ferner  a  und  h  zwei 
gegebene  Constanten.  Bestimmt  man  die  Constante  c  auf  die 
Weise,  dafs  dies  Integral  Null  wird,  oder  anfangt ^  wenn 
A?  r=  a  ist ,  und  setzt  man  nachher  ^  =  6 ,  so  ist  das  Resultat 
Fb  —  Fa  das ,  was  man  das  bestimmte  Integral  nennt, 
welches  zwischen  den  Gränzen  a  und  b  genommen  ist.  Ich 
werde  es  durch 

fxdx 


L 


bezeichnen,    nach   der   sehr    bequemen   Beaeichnungsart ,    die 
Fouri'er  vorgeschlagen  hat,    und  werde  daher  schreiben 

Fb  —  Fa^    r^fxdx. 

Giebt  man  allmälich  dem  x  eine  unendlich  grofse  Anzahl 
von  Werthen,  die  von  a  bis  b  durch  unendlich  kleine  Unter- 
schiede wachsen,  und  nimmt  diese  unter  einander  gleichen 
oder  ungleichen  Unterschiede,  als  Werthe  von  dx  an,  so  ist 
es  leicht  zu  zeigen,  dafs  die  Summe  aller  WertliQ  des  Diffe- 
rentials fxdx  dem  bestimmten  Integrale  Fb  —  Fa  gleich  ist. 

Denn  vernaclüässigt  man  die  unendlich  kleinen  Gröfsen 
der  höheren  Ränge  als  des  ersten,  so  hat  man  nach  der  Er- 
klärung des  Differentials 

F  {x  +  dx)  —  F  {x)  =fxdx. 

Bezeichnet  man  daher  durclij  Ji  ,  4  j  «'s  ?  •  . . .  cJ*«  eine 
unendlich  grofse  Anzahl  unendlich  kleiner. Gröfsen,   so  dafs 
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ist,  und  nimiiu  man  allmälich  für  x  und  dx  die  Werlhe  a 
und  J*!,  a-^di  undtJrj,  a-|-4  +  «^2  "»«l^Js  ••••  &  —  Jit  undA,, 
80  folgt  hieraus 

i;^(„  +  Jj  -f  (Ta)  —  Fia  +  .^i)  =  ^(a  +  ^i)  ^2 

JP/»  —  i^(6  —  Sn)  =J  (b  —  8n)  du. 

Die  Summe  dieser  Glcicbuugcn  ist 

....   ^f(b  —  »n)ÖH 

und  dieser  Ausdruck  enthält  den  Lehrsatz,  der  bewiesen  wer« 
den  sollte. 

Wenn  die  Function  fx  zwischen  den  Gränzen  a  und  6 
unendlich  grofs  wird,  so  findet  der  Beweis  nicht  mehr  statt, 
und  der  Lehrsat^^  ist  alsdann  nicht  mehr  anwendbar.  In  die* 
sem  Ausnahmefall,  auf  den  wir  in  der  Folge  niemals  stofsen 
werden,  steht  das  bestimmte  Integral  in  keiner  weiteren  Be« 
ziehung  zu  der  Summe  der  Werlhe  des  DüTerei^tials ,  und  es 
kann  selbst  negativ  seyn,  wenn  alle  diese  Werthe  positiv  sind, 
oder  positiv,  wenn  sie  alle  negativ  sind.  Um  den  Lehrsatz  . 
wieder  her  zu  stellen,  raufs  man  es  alsdann  verhindern,  dafs 
Jx  zwischen  den  Gränzen  a  und  b  unendlich  grofs  wird,  in* 
dem  man  die  Veränderliche  x  von  der  einen  dieser  Gränzen 
zu  der  anderen  durcb  eine  R^e  imaginärer  Werthe  über« 
gehen  lafst  *). 

Der  vorstehende  Lehrsatz  kann  ohne  Schwierigkeit  auf 
die  vielfachen  Integrale  ausgedehnt  werden.  Ist  z,  Br.  J{x^y) 
eine  gegebene  Function  zweier  unabhängigen  Veränderlichen 
x  und  y,  und  giebt  man  diesen  Veränderlichen  allmälich 
Wertlie,  die  durch  unendlich,  kleine  Unterschiede  wachsen, 
nimmt  man  ferner  für  dx  die  Unterschiede  zwischen  den  auf 
einander  folgenden  Werlhe  von  x^  und  für  dy  die  Unter- 
schiede der  auf  einander  folgenden  Werlhe  von  y ,  so  wird 
die  Summe  aller  Werthe  von 


')  Man  sehe  hierüber  das  Journal  de  TEcole  Polytechaique   cah.  18. 
pag.  320. 


iß 

f{xy  y)dxdy 
dem  Integrale 

SS  f{p^yy)^^kf 

gleich  seyn  9   vorausgesetzt  9   dafs   dieses  zwischen  schicklichen 
Gränzen  genommen  wird. 

14, 
Wenn  die   Function  fx   eine  Gröfse    a   enthält,   die  bei 
der  Integration    wie   eine    Constante   betrachtet  wird,    so   ist 
der  Werth  des  Integrals 

Jxdx 

a 

selbst  eine  Function  von  a«  Es'  kommen  Fragen  vor,  bei 
welchen  man  dieses  Integral  nieht  unter  endlicher  Form  kennt, 
und  es  dennoch  erforderlich  ist,  sein  Differential  in  Beziehung 
auf  a  zu  bestimmen.  Diese  Operation  bietet  aber  zwei  ver- 
schiedene Fälle  dar,  je  nachdem  die  Gränzen  a  und  h  von  a 
unabhängig  sind,  oder  auf  irgend  eine  Weise  von  demselben 
abhängen.  Im  ersten  Falle  ist  es  hinreichend,  Jx'bi  Bezie- 
hung auf  M  unter  dem  Zeichen  y  zu  differentiieren ,  so  dafs 
man  hat 

d,/    Jxdx  ^h 


f. 


_  r"  dfx 


=f. 


dx. 


da  %/  ^    da 

Denn  nach  dem  Lehrsatze  des  vorhergehenden  {.  ist  der  erste 
Theil  dieser  Gleichung  der  DüFerentialcoefficient  der  Summe 
der  Werthe  von  fxdx ,  die  zwischen  x  =  a  und  xmb  ent- 
halten sind,  in  Beziehung  auf  a,  w^ährend  der  zweite  Theil 
die  Summe  der  Werthe  des  DiiFerentialcoefficienten  von  fxdx 
in  Beziehung  auf  a  und  zwischen  denselben  Gränzen  genom- 
men, andeutet,  und  es  ist  einleuchtend,  dafs  diese  zwei  Sum- 
men identisch  sind. 

Im  zweiten  Falle,   wenn  a  in  a-|"(Jc»  übergeht,    so  geht 

die  Gränze  b  in  b  ^  ---  da  über ,    und   aus   diesem   Grunde 

da 

wird   die   Summe   der  Werthe   von  Jxdx    oder  das    Integral 

/      fxdx  um   den  Werth  fxdx,    der   den   Werthen   x=:b 

"^     j         db      ^  .  db 

und  dx:=  —  .da  entspricht,  d.h.  um  /<& . -r- ^«  vergröfsert. 
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Zu  gleicher  Zelt  geht  dio  Gv'dnzQ  u  üi  a-f--^(/a  über,  wo- 

durch   das   Integral   am  den  Werth  Jxdx ,   der  den  Werlhen 

X  z=:a  und  dx  =  -7—  rfa  entspricht ,    oder  um  /a .  -7-  t/a  ver- 

da  ^      da 

niehrt  Tvird.  Daher  wird  wegen  der  gleichzeitigen  Verände« 
rung  der  beiden  Gränzen  a  und  b^  die  durch  die  Verände- 
rung von  a  hervorgebracht  wird>  das  Integral  um  das  Dif- 
ferential 

^'db  „       da 


^^-tJ")'- 


\da 

gröfser  werden,  und  ebenso  wird  sein  DifTerentiaicoeffident' 
in  Beziehung  auf  Uj  um  diesen  CoeiScienten  in  Beziehung 
auf  da  vermehrt.  Addiert  man  um  daher  zum  zweiten  Theile 
der  vorhergehenden  Gleichung ,  so  hat  man 

Ja    -^^  ""  r    djx  db  da  , 

du,  da  ^  da  ^  da 

als  vollständigen  Werlh  des  Differeniialcoeillcicnten  von  /    fxdx, 

Ist  a  nicht  in  fx  enthalten,  ist  diese  Gröfsc  einer  der 
beiden  Granzen  b  oder  a  gleich,  und  hängen  diese  Granzen 
nicht  von  einander  ab,   so  geht  dieser  Ausdruck  in 

dl      Jxdx  dl     fxdx 

—  =  fb  oder ; =  —  fa 

db  "^  da  ^ 

über,   was  aufserdem  auch  an  und  für  sich  einleuchtend  ist. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  auch  bei  den  viel- 
fachen Integralen  anstellen,  deren  Differentialcoefficienten  in 
Beziehung  auf  eine  Gröfse,  die  man  anfanglich  als  constant 
betrachtet  hat,  man  ebenfalls  erhält,  wenn  man  unter  dem 
Integratlonszcichen  differentüert ,  und  zu  dem  Resultate  noch 
Glieder  liinzufügt,  die  von  den  Veränderungen  der  Granzen 
abhängen,  wenn  diese  von  jener  Gröfse,  die  nun  eine  Ver- 
änderliche geworden  ist,   abhängen« 

15. 

Die  Integralrechnung  giebt  die  Regeln  an,   vermöge  wel- 
cher   man,    entweder   genau    oder    doch    näherungsweise,    die 

2 
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luinierisclien  Werllie  der  bestiniintcu  Integrale  erhallen  kann, 
8eyen  diese  nun  einfaclie  oder  zusammengesetzte,  so  dafs  mau 
eine  Aufgabe  als  gelöst  ansehen  kann ,  sobald  es  gelungen  ist, 
die  Unbekannten  durch  solche  Integrale  auszudrücken.  Alan 
sagt  alsdann,  dafs  die  Aufgabe  auf  die  Quadraturen  zurück 
geführt  sey,  weil  einerseits  ein  vielfaches  Integral  nichts  Ande- 
res ist,   als  ein  mehrmals  -mederholtes  einfaches  Integral,  und 

andererseits  ein  Integral   /      fxdx   immer  durch  ein  Qviadrat 

vorgestellt  werden  kann,  vv^elches  dem  Inhalt  einer  ebenen 
krummen  Linie  gleich  ist ,  in  welcher  x  und  Jx  die  Coordi- 
naten  irgend  «Ines  Punktes  sind,  itnd  a  ubd  b  die  Abscissen 
der  äufsersten  Punkte  vorstellen. 

Von  den  versdiiedeuen  Formeln,  die  man  anwendet,  um 

fxdx   zu    berechnen, 

a 

will  ich  nur  die  folgende   anführen,    welche  voraussetzt,   dafs 

dFx 
die  Functionen,  fx  und  -^p-  zwischen   den   Granzen  a  imd  b 

ctx    , 

nicht  unendlich  grofs  werden* 

Mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen   setze  man 

dx  -■'  ""'  dx^-'  '^ 
U.S.W.  Ferner  nehme  man  an,  dafs  die  Unterschiede  Ji,<52? 
^5  U.S.W,  nicht  unendlich  klein,  sondern  blos  sehr  klein  sind 5 
man  setze  sie  alle  einander  gleich  und  bezeichne  ihre  gemein- 
schaftliche Gröfse  durch  ö,  so  erhalten  wir  nach  dem  Taylor- 
echen  Lelirsatze: 
F{a  +  <^)  =  Fa  4. <)/a  +  |  ()2/ a  +  . .. 

Setzt  man  daher  /2d=b  —  a  und  nimmt  die  Summe  aller 
vorstehenden  Gleichungen,   so  hat  man 

Fb—Fa=(f2j(a+id)  +i(^2f(a'\-i6)  +  J(532/"(«+'*^)+ •  •  • 
wo  i  eine  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und  die  Charak- 
teristik 2   die  Summen    anzeigt,    die   sich    auf  die  n  Werllie 


•  I 
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von  /*  erstrecken ,  die  zwischen  i  z=zo  und  iz=:  n  —  1  ent- 
halten sind.  Nimmt  man  nach  tinzLuAer  Jx  nndi  fx,  J'x  und 
J^x  u.  s.w.  statt  Fx  und  fxy  so  hat  man  auf  dieselbe  Weise 

jb-fa- 8^f  {a + i»)  -Jf-iS^ Sy " (a  +  ig)  + . .'. 

fb  -fa  =  d-^f  (a  +  /<))  +  .. .. 


^  "Will  man  nun ,  dies  vorausgesetzt ,  die  Potenzen  von  8j 
die  höher  sind  als  das  Quadrat,  in  dem  Werthe  von  Fb  —  Fa 
vernachlässigen ;  so  könnte  man,  vermöge  der  letzten  Glei- 
chungen 

lS^:2ßia  +  i9)  =  i3ifb-Ja)-iS^{lh-fa), 
iiS2ria  +  iS)  =  id^(/'b-fa) 
setzen ,    uiid  hieraus  erhält"  man 

Fb  —  Fa  =  d2fia  +  iö)  +  ii(fb—fa)—r\6^{rb—fa) 
oder,  was  dasselbe  ist, 

+f(a  +  nä-d)-hifb]-^^(f'b-f'a). 

Diese  Formel  wird  desto  genauer  seyn,  je  kleiner  der 
Unterschied  3  oder  i  (6  —  a)  ist,  und  in  demselben  Verhält- 
nifs  werden  auch  die  Werthe  von  jx  zwischen  den  Gränzen 
a  und  b  variieren.  In  den  meisten  Fällen  kann  man  auch 
das  Glied  vernachlässigpn ,  welches  von  S^  abhängt;  alsdann 
enthält  die  Formel  nur  Wertlie  von  fx^  die  in  Zahlen  gege- 
ben seyn  können,  ohne  dal's  die  Form  dieser  Function  be- 
kannt ist. 

16. 

In  der  Theorie  des  unendlich  Kleinen  betrachtet  man  die 
krummen  Linien  wie  Vielecke,  die  aus  einer  unendlich  grofsen 
Zahl  unendlich  kleiner  Seiten  bestehen.  Dies  setzt  voraus^ 
dal's  die  Sehne  eines  unendlich  kleinen  Bogens  diesem  Bogen 
gleich  ist,  oder,  was  dasselbe  sagen  will,  dafs  das  Verhält- 
nifs  ihrer  Längen  als  der  Einheit  gleich  angenommen  werden 
kann ;  dies  kann  man  auch  wirklich  auf  folgende  Art  beweisen : 

Sey  MmmM  (Fig.  3)  ein  unendlich  kleines  Stück  einer 
krummen  Linie ;  man  ziehe  die  Sehnen  Mm ,  mni y  rriM  und 
verlängere  die  dritte,  bis  sie  die  Verlängerung  itfJ'der  ersten 
in    dem  Punkte  K  trifft.     Da  der  Bogen  mni  gröfser  ist,   als 

2* 
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dl«  Sehne  mni^  und  kleiner  als  die  gebrochene  Linie  mKm\ 
so  braucht  man  nur  zu  beweisen  ^  dafs  diese  Linie  und  diese 
Sehne ,  die  beide  unendlich  klein  sind  j  nur  um  ein  unendlich 
Kleines  eines  höheren  Ranges  von  einander  yerschieden  sind, 
und  man  daher  ihr  Verhältnifs  der  Einlieit  gleich  setzen  daif ; 
um  so  mehr  wird  dies  alsdann  in  Beziehung  auf  den  Bogen 
mm   und  seine  Sehne  wahr  seyn. 

Ist  nemlich  innerhalb  der  Länge  des  Bogens  Mnim!  M' 
kein  besonderer  Punkt,  in  welchem  sich  die  Richtung  der 
krummen  Linie  plötzlich  ändert ,  so  werden  die  Sehnen,  die 
von  einem  Punkte  der  krummen  Linie  nach  eüiem  anderen 
gezogen  werden,  Winkel  einschliefsen ,  die  unendlich  wenig 
von  zwei  rechten  verschieden  sind«  Der  Winkel  TKM'  als 
Supplement  von  MKM!  wird  daher  unendlich  klein  seyn. 
Ich  werde  ihn  durch  d  bezeichnen,  und  setzt  man  femer 

niK-^^Uj  niKzzzbj  m.m'=iCy 
so  hat  man  in  dem  Dreiecke  mKm    die  Gleichung 

c2  =  a2  +  62^2a6.co8<?, 
welche  man  auch  in  folgende  umändern  kann: 

c«=(a  +  6)2  — 4a6  8in»i(y, 
indem  man  bemerkt,  dafs 

cos  J  =  l  — 2  8in»4* 
ist.    Wir  haben  also 


Diese  Formel  drückt  das  Quadrat  des  Verhältnisses  der  Sehne 
mni  zur  gebrochenen  Linie  mKm*  aus.  Nun  hat  man  aber 
auTserdem  noch 

4a5  _  _  ,  _fo,  —  6n* 

«2^62  — *  — 1^7^76^ 

und  hieraus  folgt,  dafs  der  CoefBcient  von  sin^^rf  nicht  un- 
endlich grofs  werden  kann,  weil  er  immer  kleiner  als  die 
Einheit  ist.  Vernachlässigt  man  daa  unendlich  Kleine  des 
zweiten  Ranges,  so  findet  man  daher,  dafs  das  Verhähnifs 
von  c:zii  a-f-i  der  Einheit  gleich  ist,  was  zu  beweisen  war. 

17. 
Da   die  krumme  Linie   wie   ein   Vieleck    von   unendlich 
vielen  Seiten  betrachtet  wird,  so  sind  die  Tangenten  die  Ver- 
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längerungen  seiner  uueiidlicli  klelaen  Seiten^  ani  Punkt«  M, 
wo  die  Seite  Mm  ist^  ist  daher  die  Tangente  die  unbegränzte 
gerade  Linie   T' Mi^T. 

Bezeichnet  man  durch  Xy  y^  Zy  die  drei  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes  My   so  sind  die  des  Punktes  m 

X'\'dxy    y^dy,    jB-f* ^^* 

Nennt  man  ds  das  Element  der  krummen  Linie^  das  heifst 

seine.  Seite  Mrrij   so  sind  die  Differentiale  dxy  dyy  dsf ,  seine 

Projectionen  auf  die  Axen  der  Xy  y^  z ;  bezeichnet  man  daher 

durch   ay  /i,  y,    die  drei   Winkel ^    welche   die  Richtung  der 

geraden  Linie  MT  mit  den  Linien ,  die  diesen  Axen  parallel 

durch  den  Punkt  JU  gezogen  sind^  einschliefst  |  so  hat  man 

dx  dy  dz 

co8«  =  ^,    co8/?=— ,    co«y  =  —  (1) 

imcl  zugleich 

dx^^dy^-^-dz^  —  ds^. 

Nimmt  man  nun  auf  der  krummen  Linie ^  die  ifian  be- 
trachtet, einen  festen  Punkt  C  an^  und  setzt  man  voraus,  dafs 
s  der  Bogen  CM  ist,  der  von  diesem  Anfangspunkte  aus  ge- 
zälJt  wird, "80  kann  dieser  Bogen  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche angesehen  werden,  yon  welcher  Xy  y,  z  Functionen 
sind,  die  durch  die  Gleichungen  der  krummen  Linie  gegeben 
sind.  In  diesem  Falle  ist  ds  positiv,  aber  dxy  dyy  dz,  und 
folglich  auch  cos  os,  cos/?,  cos  j^  können  positiv  oder  negativ 
seyn.  Die  Winkel  a,  ßy  y,  beziehen  sich  immer  auf  die 
Verlängerung  MT  der  Seite  Mniy  oder  auf  den  Theil  MmT 
der  Tangente;  die  Winkel,  die  sich  auf  den  anderen  Theil 
M  T*  beziehen ,  sind  die  Supplemente  von  «,  ß»  y  ($•  7). 

Da  die  Richtung  der  Tangente  am  Punkte  M  durch  die 
Gleichungen  (l)  bestimmt  ist ,  so  kann  man  daraus  die  Glei- 
chung der  normalen  Ebene  desselben  Punktes  ableiten;  doch 
kann  man  diese  Gleichung  auch  unmittelbar  durch  folgende 
Betrachtung  finden: 

Sey  K  der  Halbmesser  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt 
im  Punkte  M  ist,    so  ist  die  Gleichung  desselben 

Gv' -  x)2  +  (y '  _y)2  +  (a' _  a)2  =  Ä8 ; 
wo  .v',  y  y  z    die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugel  vor- 
stellen.    Die  Gleichung  der  Kugel,    die  -denselben  Halbmesser 
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hat,  uud  dessen  INIittelpunkt  ini  Punkte  ?n  Hegt,  kauu  aus 
der  vorliergehendeu  abgeleitet  werden,  wenn  man 

bezüglich  an  die  Stelle  von  x,  y,  js  setzt.  Zieht  man-  diese 
zwei  Gleichungen  von  einander  ab,  imd  vernachlässigt  die 
unendlich  kleinen  Gröfsen  des  zweiten  Ranges,  so  erhall  mau 

(x  —  x)dx  -f  (f  —y)dy  -f  {z  —z)dz  =p, 
welche  Gleichung  dem  Durchsclmitte  der  beiden  Kugelilächen 
angehört.  Da  dies  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  deren 
Punkte  durch  die  Coordinaten  a?',  y',  z  bestimmt  werden,  so 
ist  sie  daher  die  Gleichung  der  Ebene  der  krummen  Linie, 
die  durch  den  Durchschnitt  gebildet  wird,  und  folglich  die 
Gleichung  der  normalen  Ebene,  weil  sich  die  beiden  Kugeln 
in  einem  Kreise  schneiden,  der  auf  der  Linie  TT* y  die  durch 
ihre  Mittelpunkte  M  und  m  geht,    senkrecht  steht. 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  ds  und  berücksichtigt 
man  die  Formeln  (i),   so  geht  sie  in  folgende  über: 

{x*  —  x)  cos  a  -f-  (y '  — jk)  cos  /?-}-(«'  —  z)  cos  y  =  o. 
Stellt  daher 

a  {x*  —  *)  -f"  6  (y'  — y)  -f-  c(ä'  —  j5)-=  o 
die  Gleichung  einer  Ebene  vor,  die  durch  den  Punkt  gezogen 
ist,  dessen  Coordinaten  jt,  y,  z  sind,  und  die  zugleich  senkrecht 
auf  der  geraden  Linie  steht,  deren  Richtung  durcli  die  Win- 
kel (*i  ßy  Y  bestimmt  ist,  so  mufs  sie  mit  der  vorhergehen- 
den übereinstimmen,   es  mufs  daher 

a=A.cosc»,    6  =  A.co8/?,    c  =  A.co8}^ 
seyn,   wo   h   einen   unbestimmten   Factor   andeutet.     Aus  der 
Gleichung  (l)  in  §.6  folgt  aber  überdies 

woraus  sich  der  Werth  von  Ä,  abgesehen  von  dem  Zeichen, 
ergiebt.     Alsdann  hat  man 

cosa  =  — ,   cos/J=-T-,   co8/=-^,  (2) 

was  mit  den  bekannten  Formeln  übereinstimmt,  diu'ch-  welche 
man  die  Richtung  der  geraden  Linie,  die  auf  einer  gegebenen 
Ebene  senkreciht  steht,  bestimmt.  Das  Zeichen  von  h  bleibt 
unbestimmt,  weil  die  Winkel  a,  ß,  y,  sich  auf  den  einen  oder 
auf  den  anderen  Theil  der  geraden  Linie,  die  auf  den  zwei 
verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen,  beziehen  können. 
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18. 

Winkel  der  Contingenz  nennt  mau  den  unendlich 
kleinen  Winkel,  der  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Tangenten  enthalten  ist.  Sind  z.  B.  Mm  und  mm  (Fig.  4) 
zwei  auf  einander  folgende  Seiten  /^r  krummen  Linie,'  so 
wird  dieser  Winkel,  am  Punkte  Jtf,  das  Supplement  von 
Mmm' j  oder  der  Winkel  Tmt  seyn,  unter  welchem  die 
Tangente  Mm,T  von  der   folgenden  Tangente  mint  geschnil- 

< 

ten  wird.  '  Ich  werde  ihn  durch   d  bezeichnen.      Nimmt   man 
an,    dafs   die  Winkel  «,  /?,  ^,   sich   immer  auf  die  Richtung 
M2^  beziehen,  und  bezeichnet  mau  durch  «',  (/ y  y' ,  die  Win- 
kel,   in  die  sie  übergehen,    wenn   man   sie  auf  die   Richtung 
-mt  bezieht,  so  h)|»  man    vermöge  der  Gleichung  (2)  in  f.  9 
sin  2^=  1  — (cos  «.cos  «'  -f-  cos /^. cos p?'  -j-  cos;'.co8y')^. 
Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  hat  man  auch 

cos  et'   =^  cos  «  -f-  rf .  cos  «  -j-  -j  cZ  ^.  cos  Ctf  "-}-... 
COS/^'=   COS/^-j- (/.COS/i?-4-5^/^.C08^-f-..  . 

.cos;/''i=  cos;/  -{-  rf.cosy-j- if/^.  cosy  -{-... 
Substituiert  man  diese  Werthe  in  den  Wefth  sin^J',   und 

berücksichtigt  die  Gleichung  .t.— ^--y— • 

cos  ^a  -f-  cos  ^ß  -f-  cos  ^yz=i\ 
und  sein  DiiFerential 

cos  a  d  ,0.0%  a  -{-  cosß  d.  cos/J  -|-  cosyd.cosy  zu  o, 
so  sieht  man,    dafs  die  endlichen  Grülsen    und    die   unendlich 
kleinen  des  ersten  Rang^ss  sich  aufheben,  so  dafs,  wenn  man 
die   unendlich    kleinen   Grüfsen    der  höheren    Range    als    des 
zweiten  vernachlässigt,   man  alsdann  erhält 

sin  2<y  =  —  (cos  a  d^.  cos  a  -}-  cbs  ß  d\  cos  ^  -f-  cos  ;/  d'^,  cos  y). 
DüTerentiiert  man   die   vorhergehende  Gleichung,   so  hat  man 
aufserdem 

cQSccci^cosa  +  cos/SfZ2,co8/?-f-  cosyd^.  cosy 
+  (d .  cos  a)2  -J-  (c/ .  cos  ßY'  +  {d .  cos  y)^  =  o , 
wodurch  der  Werth  von  sin^c^  in  folgenden  übergeht: 

8in2<y=  (d:.cosa)2-f  (rf.cos/J)2-f.(rf.cosy)2, 
welche  Gleichung  ebenfalls  den  Werth  von  (J*^  ausdi^ückt,  weil  der 
Bogen  8y  als  ein  unendlich  kleiner,   seinem  Sinus  gleich  ist. 

Die  Differentiale  cosa,  cos/J,  cosy,  erhält  man  aus  den 
Formeln  (1)  des  vorhergehenden  f.  Läfst  man  die  unabhän- 
gige Veränderliche  unbestimmt,   so  hat  man 


«* 


d .  cos  a  :=z 
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d^^iPjg—dx.ds.d'^s 


da^ 
und  da 

ds^  =  dx'^  +  dy^  +  dz^ 

ist,  60  folgt  daraus 

d .  cos  «  =  ^  {dycPx  —  dxd^j)  -j-  -^  (dzd^x  —  dcrZ^^) ; 
ebenso  findet  man 

d .  C08  /^  =  ^  {dxd^y  —  dyd^x)  +  ^^  (rf^cPy  —  t/^rf^z)     . 

Nimmt  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Wertlie, 
so  findet  man,  nacli  einigen  Reductionen,  dafs  man  den  Werlh 
von  sin  ^d  oder  Ö^  unter  folgende  Form  bringen  kann : 

i^  ==z  JL-  [(rf^cPy  _  dyd^z)^  +  (dzd^x  —  dxd^z)^ 

^^  J^  dyd^z  ~  dzdy)^}. 
Der  ]^\V9S!MViS'Si\ --Kreis  ist  derjenige ,  der  zwei  auf 
einander  folgende  Seiten  mit  der  krummen  Linie  gemeinscliaft* 
lieb  bat.  Am  Punkte  M  ist  dieser  Kreis  derjenige,  der  durch 
die  drei  Funkte  MjTriy  m^  gelit,  deren  Mittelpunkt  sich  im 
Durchschnitte  O  der  beiden  senkrechten  Linien  befindet,  die 
».  in  der  Mitte  der  Linien  Mm  und  mm'   in  der  Ebene  dieser 

zwei  auf  einander  folgenden  Eleinente  errichtet  sind,  und 
dessen  Halbmesser  die  gerade  Linie  m,0  ist.  Werden  diese 
zwei  Elemente  gleich  grofs  angenommen,  so  theilt  diese  gerade 
Linie  den  Winkel  Mmm  in  awei  gleiche  Theile.  Wir  kön- 
nen diese  Hypothese  annehmen,  ohne  fürchten  zu  müssen, 
dafs  hierdurch  der  Werth  von  mO  geändert  werde,  denn  es 
ist  leicht  zu  sehen,  dafs  das  numerische  Verhältnifs  der  zwei 
unendlich  kleinen  Seiten  Mm  und  mm  nur  einen  unendlich 
kleinen  Einflufs  auf  die  Gröfse  dieses  Halbmessers  haben  kann, 
der  daher  derselbe  bleibt,  man  möge  diese  beiden  auf  einan- 
der folgenden  Elemente  gleich  grofs  oder  nicht  gleich  grofs 
annehmen. 

Da   die   Länge    der   Seiten   Mm  und  mmf  zz:  ds   ist,   so 
ist,   wenn  man   durch   q  die  Länge  der   Seite  mO  vorstellt, 
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die   Protection  von  q  auf  Mm  gleich  ^ds  j  so  dafs  mau  als- 
dann hat 

ids:=:Q  cos  Mmo, 

und  da^dk^ef.'fVuikel  Mmo  die  Hälfte  des  Supplements  von 
^  oder  =:  ^  97  -^  i^  ist  /  eo  folgt  hieraus 

id8=:  Q.Binid=^i^äf 
wenn  man  den  Bogen  ^i  statt  dessen  Sinus  nimmt. 

Ist  daher  der  Krümmungshalbmesser  schon  ander- 
weitig bekannt,  so  hat  man  .     V'*A 


ab  Wertb  des  Contiagcnzwinkek,  und  umgekehrt  erbält  man 
,   aus  dem  vorhergehenden  Werthe  von  S^  den  Werth  von  q 
rf<»         

19.  ^ 

Um  die  ^Beschaffenheit  der  krummen  Linie  in  irgend 
einem  Punkte^^^ vollständig  kennen  zu  lernen,  mufs  man 
noch  seine  ^SShruDJfcfebene  bestimmen,  das  helfet,  die  Ebene, 
Vielehe  die  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten  Mm  und  mm' 
enthält. 

Da  diese  Ebene  durch  den  Punkt  M  geht,  so  wird  man 
ihre  Gleichung   durch 

u4ix'—x)-\-B(y'-y)-\-C(z'  —  z)=o, 
wo  x\  y\  z     die   Coordinaten  eines  unbestimmten   Punktes 
der' Ebene  sind,    darstellen  können.      Da   nun   diese  Ebene 
auch  durch  die  Punkte  m  und  m   gehen  mufs ,  so  mufs  dem 
ersten  und  zweiten  Differentiale  dieser  Gleichung,   nemlich 

Adx^Bdy'^Cdz!  =  o 

Ad^x  +  Bd^jK'  4-  Cd^^'  =  o 
ebetiso  wie  der  Gleichung  selbst.    Genüge  geleistet  werden, 
wenn  man  x  zziXj  y'  z=iyj  z  -zz^z  setzt,  so  dafs  man  als- 
dann hat 

Adx^Bdy^Cdz^'o 

Ad^xJ^Bd?'y^CdH:=zo. 

Die  Werthe  von  A^  B,  C,  die  diese  beiden  Bedingungen 
erfüllen,  sind,   wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

C—D{dxd!^y—dyd:^x) 
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B  =  D  (dzd^x  —  dxd^z) 
A  =  D  {dycV'z  —  dzd^y) , 
wo  D  einen  unbestimmten  Factor  bedeutet^ Substituiert  man 
diese   Ausdrücke    in   die    Gleichung    der   bKaOirSMcKBpEbene» 
und  läfst  diesen   Factor ,    der  allen  Gliedern   gemeinschaftlich 
ist,    weg,  so  erhält  man  •■ 

{z  —z)  idxd^y—dyd^x)  +  {y'  —y)  [dzd^x—dxdH) 
-|~  (^'  —  ^^  {dyd^z  —  dzd^y)  =  o. 
1^^.  PJennt  man  A,  /«,  Vy  die  Winkel,  welche  die  auf  der 
brriiTi^ntfi^  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  mit  den  Linien 
einschliefsT ,  die  durch  den  Punkt  M y  den  Axen  der  x ,  y,  z 
parallel,  gezogen  sind,  so  hat  man,  nach  den  Gleichungen  (2) 
im  J.  17, 

cosX  =  j  (dyd^z  —  dzd^) 

cos pzzij^dzd^x  —  dxd'^z)   )  ,     (3) 

cos  j/  =  —  (dxd^y  —  dyd^x) 

wenn  man  durch  h^  die  Summe  der  Ou^rate^j3[ej;  drei  Zaliler 
bezeichnet. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  man  im  Vorhergehenden  den 
Winkel  bestimmt  hat,  den  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten mit  einander  einschliefsen,  kann  man  auch  den  unend- 
lich kleinen  Winkel  bestimmen,  der  zwischen  zwei  auf  ein- 
ander  folgenden  Normalen  enthalten  ist,  und  der  daher  der 
^  ^  Winkel  seyn  wird,  den  zwei  auf  einander  folgende  %e»ih-> 
'^"^'^SSäSljtbenen  mit  einander  einschliefsen.  Bezeichnet  man  ihn 
durch  6,  so  hat  man,  nach  einer  Rechnung,  die  der  des  vor- 
hergehenden f.  ganz  ähnlich  ist, 

«2  —  ^^l  ^  ^,08jl)2  J^  (ß  ^  cos  fb)^  +  {d .  cos  VY.' 


20. 
Der  MitteluM^  des  Krümmungshalbmessers  O  ist .  zu- 
gleich in  der  -bKrtEJeSHia  Ebene  und  im  Durchschnitte  der 
beiden  auf  einander  folgenden  normalen  Ebenen  enthalten, 
woraus  sich  ein  Mittel  ergiebt,  seine  Coordinäten  nach  den 
Gleichungen  diesei*  drei  Ebenen,  die  jetzt  bekannt  sind,  zu 
bestimmen. 
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Die  GleicLuug  der  normalen  Ebene  im  Puncte  M  isl  (f.  17) 
*(a;'  —  x)dx  •\'  {y*  — y)  t/y  -|-  (ä '  —  z)  dz  =  o] 
man  erhält  daher  die  der  folgenden  Ebene;  ^yenn  man 

x  +  dxy  y-j^dy,  z-i-dz  :..:'.  _:;.; 

bezüglich  statt  x,  y,  z  setzt,  dalier  gehurt  'das' TÄlTef ential 
der  ersten  dieser  beiden  Ebenen ,  in  Beziehung  auf  x^y,  z 
genommen ;  nemlich 

\x'  —  x)  d^x  +  (y'  — jk)  d^y  +  (z'  —  ä)  d'^z  —  ds^ 
ihrem  Durchschnitte  an. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  findet  man 
( jc' — x)  (dxdy — dyd^x)  =  {z  —  z)  (dyd^z — dzd^y) — ds^dy 
Cr'— j)  (dyd^x  —  dxd^y)  =  (z—z)  {dxd^z—dzd^x)—ds^dx 
^und   hieraus  findet  man/  mit  Hülfe  der  Gleichung  der4»enik^ 
^^'J'Qfit^lSLr  Ebene , 

'      ä'  —  Ä  =  —  [rfy  {dyd^z  —  dzd^y) 

—  dx  {dzd  ^x  — t  dxd!^z)\ , 
indem  man,  der  Kürze  halber,  durch  o  denselben  Werth  be- 
zeichnet,   wie  in  f.  18. 
Ebenso  findet  man 

y  —y  =  ^  [dx  (dxd  2y  —  dyd  ^x) 

-dz{dyd^z—dzd^y)], 

x'  —  X  =z  j-^  [dz  (dzd^x  —  dxd^z) 

—  dy  (dxd  ^y  —  dyd^x)] , 
wodiu'ch  man   den  Werth  der  drei  Coordinaten  x,  y\  z    des 
Mittelpunktes*  des   Krümmungshalbmessers    und   folglich   auch 
die  Richtung  der  Krümmung  erfahrt,  wahrend  der  Halbmesser 
der  Krümmung  nur  ihre  Gröfse  angiebt. 

Addiert  man  die  Quadrate  der  Werthe  von  x — x^  y —y, 
z — Ä,  und  nimmt  die  gehörigen  Reduclionen  vor,  so  erhält  man 

[x'  -  xY  +  iy'  -yf  +  (^'  -  ^?  =  Q^  5 

■woraus  folgt,  dafs  die  Gröfse  q  der  Abstand  des  Punktes  O 
vom  Punkte  M,  oder  der  Krümmungshalbmesser  MO  ist,  wie 
dies  auch  schon  früher  gefunden  wurde. 

21. 
Die  Formeln   der  fünf  vorhergehenden  Paragraphen  ent- 
halten Alles,   was   sich  auf  die  Richtung   und  die  Krümmung 
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irgend  einer  Linie  bezieht,  sey  sie  nun  eine  ebene  oder  eine 
Linie  doppelter  Krümmung.  Betrachtet  man  irgend  eine  Ober- 
fläche,  80  mufs  man  auch  ihre  Krümmung  und  die  Richtung 
derS^Sradtes  Ebene  berücksichtigen.  Was  die  Krümmung 
betritt,  so  verweise  ich  auf  die  Abhandlung,  die  ich  über 
diesen  Gegenstand  in  dem  21sten  Cahier  des  Journal  de  PEcole 
polytcchnique  gegeben  habe;  hier  werde  ich  mich  nur  mit 
dem  beschäftigen,  was  die  berührende  Ebene  und  die  Normale 
betriift. 

Hat   man    einen  Punkt  JH,    dessen  Coordtnaten  x  j  y^  z 
sind,  so  kann  die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  durch 

dargestellt  werden,  wo  x\  y\  z  die  Coordinaten  eines  belle-.', 
bigen  Punktes  derselben  bedeuten.  Diese  Ebene  muTs  alsdann 
auch  durch  einen  anderen  Punkt  M!  der  Oberfläche  gehen, 
der  dem  Punkte  M.  unendlich  nahe  ist;  man  mufs  dalier  die- 
ser Gleichung  Genüge  leisten  können,  wenn  man  x  ^=.X'\-dxy 
y'=y-|-*rfy,  zzziz^dz  setzt,  oder  wenn  man  sein 
Differential  in  Beziehung  auf  x\  y\  z  nimmt,  und  alsdann 
AT,  y,  z  an    die    Stelle  dieser  Veränderlichen  setzt.     Folglich 

hat  man 

Adx  -|-  Bdy  -}-  Cdz  =  o. 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  giebt 

dzz=ipdx'\-qdy, 
wo  p  und  q  bekannte  Functionen  von  x^  y,  z  bedeuten. 

Die  vorhergehende  Gleichung  geht  daher  in  folgende  über: 
iA^pOdx'\-(B'\'qC)dy=zxy, 
und  da  sie  für  alle  Richtungen  der  geraden  Linie  MM'  gültig 
seyn  mufs,  das  lieifst  für  alle  Verhältnisse,  die  man  zwischen 
€lx  und  dy  bilden  kann ,  so  mufs  man  jeden  Coefficienten  die- 
ser Differentiale  für  sich  =  o  setzen ,   hierdurch  erhält  man 

A-\'pC^:zOy   B'-^qC=o» 
Hieraus  finde  ich  die  Werthe  von  A  und  J5,  substituiere  sie 
in  die  Gleichung  der   berührenden  Ebene,    und  lasse  den  ge- 
meinschaftlichen Factor  C  weg.    Dies  giebt 

z  — z  —  p(^x  — x)  —  q{y  — y)  zz.  o. 
Sind  flr,  ?»,  c  die  Winkel,  die  die  Normale  am  Punkte  M  mit 
den  Verlängerungen    der  Coordinaten  x,  y,  z  einschliefst,   so 
hat  man,   nach  den  Gleichimgen  (2)  des  J.  17, 
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cos  a  ^ ■' 

q 
cosb  =: ^  '   >  (4) 


cos  c  =  — 


Das  Wurzelzeichen  wird  in  diesen  drei  Formen  positiv 
oder  negativ  seyn,  je  nachdem  der  Theil  der  Normale,  den 
man  betrachten  will,  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  c 
mit  der  geraden  Linie  einschliefst,  die  durch  den  Punkt  M, 
nach  der  Richtung  der  positiven  z  gezogen  ist. 

Nennt  man  w   das  Element  der  Oberfläche,    dessen  Pro- 

jeclion  auf  die  Fläche    der   x  und  y  den  Werth  dx .  dy  hat, 

so  hat  man 

dx  .dy=:  rfc  w  cos  c , 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  }e  nach- 
dem c  ein  spitzer  oder  stimipfer  Winkel  ist;  da  dieses  Ele- 
ment  nach  jeder  Richtung  unendlich  klein  und  in  der  berüh- 
renden Ebene  enthalten  ist,  deinen  Neigung  gegen  die  Ebene 
der  X  und  j^  der  Winkel  c  oder  sein  Supplement  ist,  .und 
der  Lehrsatz  des  §,  10  auch  fiir  die  Protection  einer  ebenen 
unendlich  kleinen  Oberfläche  gültig  ist* 
Hiernach  hat  man 

(0  =  dxdy  V  l+P^  +  9^ 
wo  man  die  Wurzelgröfse  immer  positiv  nehmen  mufs« 

Sey  L  eine  gegebene  Function  von  a?  ,  y,  ä  ;  man  be- 
zeichne  durch 

L  z=z  o 

die  Gleichung  der  Oberfläche,  die  man  betrachtet;  düleren- 
tiiert  man  sie  nach  einander  in  Beziehung  auf  cc  und  in  Be- 
ziehung auf  y,   so  hat  man 

dL   ,       dL 

d^+P-d^^"" 

dL  .       dL 

dy-^^d7  =  '' 
Entwickelt  man  hieraus    die  Werlhe  von  p  und  q,  und 
substituiert  sie   in  die  Gleichung   der   berülirenden  Ebene,    80 
nimmt  diese  die  Form 
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an.     Zu  gleicher  Zeit  verwandeln  sich  die  Formeln  (4)  in 

_-  dlj  ,         __  elf 4  dL       ,  . 

€08  a  =  f^. -7— ?    C08  6  =  A^. -—,    cosc  =  A^. --—,     (5) 
ax  ay  -      dz 

\venn  man,  zur  Abkürzung, 


re+Q+CT)]-*=^ 


setzt. 


00 


Ich  will  hier  eine  Bemerkung  mittheilen,  die  dazu  dienen 
kann,  analoge  Formeln,  die  verschiedenen  Axen  entsprechen, 
zu  bewahrheiten  oder  aus  einander  abzuleiten. 

Man  nehme  an,  dafs  bei  irgend  einer  Frage  Alles  in 
Beziehung  auf  die  drei  Coordinatenaxen  x,  y,  z  gleich  sey. 
Hat  man  eine  Gleichung  Jf  =0,  die  sich  auf  die  Axe  der  x 
bezieht,  so  wird  es  eine  ähnliche  Yzzzo  geben,  die  der  Axe 
der  y  entspricht,  und  eine  dritte  Z'=.o^  die  sich  auf  die 
Axe  der  z  bezieht.  Die  zwei  anderen  Gleichungen  Y^nzo, 
Z'=:-o  wird  man  durch  einfache  Vertausch ungen  der  Buch- 
staben aus  der  ersten  IL  "=10  ableiten  können.  Diese  Ver- 
tauschungen  müssen  aber  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden : 

Man  setzt  in  X.  alle  Gröfsen,  die  sich  auf  die  Axe  der 
X  beziehen,  ah  die  Stelle  aller  analogen  Grüfsen,  die  der  Axe 
der  y  entsprechen,  alsdann  diese  wieder  an  die  Stelle  aller 
derer,  die  der  Axe  der  z  entsprechen,  und  endlich  diese  letz- 
ten Gröfsen  an  die  Stelle  der  ersten,  die  der  Axe  der  a?  ent- 
sprechen. ^H^- 

Durch  diese  umgehende  Vertauschung  leitet  man  Z 
aus  J5l  ab.  Durch  eine  zweite  ähnliche  Verlauschung,  die 
man  an  Z  ausführt,  erhält  man  Y,  und  durch  eine  dritte 
ähnliche  Vertauschung,  die  man  an  Y  ausfülirt,  erhält  man 
wieder  JC. 

Hat  man  es  z.  B.  mit  den  Gleichungen  (3)  des  f.  19  zu 
tliun,  von  welchen  die  erste  der  Axe  der  x^  die  zweite  der 
Axe  der  y  und  die  dritte  der  Axe  der  z  entspricht,  so  schreibe 
ich  auf  dieselbe  Linie,  aber  in  zwei  getrennten  Abtheilungen, 
die  Coordinalen  x,  y,  z  und  die  Winkel  A,  /(,  r,   die  ihnen 
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bezüglich  entsprechen;  alsclaiin  selze  ich  dieselben  sechs  Crö- 
fsen,  ebenfalls  in  zwei  Abtheiluugeu ,  auf  eine  zweite  Linie 
und  in  einer  verscluedenen  Ordnung,  so  dafs  man  hat 

Xy    y,      Zy  ;,      fl,      Vy 

Zy  X}  yj  Vy  A,  ft. 

Alsdann  vertausche  ich  in  der  ersten  Gleichung  (3)  jede 
Grüfse  aus  der  ersten  Linie  mit  der  entsprechenden  Gröfse 
aus  der  zweiten.  Durch  diese  Vertauschung  w^ird  Ji  iiijcht 
geändert  werden,  und  man  erhält  die  dritte  Gleichung.  Ich 
setze  nun  von  Neuem  ia  dieser,  die  Gröfsen  aus  der  unteren 
Linie  aä  die  Stelle  derer,  die  ihnen  in  der  oberen  Linie  ent- 
sprechen. Dies  giebt  die  zweite  Gleichung  (3),  verfahrt  man 
tiiin  flnf  di^i^^]|>ft  y\rp\s^f^  m\{  ^\prpt  Gleichung,  so  findet  man 
die  erste  Gleichung  wieder,  von  welcher  man  ausgegangen  ist.  ^^ 

Jede  dieser  Operationen  kommt  auf  eine  Aenderung  der 
Coordinatenaxen  zurück,  indem  man  zuerst  die  Axen  der  x 
und  der  y  sich  in  ihrer  Ebene  umdrehen 'läl'st,  so  dafs  die 
Axe  der  positiven  x  auf  die  Axe  der  positiven  y  fällt,  und 
letztere  wieder  auf  die  Axe  der  negativen  x ;  alsdann  dreht 
«Jan  wieder  diese  Axe  der  positiven  y  aus  der  Läge,  die  sie 
nunmehr  einnimmt,  und  die  A^^c  der  ä,  so  dafs  die  erstere 
auf  die  Axe  der  positiven  z  und  letztere  wieder  auf  die  ur- 
sprüngliche Axe  der  positiven  x  fallt ^  so  dafs  zuletzt  jede 
Axe  der  positiven  Coordinaten  die  Stelle  einer  anderen  Axe 
der  positiven  Coordinaten  eingenommen  hat.  Dies  ist  der 
Grund,  weswegen  sich  die  Gleichungen,  die  sich,  auf  die  drei 
Coordinatenaxen  beziehen,  durch  einfache  Verlauschungen  der 
Buchstaben  aus  einander  ableiten  lassen,  was  nicht  der  Fall 
seyn  würde,  wenn  man  nicht  gleichzeitig  die  drei  Coordina- 
ten und  die  Gröfsen,  die  sich  auf  dieselben  beziehen,  auf  die 
angegebene  Weise  vertauschen  würde. 

^  23. 

Es  möge  hier  noch  eine  allgemeine  Bemerkung  Platz  fin- 
den,   mit  welcher  ich  diese  Einleitung  schliefsen  werde. 

Die  Gleichungen,  die  im  Folgenden  vorkommen •  werden, 
enthalten  abstracle  Zahlen,  wie  z.  B.  die  Zahl  yr,  die  Loga- 
rithmen _,  die  trigonometrischen  Functionen  u.  s.  w.;  aiifserdem 
kommen  in  denselben    auch  andere  Gröfsen  verschiedener  Art 
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vor,  die,  ebenfalls  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden,  die  ihr 
Verhältnifs  zu  willkülirlich  gewählten  Einlieilen  ausdrückeu, 
wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dafs  jede  Einheit  für  alle 
Gröfsen  derselben  Art  dieselbe  seyn  mufs.  Aendert  man  aber 
die  Gröfse  einer  oder  mehrerer  Einheiten,  so  werden  sich 
die  ZTahlen^  welche  die  entsprechenden  Gröfsen  ausdrücken,  ini 
umgekelirten  Verhältnisse  dieser  Gröfse  ändern,  und  ungeacli- 
tet  dieser,  durchaus  freiwilligen  Aenderung  werden  die  Glei- 
chungen, die  sie  enthalten,  noch  immer  fortbestehen  müssen. 
Es  ist  dalier  nöthig,  dafs  die  Form  dieser  Gleichungen  ge- 
wisse Bedingungen  erfülle,  die  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht 
zu  bewahrheiten  sind ,  und  die  man ,  in  der  ausgedehntesten 
AuiTassung,  die  Bedingungen  der  Homogenität  derGrö- 
^fsen  nennt.  Jede  Gleichung,  die  ihnen  nicht  Genüge  leistet, 
wird  eben  deswegen  inigenau  seyn,  und  mufs  verworfen 
werden. 

Bezeichnet  man  z.  B«   durch  F  eine   gegebene  Function, 
so  nehme  man  an,   es  sey 

F(f,f...  /,  /'...  m^  niy tyt\  ....)=o;         (a) 

wo /,  y ,  ....  Kräfte,  /,  /,  ••••  Linien,  rriyTriy  .•..  Massen, 
tj  t'  ....  Zeiten  bezeichnen.  Stellt  man  durch  /?,  /i',  n\  n* 
abstracte  Zahlen  vor,  und  vermindert  man  zu  gleicher  Zeit 
die  Einheit  der  Kraft  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  /z,  die 
Einheit  der  Länge  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  //',  die 
Einheit  der  Masse  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  n\  die 
Einheit  der  Zeit  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  n'\  so 
gehen  die  Zahlen /) /',  ....  /,  /',  ...  /n,  7n\  ...  /,  t*  ...  in 

njj  nj    • , .  n l ,  nl  y  , * .  n  m y  n  711    . . .  /z   t^  n   t    ... 

über,  und  die  Gleichung  (a)  wird  immer  statt  haben  müssen, 
das  lieifst,  man  wird  noch  immer  haben  müssen 

Fr      t         ff  fj         f -it  ff  ff        f  fff  ,         ttf  ,r        ,  \  

\nj^  nj  ^..  nly  nl ....  n  uiyU  m  ...  n   ty  n    t  , . . .)  =z o, 

m 

was  auch  immer  /z,  n'y  n  y  n"  seyn  mögen.  Würde  die  Glei^ 
chung  {a)  Oberflächen  ä,  «'  ...  und  Volumina  y,  y'...  ent- 
halten, so  müfsten  ihre  Dimensionen  auf  dieselbe  Einheit 
bezogen  werden,  wie  die  der  Linien  /,/'...,  und  die  Gröfsen 
Ä,»'...  VyV»"*  würden  folglich  durch  die  Aenderung  dieser 
Einheit  in   n'^Sy  n^s  ...  «'V,  n^p    übergehen. 
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Die  Gleichung  in  f.  18,  die  den  Wcrth  von  q  angiebt, 
leistet  offenbar  dieser  Bedingung  Genüge;  denn  sie  enthält 
nur  endliche  oder  unendlich  kleine  Linien 

Qy  ds,  dxy  rfy,  dzy  d^Xy  d^y,  d^z. 
Verändert  man  nun  die  "Längeneinheit,  und  multipliciert,  wie 
eben  gesagt  wurde,  jede  dieser  Linien  durch  dieselbe  Zahl  n, 
60  verschwindet  diese  Zahl,  und  die  Gleichung  bleibt  unver- 
ändert. Die  in  demselben  §.  vorkommende  Gleichung^  von 
welcher  der  Werth  von  d^  abhängt,  leistet  ebenfalls  der 
Bedingung  der  Homogeneität  Genüge,  indem  man  nur  zu  be- 
merken braucht,  dafs  rf^  eine  abstracte  Zahl  ist,  die,  eben  so 
wenig  wie  dieser  Werth,  sich  mit  der  Grofse  der  linearen 
Einheit  ändert« 

Es  ist  nicht  möglich,  dafs  die  Gleichung  (a)  nur  eine 
Gröfse  einer  Gattung  enthalte;  enthält  sie  deren  zwei,  z.B. 
zwei  Kräfte  f  und  /',  und  man  löfst  sie  in  Beziehung  auf 
eine  derselben  auf,  wodurch  man 

j   ^^  Jr  (/,  /,  /  •  •  •  friy  171  •  • .  / ,  t  . . .) 

erhält,  so  mufs,  wegen  der  Homogeneität  der  GrÖfsen,  f  ein 
gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  der  neuen  Function  F 
seyn,  oder,  mit  anderen  Worten,   es  mufs 

/  =  N/ 

seyn,  wo  -N  einen  Factor  bedeutet,  der  keine  Gröfse  von 
derselben  Gattung,  wie  f  und  J\  enthält,  und  sich  nicht  mit 
der  Einheit   der  Kraft  ändert. 

Zuweilen  wird  es  scheinen,  als  habe  das  Princip  der 
Homogeneität  nicht  statt,  weil  man  als  Einheit  der  Kraft  eine 
der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  oder  als  Einheit  der  Linie 
den  Abstand  zweier  materieller  Punkte,  mit  welchen  man 
sich  beschäftigt,  oder  als  Einheit  der  Masse  die  einer  der 
Körper,  die  in  der  Aufgabe  vorkommen  u.  s.  w. ,  genommen 
haben  wird.  Aendert  man  aber  alsdann  diese  Einheiten  will- 
kührlich,  und  wird  die  -Kraft,  die  Linie,  die  Masse,  die 
Zeit,  die  man  vorher  als  Einheit  angenommen  hatte,  nun 
durch  (pyX,  /Liy  &  ausgedrückt,  so  gehen  die  anderen  Grö- 
fsen  dieser  verschiedenen  Gattungen,  die  in  der  Gleichung  (a) 
vorkommen,  in 


^ 
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ff  IV  mm  t       t^ 

über,  man  mufs  also 

Tpfff  '      ^'  ^     ^'  ^       ^'        \  — 

haben ;    und    diese   Gleichung   kann  man    auch   auf  folgende 
Weise  schreiben:    s 

JFi  {(py  f\f     »••  Xf  ly  l     •••  Jlly  TJlf  771    •••    S"}  tjt     •••)=:  o. 

Diese  letztere  mufs  nun  dem  Gesetze  der  Homogeneitat 
Genüge  leisten;  Fx  bezeichnet  hier  eine  Function,  die  man, 
in  jedem  Falle ,  aus  der  gegebenen  Gleichung  F  ableiten 
kann^ 


Erstes     Buch. 


t       a       t       1 

Erster    TheiL 


BT'rsteB    Kapitel. 

Fon  der  Zusammensetzung  und  dem  Giachgemchte  der  Kräfte ,  die 

an  denselben  Punkt  angebracH  sind. 

24. 

'  Wenn  ein  materieller  Punkt  der  gleichzeitigen  Wirkung 
mehrerer  Kräfte  unterworfen  ist,  die  sich  nicht  im  Gleichge- 
-wichte  halten,  so  bewegt  er  sich  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung, und  man  kann  die  Bewegung,  die  er  annimmt,  einer 
einzigen  Kraft  zuschreiben,  die  nach  dieser  Richtung  wirkt« 
Diese  Kraft  ist  das,  was  man  die  Mittelkraft  der  Kräfte 
nennt,  die  den  beweglichen  Körper  fortgetrieben  haben,  und 
diese  Kräfte  selbst  nennt  man  die  Seitenkräfte  d^]^  erste« 
ren«  Wird  die  Mittelkraft  in  dem  ihrer  Richtung  entgegen- 
gesetzten Sinne  angebracht,  so  hält  sie  den  Seitenkräften  das 
Gleichgewicht,  weil  sie  dem  Körper  eine  Bewegung  mitza- 
theilen  sucht  ^  die  -  derjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
die  er  durch  die  gleichzeitige  Wirkung  der  Seitenkräfte  erhal- 
ten würde,  und  weil  eben  deswegen  kein  Grund  vorhanden 
ist,  weswegen  er  sich  eher  nach  der  einen  als  nach  der  an- 
deren Seite  bewegen  sollte. 

Sind  alle  Seitenkräfte  nach  derselben  geraden  Linie  ge- 
richtet, und  wirken  sie  alle  in  demselben  Sinne,  so  folgt  aus 
der  Ansicht,  die  wir  über  das  Maafs  der  Kräfte  gegeben 
haben  (f.  5) ,  dafs  die  Mittelkraft  ihrer  Summe  gleich  seyn 
wird.  Wird  der  bewegliche  Körper  durch  zwei  Kräfte  ge- 
trieben,   die  sich  gerade   entgegengesetzt  sind,   so  kann  man 
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die  gröfsere  in  zwei  andere  «erlegen,  von  welchen  die  eine, 
die  der  kleineren  gleich  ist,  durch  diese  aufgehoben  wird; 
die  andere,  die  dem  Ueberschusse  der  gröfseren  über  die 
kleinere  gleich  ist,  wird  die  Mittelkraft  seyn.  Aus  diesen 
zwei  Sätzen  kann  man  die  Folgerung  ziehen ,  dafs ,  wenn 
man  eine  Anzahl  von  Seilenkräften  hat,  die,  theils  nach  einer 
geraden  Linie,  theils  in  entgegengesetztem  Sinne  nach  deren 
Verlängerung  gerichtet  sind,  alsdann  die  Mittellvraft  der  Summe 
derjenigen,  die  in  einem  Sinne  wirken,  weniger  der  Summe 
derer,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  gleich  seyn  wird, 
und  dafs  sie  in  dem  Sinne  der  gröfseren  Summe  wirken  wird. 
Wenn  beide  Summen  gleich  sind,  so  wird  die  Mittelkraft  Null 
seyn,  und  die  gegebenen  Kräfte  werden  sich  im  Gleichge- 
wichte halten^ 

25. 

Es  giebt  noch  einen  anderen  Fall,  in  welchem  man  ebeui- 
falls  sehr  leicht  die  Grüfse  und  Richtung  der  Mittelkraft  be- 
stimmen kann. 

Seyen  M^,  MB ,  MC  (Fig.  5)  die  Richtungen  der  drei 
gleichen  Kräfte ,  die  an  den  Punkt  M  angebracht  sind ;  man 
nehme  an,  dafs  diese  drei  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthal- 
ten sind,  und  dafs  die  drei  Winkel  AMB ,  BMC,  CMA 
einander  gleich  oder  alle  drei  einzeln  =  1200  gi^j^  j^^^.  p^nkt 
M  wird  daher  im  Gleichgewichte  bleiben,  denn  es  ist  kein 
Grund  vorhanden,  weswegen  er  aus  der  Ebene,  in  welcher 
die  drei  Kräfte  liegen,  heraus  gehen  sollte,  noch  warum  er 
sich  eher  in  dem  einen  als  in  dem  andern  der  erwähnten 
Winkel  bewegen  sollte.  Jede  der  drei  Kräfte  wird  daher  der 
Mittelkraft  der  beiden  übrigen  gleich  und  entgegengesetzt  seyn. 
Nimmt  man  nun  auf  den  Richtungen  MA  und  MB  zweier 
dieser  Kräfte  gleich  grofse  Linien  MG  und  MH,  um  ihre 
Gröfse  vorzustellen,  und  bildet  man  die  Raute  GMHK,  so 
wird  die  Diagonale  MK  auf  die  Verlängerung  MD  der  Linie 
MC  faUen;  der  Winkel  MGK  wird  60^  betragen,  so  wie 
auch  jeder  der  zwei  anderen  Winkel  desselben  Dreiecks,  wel- 
ches  ein  gleichseitiges  seyn  wird.     Man  hat  dialier 

MKz^MG, 
folglich  stellt  die  Diagonale  MK  der  Raute,  die  aus  den  zwei 
Kräften  MG  und  MH  conistruiert  worden  ist)  die  Mittelkraft 
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dieser  zwei  Kräfte,  sowohl  der  Gröfse  als  der  Rlchtiiug  nach, 
vor. 

Dieser  Satz  ist  in  einem  anderen  enthalten,  den  wir 
nun  zuerst  für  den  Fall  beweisen  wollen^  wenn  zwei  gleiche 
Kräfte  gegeben  sind,  deren  Richtungen  einen  beliebigen  Win- 
kel mit  einander  einschliefsen,  und  den  wir  nachher  auf  un- 
gleiche Kräfte  ausdehnen  werden. 

26. 

Die  Mittelkraft  zweier  gleicher  Kräfte  theilt  jedenfalls 
den  Winkel^  der  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten  ist, 
in  zwei  gleiche  Theile;  denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden, 
warum  sie  sich  der  einen  dieser  zwei  Kräfte  mehr  nähern 
sollte  als  der  anderen,  noch  warum  sich  ihre  Richtung  eher 
nach  der  einen  als  nacli  der  anderen  Seite  von  der  Ebene 
entfernen  sollte,  in  welcher  diese  Kräfte  enthalten  sind.  Die 
Richtung  dieser  Mittelkraft  ist  daher  bekannt ,  und  wir  haben 
nur  noch  ihre  Gröfse  zu  bestimmen. 

Um  diese  zu  finden,  nehme  man  an,  es  sejen  MA  und 
MB  (Fig.  6)  die  Richtungen  der  Seitenkräfte ,  4eren  gemein- 
schaftlicher Werth  .  durch  P  dargestellt  wird.  Sey  2  x  der 
Winkel  JMB   und   MD   die  Richtung    der  Mittelkraft,    so 

dafs  man  hat 

AMD  =  BMD  —  X. 

Die  Grüfse  der  Mittelkraft  kann  nur  von  den  Gröfsen  P 
und  X  abhängen,  bezeichnet  man  sie  durch  i?,   so  hat  man 

In  dieser  Gleichung  sind  R  und  P  die  einzigen  Gröfsen, 
deren  numerischer  Werlh  sich  mit  der  Einheit  der  Kraft  än- 
dert; nach  dem  Gesetze  der  Homogeneität  der  Gröfsen  ({.23) 
mufs    daher   die    Function    f  (P,  x)   die  Form    P^x  haben. 

Mail  hat  also 

R  =  PrpXy 

und  die  Frage  kommt  darauf  zurück,  die  Form  der  Function 
(px  %\x  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehe  ich  willkührlich  durch  den 
Punkt  M  die  vier  Linien  MJ\  MA",  MB\  MB\  ich 
nehme  an,  dafs  die  vier  Winkel  A'MA,  A'MA,  B' MB, 
B"MB  unter  einander  gleich  sind,  und  stelle  jeden  derselben 
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diuch  z  vor.  Ich  zerlege  die  Kraft  P,  die  nach  MA  gerich- 
tet ist,  in  zwei  gleiche  Kräfte,  die  nach  MA'  und  MA"  ge- 
richtet sind,  das  heifst,  ich  betrachte  P  als  die  Mittelkraft 
zweier  gleicher  Kräfte,  deren  Werth  unbekannt  ist,  und  die 
nach  den  Richtunge;n  MA'  und  Myl''  wirken  5  bezeichnet 
man  diesen  Werlh  durch  Q,   so  hat  man 

P=  Qfpz, 
denn  es  mufs  zwischen  den  Gröfsen  P,  Q,  z  dasselbe  Ver- 
hältnifs  bestehen,  wie  zwischen  den  Grüfsen  R,  P,  x.  Ebenso 
zerlege  ich  die  Kraft  P,  die  nach  MB  gerichtet  ist,  in  zwei 
Kräfte  (>,  die  nach  iJf 5'  und  MB''  gerichtet  sind.  Auf  diese 
Weise  sind  die  zwei  Kräfte  P  durch  die  vier  Kräfte  Q  er- 
setzt, folglich  mufs  die  Mittelkraft  d«r  letzteren,  sowolü  der 
Grofse  als  der  Richtung  nach,  mit  der  Kraft  JR.  zusammen- 
fallen,  die  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  P  ist. 

Nennt  man  aber  Q'  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  Q, 
die  nach  MA'  und  MB'  gerichtet  sind,  imd  bem^kt,   dafs 

A'MD  =  B'MD  =  X  —  z 
ist,    so   wird   diese  Kraft  Q'   nach  MD  gerichtet  seyn,   und 
mau   hat 

Q'  =  Q(p(x  ^  z). 

Ebenso  wird  auch  die  Mittelkraft  der  beiden  anderen 
Kräfte  Q  nach  MD  gerichtet  seyn,  weil  diese  gerade  Linie 
auch  den  Winkel  A"  MB"  in  zwei  gleiche  Theile  llicilt, 
und  da 

A"MD  =  B'MD  =z  X  ^  z, 

so  hat  man  ' 

Q"  ==Qq,(x  +  z), 

WO  Q"  diese  zweite  Mittelkraft  bedeutet.     Da  die  zwei  Kräfte 
Q'  und  Q"  nach  derselben  geraden  Linie  MD  gerichtet  sind 
SO   wird   ihi'e  Mittelkraft,    die  zugleich  die  der  vier  Kräfte   Q 
ist,  ihrer  Summe  gleich  seyn;    man  mufs  dalier  auch 

R=  Q'  +  Q" 
haben.     Man  hat  aber  auch  schon 

R  z=z  P(px  z=  Q(pz(px, 
Substituiert   man   nun    diesen  Werlh  von  R   und  die  Werthe 
von  Q    und  Q"  in  die  vorliergehende  Gleichung,   und  unter- 
drückt den    allen    Gliedern   gemeinschaftlichen  Factor   Q,    so 
hat  man 

(px.(pz  =  y  (a?  -j-  ß)  -|-  (p(x  —  z)  (1) 
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Dies  Ist  die  Gleichung,   die  wir  auflösen  müsflen,  um  daraus 
den  Werth  von  fpX  abzuleiten. 

27. 

Zuerst  bemerkt  man^    dafs  man  dieser  Gleichung  Genüge 

leistet;   wenn  man 

(fjx  =  2  cos  ax 

setzte  wo  a  eine  vriUkübrliche  Constante  ist,  so  dafs  man  zu 

gleicher  Zeit 

90JS  =  2  cos  az 

^  (a?  -f-  ä)  =  2  cos  a  (;c  -{-  z) 

^  {x  —  z)  z=z  2  cos  a  {x  —  z) 

hat;    substituiert  man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  (1),  so 

erhält  man  wirklich   die  bekannte  Gleichung 

2  cos  ax .  cos  az  =  cos  a  (at  -|-  jc)  -|-  cos  a{x  —  z). 

Ich  behaupte  aber,    dafs  dieser  "Werth  der  FunctioÄ  tpx  der 

einzige  ist,    der   der   Gleichung  (1)  Genüge  leistet,   und   dafs 

aufserdem  die  Constante  a,  bei  der  Frage  die  uns  beschäftigt, 

der  Einheit  gleich  ist,  so  dafs  man  hat 

(fx  zzz  2  cos  X.  (2) 

Dies  ist  von  selbst  einleuchtend;  wenn  x  z=z  o  ist,    denn 

alsdann  fallen  die  Richtungen   der  zwei  Kräfte  P  zusammen, 

und   die    Mittelkraft  R  ist  2P  gleich ^   was  voraussetzt,    dafs 

(f,xz=,2  ist.    Nimmt  man  nun  an,  dafs  es  noch  einen  "Werth 

Li  von  X  giebt,  für  welchen  man.  ebenfaUs  ^a  =  2  cos  a  hat, 

80   behaupte  ich,  dafs  die  Gleichung  auch  noch  für  alle  Werthe 

2uy  3a,  4a  •••  ^a,  ^a,  \a  ...  von  x   und  allgemein  für 

X  =  —  (3; 

2'* 

gültig  ist,  wenn  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Ist  nemlich  die  Gleichung  (2)   für  die  drei  Winkel  x,  ä, 
X  —  z  gültig ,  so  dafs  man  hat 
y jüT  zu  2  cos  Xy    q)z  =z  2  cos  ä  ,    ip{x  —  z)  zn  2  cos  (x  —  ä), 

so  hat  sie  auch  für  einen   vierten  Winkel   jp  -{-  z  statt ,   denn 
vermöge  der  Gleichung  (1)  hat  man  alsdann 

^  (jc  +  js)  =  4  cos  X .  cos  z  —  2  cos  (x  —  ä)  , 
welche'  Gleichung  sich  auf 

^  (x^z)z=:  2  cos  (jur  -}-  ä) 
leduciert.     Da  nun  die  Gleichung  (2)   für  die  Werthe  x  =zo 


40 

und  x=:a  statt  hat;  so  folgt  daraus ;  dafs  sie  auch  noch  für 
den  Werth  x  :='2a  gültig  seyn  mufs.  Da  sie  aber  für  die 
Werthe  xzziuy  x=z2a  gültig  ist,  so  mufs  sie  auch  noch  für 
den  Werth  x  z=:  3a  bestehen,  und  indem  man  auf  diese  Weise 
fortgehf,  so  sieht  man,  dafs  sie  auch  für  den  Werth  x  =  ma 
gültig  seyn  wird. 

Ich  setze'  nun  ma  =  ß ,  man  hat  also 

tpß  z=z  2  cos  ß , 
und  hieraus  kann  man  schliefsen,  dafs  die  Gleichung  (2)  auch 
noch   für  den  Werth   x  ^=  iß   bestehen   wird,    denn    wenn 
man   x  z=z  z  =:  iß  «etzt,   so   verwandelt   sich    die   Gleichung 
(1)  in 

(y5/J)2=   i    C08/J  +  2, 

woraus  sich 

m  (piß  =  2  cos  iß 

ergiebt.      Setzt    man   nun   x  z=z  z  =  iß,    so   hat   man,    der 

Gleichung  (1)    und  dieser  letzteren  zufolge, 

(^iß)^=  2  coBiß^2 

(piß=  2  cosj/?, 

und   indem   man    so    fortfährt,    kann   man   die    Gleichung  (2) 

für  X  :=:—  beweisen ,   d.  h.   für   alle   Werthe  von  x ,   die  in 

der  Formel  (3)  enthalten  sind. 

Da  aber  die  Zahlen  m  und  n  so  grofs  seyn  können  als 
man  will,  und  selbst  unendlich  grofs  werden  können,  so 
kann  man  diese  Werthe  von  x  durch  unendlich  kleine  Stufen 
wachsen  lassen.  Die  Formel  (3)  enthält  also  alle  möglichen 
Werthe  des  Winkels  ar,  und  die  Gleichung  (2)  ist  vollständig 
bewiesen,  sobald  sie  nur  für  den  besonderen  Werth  x  z=z  a^ 
der  von  Null  verschieden  ist,  statt  hat.  Nj^ch  dem  Lehrsatze 
des  f.  2S  ist  aber  die  Mittelkraft  R  z=z  P,  wenn  x  =  60^  ist ; 
man  hat  also 

(px  =  i  =  2  cos  60^. 
Die  Gleichung  (2)  hat  daher  für  ^  =  60^  statt,    und  folglich 
auch  für  alle  Werthe  von  a\ 

28. 
Vermittelst  dieser  Gleichung  hat  man 

jR  z=  2  P  .  cos  x^ 
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Werden  daher  die  Mittelkrafr  R  und  die  beiden  Seitenkräfte 
Py  wie  in  §.25,  durch  gerade  Linien  vorgestellt,  die  auf 
ihren  Richtungen,  von  ihrem  Angriffspunkte  aus,  genommen 
siud,  so  wird  die  Kraft  R  das  Doppelte  der  Frojection  von 
P  auf  ihre  Richtung,  oder  der  Diagonale  der  Raute  gleich 
8eyn,  die  man  aus  den  beiden  Kräften  P  gebildet  hat. 

Seyen  nun  zwei  ungleiche  Kräfte  P  und  Q  an  einen 
Punkt  M  (Fig.  7)  angebracht,  und  zwar  nach  den  Richtiingen 
MA  und  MB ,  man  stelle  ihre  Gröfsen  durch  die  Linien  MG 
und  MH  vor,  die  auf  ihren  Richtungen  genommen  sind,  und 
vollende  das  Parallelogramm  MGKH,  so  mufs  man  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  der  Winkel  jiMB  im  ersten  Falle 
ein  rechter,  oder  im  anderen  Falle  ein  spitzer  oder  stumpfer 
Winkel  ist. 

Im  ersten  Falle  ziehe  man  die  beiden  Diagonalen  MK  und 
GjET,  die  sich  im  Punkte  L  schneiden,  durch  die  Punkte  Q 
und  H  ziehe  man  die  Linien  GN  und  HO  mit  ML  parallel, 
diese  werden  in  N  und  O  die  Linie  A'O  treifen,  die  durch 
den  Punkt  M  mit  GH  parallel  gezogen  ist.  Der  Punkt  h 
ist  die  Mitte  von  MK  und  GH,  und  da  in  einem  Rechtecke 
die  beiden  Diagonalen  gleich  sind,  so  folgt  hieraus,   dafs  man 

GL  =  LH  =  LM 
hat.  Die  beiden  Parallelogramme  GLMN  xxuA  HLMO  sind 
also  Rauten,  folglich  kann,  nach  dem  vorhergehenden  Satze, 
die  Kraft  MG  wie  die  Mittelkraft  der  zwei  Kräfte  MJSl  und 
ML  angesehen  werden,  und  ebenso  die  Kraft  MH  wie  die 
Mittelkraft  von  MO  und  ML.  Substituiert  man  nun  statt  der 
gegebenen  Kräfte  ihre  Seitenkräfte,  so  hat  man  statt  MH  und 
MG  die  beiden  Kräfte  MN  und  MO,  die  sich  auflieben, 
weil  sie  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  und  die 
beiden  Kräfte  MX*,  die  öich  vereinigen  und  eine  Mittelkraft 
geben,  die,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  durch  die  Diago- 
nale MK  dargestellt  w;erden  kann. 

Im  zweiten  Falle  ziehe  man  durch  die  Punkte  G  und  // 
(Fig.  8)  die  senkrechten  Linien  GE  und  HF  auf  die  Diagonale 
MK ,  und  die  Linien  GN  und  HO ,  die  mit  derselben  Liui^ 
parallel  sind ;  durch  den  Punkt  M  ziehe  man  die  Linie  NMO 
senkrecht  auf  die  gerade  Linie  MK*  Die  beiden  Parallelo- 
gramme   GEMN   und   HFMO   werden   Rechlecke   seyn,    in 
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Avelclien  die  gleich  grofseu  Seilen  MN  und  MO  entliallen  sind, 
da  diese  die  Höhen  der  gleichen  Dreiecke  QMK  und  HM'K 
sii)d.  Nach  dem  ersten  Falle  kann  mau  die  Kräfte  MG  und 
MH  durch  ^ilire  rechtwinkligen  Seitenkräfte  ME  und  JlliV, 
MF  und  MO  ersetzen;  statt  der  zwei  gegebenen  Kräfte  hat 
man  daher  die  zwei  Kräfte  MN  und  MOy  die  sich  als  gleich 
grofsc  und  entgegengesetzte  aufliehen,  und  die  beiden  Kräfte 
ME  und  Mt\  die  nach  derselben  Richtung  wirken,  und  sich 
daher  vereinigen ,  und ,  weil  ME  =  FK  ist ,  eine  Mittelkraft 
geben ,  die  der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diago- 
nale MK  vorgestellt  werden  kann. 

Hieraus  kann  man  also  den  Schlufs  ziehen,  dafs  die 
Mittelkraft  zweier  Kräfte,  die  an  denselben  Punkt 
angebracht  sind,  und  durch  Linien  dargestellt 
werden,  die  auf  ihren  Richtungen  genommen  wer- 
den, indem  mau  von  diesem  Punkte  ausgeht,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  dargestellt  werden  kann, 
das  aus  den  zwei  gegebenen  Kräften  gebildet 
worden   ist. 

Aus  diesem  Lehrsatze  lassen  sich  unmittelbar  mehrere 
Folgerungen   ableiten. 

Zuerst  sielit  man,  dafs  alle  Fragen,  die  man  über  die 
Zusammensetzung  zweier  Kräfte  in  eine  einzige ,  und 
libdr  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  andere  aufwerfen 
kann,  auf  die  Auflösung  eines  Dreiecks  zurück  geführt  sind. 
Denn  die  Gröfsen  der  Mittelkraft  und  der  zwei  Seitenkräfte 
werden  durch  die  drei  Seiten  .Jl/TT,  JiG,  GK  des  Dreiecks 
MGK  dargestelli,  und  die  drei  Winkel  dieses  Dreiecks  sind 
diejenigen,  welche  die  Mittelkraft  mit  jeder  der  Seitenkräfte 
einschliefst  und  das  Supplement  des  "Winkels,  der  zwischen 
den  zwei  Mittelkräften  enthalten  ist.  Hieraus  folgt,  dafs, 
wejin  drei  der  sechs  Stücke,  nemlich  der  drei  Kräfte  und 
•der  drei  Winkel,  die  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten 
sind,  gegeben  sind,  man  die  drei  anderen- findet,  wenn  maii 
das  Dreieck  MGK  auflöfst,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dafs 
wenigstens  eine  Kraft   unter  den  gegebenen  Stücken  ist« 
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Seyeu  z.  B.  P  und  Q  die  Werlhe  der  beiden  Seitenkräne, 

und.  in  der  Winkel,  der  zwischen  iliren  Richtungen  enthalten 

ist,    man    will   die  JMittelkraft  R  finden,   und  den  Winkel  Xy 

den   sie   mit  der  Kraft  P  eiu schliefst.  '   Zuerst   hat  man  die 

Gleidiung 

jfit2  —  p2  ^  Q2  ^  o  PQ  coa.m, 

um  den  Werlh  von  Ä   zu   bestinunen,    und  den  Werth  von 
M  findet  man  aus  der  Proportion 

sin  AT  :  sin  TW  =  Q  :  1?. 
Sind  die  drei  Kräfte  P^  Qj  S,  die  an  denselben  Funkt 
AI  (Fig.  9)  angebracht  sind^  und  nach  den  ßiclitungen  3J^, 
MB  y  MC  wirken ,  nu't  einander  im  Gleichgewichte ,  so  mui's 
jede  dieser  Kräfte  der  Mittelkraft  der  beiden  anderen  gleich 
und  entgegengesetzt  seyn,  und  da  diese  Mittelkraft  in  der 
Ebene  der  beiden  Kräfte  enthalten  ist,  so  folgt  zuerst  daraus, 
ddfs  die  drei  gegebenen  Kräfte  ebenfalls  in  derselben  Ebene 
liegen  müssen.  Sey  AID  die  Verlängerung  von  Jl/C,  so  wird 
die  Mittelkraft  von  P  und  Q  nach  MD  gerichtet  seyn,  und 
bezeichnet  man  sie  durch  Hy   so  hat  man 

Ä  =  & 

Vergleicht   man    aufserdem    die    Kraft   R  mit   jeder    der 

Seitenkräfte,   so  hat  man,   nach  dem  eben  Gesagten, 

Ä  :  Q  =  sin  AMB  :  sin  AMD 

R:  P  zzzAa  AMB  :  sin  BMD^ 
weil 

sin  AMD  =  sin  AMCy    sin  BMD  =  sin  BMC. 

Hieraus  folgt  also 

4S  :  Q  :  P  =  sin  AMB  :  sin  AMC  :  sin  BMC, 

woraus  hervorgeht,    dafs,   wenn  die  Kräfte  an  einem  Punkte 

im    Gleichgewichte   sind,     die    Gröfse    einer    jeden    derselben 

durch   den   Sinus  des  Winkels   dargestellt  werden  kann,    der 

zwischen  den  Richtungen  der  beiden  anderen  enthalten  ist. 

Vom  Punkte  O,  der  auf  der  Richtung  der  Mittelkraft  R 
oder  auf  deren  Verlängerung  genommen  wird,  fälle  ich  senk- 
rechte Linien  OE  und  OF  auf  die  Richtungen  der  Seiten- 
kräfte P  und  Q,  alsdann  hat  man 

OE=  MO  sin  AMD,    OF=  MO  sin  BMD. 

Multipliciert  man  daher  die  zwei  letzten  Glieder  der  Pro- 
portion 
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P  :  Q  =  8in  BMD  :  ein  AMD 

mit  MO,   80  folgt  daraus 

P  :  Q  =z  OF  :  OE, 

so  dafs-die  Seitenkräfte  im  uingekelirten  Verhältnisse  der  senk- 
rechten Linien  stehen,  die  auf  ihre  Richtungen  von  irgend 
einem  Piuikte  aus  gefällt  sind,  der  der  Richtung  der  Mittel- 
kraft angehört.  Stehen  umgekehrt  die  Seitenkräfte  P  und  Q. 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  senkrechten  Linien  OJE  und 
OF,  die  auf  ihre  Richtungen  von  einem  Punkte  O  aus  gefällt 
werden,  der  in  ihrer  Ebene  liegt,  so  gehört  dieser  Punkt 
der  Richtung  der  Mittelkraft  an,  denn  dividiert  man  die  zwei 
letzten  Glieder  der  letzten  Proportion  durch  MO,  so  erhält 
man  die  vorhergehende,    die  diese  Richtung  bestimmt. 

30. 

Ist  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  bekannt,  so  ist  es 
leicht,  die  irgend  einer  Anzahl  von  Kräften,  die  an  densel- 
ben Punkt  angebracht  sind  und  in  derselben  Ebene  oder  in 
verschiedenen  Ebenen  liegen ,  daraus  abzuleiten.  Man  nimmt 
nemlich  zuerst  die  Mittelkraft  zweier  dieser  Kräfte,  verbindet 
alsdann  diese  Mittelkraft  mit  einer  dritten  Kraft,  dies  giebt 
eine  zweite  Mittelkraft,  die  man  ebenso  mit  einer  vierten 
Kraft  verbindet,  und  so  fährt  man  fort,  bis  man  alle  gegebe- 
nen Kräfte  erschöpft  hat.  Bei  dieser  Construction  sieht  man 
leicht,  dafs,  wenn  die  Gröfsen  aller  Kräfte  durch  Seilen  des 
Theils  eines  Vielecks  dargestellt  werden ,  die  ihren  Richtun- 
gen parallel  und  in  dem  Sinne  ihrer  Wirkungen  gezogen  sind, 
die  Mittelkraft,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  durch  eine 
gerade  Linie  dargestellt  wird,  die  die  äufsersten  Punkte  die- 
sef  gebrochenen  Linie  verbindet,  und  also  das  Vieleck  schlie- 
fsen  wird.  Die  Ordnung,  in  , welcher  die  Seiten,  die  den 
Kräften  parallel  sind,  auf  einander  folgen  werden,  ist  lüerbei 
gleichgültig.  Wenn  sich  das  Vieleck  von  selbst  schliefst,  so 
ist  die  Mittelkraft  Null,  und  die  gegebenen  Kräfte  werden 
sich  alsdann  im  Gleichgewichte  halten. 

Hieraus  folgt ,  dal's ,  wenn  drei  Kräfte  gegeben  sind ,  die 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  ihre  Mittelkraft,  der  Grofse  und 
Richtung  nach,  durch  die  Diagonale  des  Parallelopipedums  dar- 
gestellt wird,  dessen  drei  anliegende  Seileu  diese  drei  Kräfte  sind. 
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31. 

Man  kann  diese  Zurückfiihrung  einer  Anzahl  von  Kräf« 
ten  auf  eine  einzige  noch  auf  eine  einfachere  Weise  ausfüh- 
ren^ indem  man  zuerst  den  besonderen  Fall  dreier  recht* 
winkliger  Kräfte  betrachtet,  auf  welchen  man  den  allgemei- 
neren Fall    zurück  führt. 

Seyen  Xj  Y,  Z  die  drei  Seitenkräfte,  R  ihre  Mittel- 
kraft, a,hy  c  die  Winkel,  welche  sie  mit  Xj  Y,  Z  ein- 
schliefst. Wie  man  so  eben  gesehen  hat,  ist  R  die  Diagonale 
des  Parallelopipedums ,  dessen  anliegende  Seiten  JSC,  Y",  Z 
sind;     da    aber  dieses    Parallelopipedum    rechtwinklig  ist,    so 

folgt  daraus 

ä2  =  X2  +    Y^  +  Z\  (a) 

Auch  folgt  daraus,  dafs,  wenn  man  das  Ende  der  Diagonale 
R  mit  den  Endpunkten  der  drei  Seiten  X,  Y,  JZ  verbindet, 
man  drei  rechtwinklige  Dreiecke  bilden  wird,  deren  gemein- 
schaftliche HypoteJiuse  R  seyn  wird,   woraus  alsdann  folgt 

X  =  Ä  .  cos  rf,     Y  =,  R  .  cos  fe,     2  =  Ä  .  cos  c.    (6) 

Diese  Gleichungen  stimmen  mit  der  vorhergehenden  über- 
ein,   da  die  drei  Winkel  a,  6,  c  durch  die  Gleichung 

cos^  a  +  cos^  6  -{-  cos  2  c  =  1 
unter  einander  verbunden  sind. 

Sind  die  Seitenkräfte  X^Y^Z  gegeben,  so  giebt  die 
Gleichung  (a)  den  Werth  der  Mittelkraft  an,  und  die  Glei- 
cliungen  (6)  bestimmen  deren  Richtung,  mit  Hülfe  der  drei 
Winkel  «,  6,  c ;  ist  dagegen  die  Mittelkraft  R  gegeben ,  und 
will  man  sie  in  drei  rechtwinklige  Seitenkräfte  JT,  Y,  Z^  die 
mit  ihr  die  Winkel  a,  by  c  einschliefsen ,  zerlegen,  so  kann 
man  die  Werthe  der  verlangten  Kräfte  unmittelbar  durch  die 
Gleichungen  (6)  bestimmen. 

Wenn  eine  der  Seitenkräfte,  z.B.  die  Kraft  Z,  Null  ist, 
«0  ist  R  nur  die  Mittelkraft  zweier  Kräfte  X  und  Y,  sie  ist 
daher  in  deren  Ebene  enthalten,  und  ihre  Richtung  hängt  nur 
von  den  zwei  Winkeln  a  und  b  ab.  Diese  Winkel  und  der 
Werth  von  R  sind  alsdann  durch  die  Gleichungen 
Ä2  =  X2  +  Y2,  Jf  =  i?  .  cos  a,  r  =  JS  .  cos  6 
bestimmt. 
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32. 

INIan  nelime  nun  an,  es  sey  M  (Fig.  1)  der  AngrilFspunkt 

einer  gewissen  Anzalü  gege1)ener  Ki^afte.     INIau  bezeiclme  diese 

Kräfte  durch 

P,    P\  P  '  etc., 

und,  um  der  Einbildungskraft  zu  Hülfe  zu  kommen,  setze 
man,  es  sey  die  gerade  Linie  MD  die  Richtung  der  Kraft  P. 
Es  ist  unnötliig,  die  RichUingen  der  anderen  Kräfte  in  der 
Figur  anzugeben.  Seyen  ct^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die 
Richtung  MD  mit  den  drei  rechtwinkligen  Axen  Mji,  MB, 
MC  einschliefst,  die  willkührlich  durch  den  Punkt  M  gezjo- 
gen  sind.  Man  bezeichne  ebenso  durch  a  ß'  y'  die  Winkel, 
welche  die -Kraft  P'  mit  denselben  Axen  einschliefst,  ebenso 
durch  q!\  ß'\  y"  diejenigen,  die  der  Kraft  P"  entsprechen 
u.  s.  w.  Alle  diese  Winkel  sind  gegeben  und  müssen  sich 
von  Null  bis  180^  erstrecken  (f.  7),  damit  die  Kräfte  P,  P', 
P"  u.  8.  w.  alle  möglichen  Lagen  um  dep  Punkt  M  haben 
können. 

Man  zerlege  jede  dieser  Kräfte  in  drei  andere,  die  nach 
den  Axen  Mj4,  MB,  MC  gerichtet  sind.  Die  SeitenkräfVe 
der  Kraft  P  sind 

P.  cos  a,     P.  cos  ß,     P.  cos  y. 
Die  der  Kraft  P'  sind 

P\  cos  a,  P'.  cos  ß\  P'  .  cos  y' 
und  so  weiter,  und  diese  SeitenkräXte  wirken  nach  der  Rich- 
tung der  Axen  oder  deren  Verlängerung ,  je  nachdem  sie  po- 
sitiv oder  negativ  seyn  werden.  Da  z.  B.  die  Richtung  MD, 
ebenso  wie  die  Axe  MC,  über  der  Ebene  ^MB  der  beiden 
anderen  Kräfte  liegt,  so  strebt  die  Seitenkraft  P.  cos  y  der 
Kraft  P,  den  Punkt  M  zu  heben ,  d.  h.  sie  wirkt  nach  MC, 
und  in  diesem  Falle  igt.P.  cos  y  eine  positive  -Gröfse,  weil 
y  <1  90®  ist.  Fiele  im  Gegen theil  diese  Richtung  MD  unter- 
halb der  Ebene  jdMB ,  so  hätte  man  y  >>  90®,  die  Seiten- 
kraft P.  cos  y  wäre  negativ.,  und  würde  zu  gleicher  Zeit 
den  Punkt  M  herab  zu  drücken  streben,  das  heifst,  bir  würde 
nach  der  Verlängerung  von  MC  wirken.  Nimmt  man  daher 
auf  die  Zeichen  der  Seitenkräfte  Rücksicht,  so  sieht  man, 
nach  dem,  was  in  (.  24  gesagt  worden  ist,  dafs  alle  Kräfte, 
die  nach  derselben  Axe  oder  nach  ilirer  Verlängerung  gerich« 
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^tet  sind,    sich  auf  eine  einzige   rediicieren ,   die  ihrer  Stimme 
gleich  ist. 

Auf  diese  Weise  sind  die  gegebenen  Kräfle  P,  P*,  /*" 
u.  s,  "w.  durch  drei  rechtwinklige  Kräfte  ersetzt,  und  wenn 
man  diese,  durch  X ,   Y^  Z  bezeichnet,   so  hat  man 

X  =  P  .  cos  (»  -f"  ^'  •  ^^®  ^'  "f"  ^^  "  •  ^®®  ^  "  "i"  •  •'  } 
r  =  P  .  cos  /S  4-  P'.  cos  ß'  -f  P".  cos  /J"  +   ...  [  (^) 
^  =  P  .  cos  y  +  P'  .  cos  y'  -|"   ^'  .  cos  y"  +  . . .  ) 

Die  "Werthe  von  JSC,  Yy  Z  können  positiv  oder  negativ 
seyn,  üire  Vorzeichen  geben  die  Richtung  ihrer  Wirkung  au. 
Ist  die  Kraft  X  posiliv,  so  wirkt  sie  nach  der  Richtung  der 
Axe  Muiy  oder  im  Sinne  der  Seitenkräfte  P .  cos  Uy  P/.  cos  u 
U.S.  w.,  die  positiv  sind.  Ist  sie  negativ^  so  mufs  man  daraus 
schliefsen^  dafs  sie  nach  der  Verlängerung  von  Myly  oder  im 
^^loiie  der  negativen  Seitenkräfte  wirkte  und  ebenso  ist  es  bei 
den  Kräften    Y  und  Z. 

Dies  angenommen  y  sey  ü  die  Mittelkraft  der  gegebenen 
Kräfte  P,  P\  P'\  ...  oder  der  drei  Kräfte  X,  F,  JZ,  %^yftVL 
zugleich  Uy  b,  c  die  Winkel ^  die  ihre  unbekannte  Richtung 
mit  den  Axen  Mjly  MBy  MC  einschliefst.  Die  Werthe  von 
Ry  ay.b,  c  werden  durch  die  Gleichungen  (a)  und  (6)  gege- 
ben seyn,  in  welchen  man  die  Formeln  (c)  an  die  Stelle  von 
Xy  Yy  Z  setzen  mufs.  Die  Winkel  a,  by  c  können  spitz 
oder  stumpf  seyn;  da  aber  die  Kraft  Ä  immer  eine  positive 
Grofse  seyn  mufs,  so  werden  die  Zeichen  ihrer  Cosinus  die- 
selben seyn,  wie  die  der  Gröfsen  Jf ,  Yy  Zy  vermöge  der 
Gleichung  (6).  Auf  diese  Weise  wird  die  Kraft  II ,  sowohl 
der  Gröfse  als  Richtung  nach,  vollkommen  bestimmt  seyii. 

Die  Gröfse  der  Mittelkraft  R  kann  nicht  von  der  will- 
külirlichen  Richtung  der  Axen  Mj4,  MBy  MC  abhängen,  sie 
hängt  blos  von  der  Gröfse  der  gegebenen  Kräfte  und  den 
Winkeln,  die  zwischen  deren  Richtungen  enthalten  sind,  ab. 
Wirklich  kann  man  auch  einen  Ausdruck  finden,  der  nur 
diese  Gröfsen  enthält. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  PMP\  PMP'\ 
P' MP"  U.S.W,  die    Winkel,    die    zwischen   den   lUcIitungen 
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der  Kräfte  P  und  P\  P  und  P",  P'  und  P"  u.  s.  w.  enthal- 
ten  sind.      Nach    der    Gleichung  (2)    des  §.  9  haben  wir 

cos  PMP'  =  cos  CK .  cos  a  -f"  ^^^  /^  •  cos  /^'  -|-  cos  y  •  cos  y', 
cos  PMP"  =  cos  a  .  cos  cc"  -j-  cos  ß  ,  cos  /?"  -{-  cos  y  .  cos  y" 
cos  P'MP"  =  cos  «' .  cos  «"  -f-  cos  ß' .  cos  /?"  -f-  cos  y' .  cos  y" 

•         •         •         •         • 
.    Auch  hat  man 

cos^  w  -|-  cos^  ß  -j-  cos^  y  =  1 
cos^a'  -f-  cos^^'  -}•  cos^  /  =  1 

cos««'    +   cos 2^"    4-   cos 2/'   Z=Z    1 

•  •  •  •  • 

addiert  man  daher  die  Quadrate  der  Forihela  (c),  und  berück- 
sichtigt die  Gleichung  (a),   so  findet  man 

+  2  PP'  cos  PMP'  +  2  PP"  C08  PMP'i^,^ 
+  2P'P"   cos  P'MP"  +  .... 
als  Quadrat  des  Werthes  von  It,  den  man  wissen  wollte. 

34. 

Aus  den  Gleichungen  (6)  und  (c)  kann  man  auch  eine 
Eigenschaft  der  Mittelkraft  ableiten,  die  uns  in  einem  der 
folgenden   Paragraphen   nützlich   seyn   wird. 

In  irgend  einer  Richtung  ziehe  ich  durch  den  Pimkt  M 
eine  gerade  Linie,  deren*  anderen  Endpunkt  ich  O  nenne« 
Seyen  g-,  A,  i  die  Winkel  ^MO,  BMO,  CMO,  die  diese 
gerade  Linie  mit  den  drei  Axen  Mj4,  MB,  MC  einschliefst. 
Ferner  bezeichne  man  durch  BMO,  PMO,  P' MO  u.  s.  w. 
die  Winkel,  die  zwischen  dieser  geraden  Linie  MO  und  den 
Richtungen  der  Kräfte  iJ,  P,  P',  P"  u.  s.  w*  enthalten  sind, 
alsdann  hat  man  wieder 

cos  RMO  =  cos  ^  .  cos  a  -(-  cos  h  .  cos  6  -|-  cos  4  .  cos  c, 
cos  PMO  =  cos  g  .  cos  a  -|-  cos  A  •  cos  /?  -f-  cos  h  .  cos  y, 

cos  P* MO  =  cos^*  •  cos  a  *j-  cos  A  .  cos/j'  -f-  co8.i .  cos/, 

•         •         •         •         • 
Nach  der  ersten  dieser  Formeln  und  den  Gleichungen  (6) 
hat  man 

R  cos  RMO  =  X  cos  5"  +   r  cos  Ä  +  Z  cos  *,  j 
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und  wenn  man  die  Gleichungen  (r)  zusammen  addiert,  nach- 
dem  man  sie,  die  erste  durch  cos  ^,  die  zweite  durch  cos  A, 
die  dritte  durch  cos  i  multipliqiert  hat,  so  erhält  man,  ver- 
möge der  vorhergehenden  Formeln, 

Ä  .  cos  RMO  =  P.  cosPMO  +  P'  cos  P'MO  +  ... 
woraus  sich   deutlich  ergieht,    dafs  die  Seitenkraft  der  Mittel- 
kraft Ä,    die   nach   irgend    einer   Richtung    MO  wirkt,    der 
Summe   der  Seitenkräftc   von  P,  P',  P"  u.  s.  w.,    die   nach 
derselben  Richtung  wirken,    gleich  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  projiciere  ich  die  gerade  Linie  MO 
auf  die  Richtungen  der  Kräfte  J?,  P,  P',  P"  u.  s.w.,  nenne 
ferner  r,  /?,  p,  p'  u.s.w.  ilire  Projectionen ,  so  dais  man  hat 

r  =  MO  .  cos  RMO 

p  =  MO  .  cos  PMO 

p  =  MO  .  cos  P'MO, 

indem  man  jede  der  Grofsen  r,  p,  p\  p"  u.  s.w.  als  eine 
positive  oder  negative  ansieht,  je  nachdem  die  Frojection,  die 
sie  ausdrückt,  auf  die  Richtung  der  Kraft  selbst  oder  auf  ihre 
Verlängerung  fällt.  Multlpliciert  man  daher  durch  MO  die 
vorhergehende  Gleichung,  so  hat  man 

Rrz=zPp^  P'p'  +  p>"  +  ....  (rf) 

welcher  Ausdruck  die  Eigenschaft  der  Mittelkraft  enthält,  die 
bewiesen  werden  sollte. 

35, 

Damit  die  Kräfte  P,  P',  P"  u.  s.  w.  im  Gleichgewichte 
seyen,  ist  es  hinreichend,  dafs  ihre  Mittelkraft  R  Null  sey, 
und  diese  Bedingung  ist  zugleich  nothwendig,  wenn  ihr  An- 
griffspunkt M  gänzlich  frei  ist,  die  Gleichung 

JR  =  o 

oder 

JC2  +  r«  ^  ^«  =  o, 

kann  aber  nur  dann  statt  finden,  wenn  man  einzeln  hat 

X  z=z  o,     Y  "^^  Oj    Z  zz,  o^ 
das  heifst ,   in  Folge  der  Gleichungen  (c*) , 

P.  cos  a  -|-  P'  C08  n    -f"  ^" *  cosa"  -f-  ...  rz:  o  1 
P.  cos/?  +  P'.cos/J'  +  P^  cos/?"  +  •••  =  ^  [  W 
P  •  cos  Y  -f-  P\  co8  y    4"  ^'*  cosy"  -j-  •••  ='  <^  ) 

4 
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Dieses  sind  also  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
eines  materiellen  Punktes  ^  den  man  sich  als  völlig  frei  denkt. 
In  diesem  Falle  niiifs  jede  der  Kräfte,  die  auf  Um  wirken, 
der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegengesetzt  seyn, 
und  es  ist  leicht,  sich  von  der  Wahrheit  dieser  Behauptung 
zu  überzeugen. 

Sey  Ä'  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P\  P"  u.s.w.  Man 
nenne  a\  b\  c  die  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  Mji^MBy 
MC  einschliefst,  und  setze,  zur  Abkürzung, 

X'  =   P'  cos  «'  -4"  P"  cos  «"-)-...* 
r  =  P'  cos  /?'  +  P"  cos  ß"  +  ... 
Z*  =  P'  cosy'  -|-  P"  cos;/"  -f-  ... 
so  hat  man ,  nach  ^.  32 , 

X'  =  R'  cos  a\     r'=  R'  cos  b\     Z  =  Ä'  cos  c\ 

und  folglich,   vermöge  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes, 

P  .  cos  a  =  —  Ä'  cos  a 
P  .  cos  /?  =  —    Ä'  cos  6' 
P  .  cos  y  =  —   R*  cos  c'. 

Addiert  man  diese  Gleichungen  zusammen«  nachdem  man 
sie  auf  das  Quadrat  erhoben  liat,  so  findet  man 

P2  =   Ä'2 

da  nach  §.6 

cos  2  a  -{-  cos^  ^  +  cos^  y  =  1 

coa^a'  -f  cos^fi'  Jj.  cos^c'  =  1, 
folglich  hat  man 

P  =  =!=   Ä'. 
Da  aber  diese  beiden  Kräfte   positive  Gröfsen   seyn  müssen, 
so  mufs  man   P  =:  R!  nehmen.     Die  vorhergehenden  Glei- 
chungen verwandeln  sich  alsdann  in 

cos  a  =  —  cos  a  ,  cos  ^  z=  —  cos  5',  cos  /^  =  —  cos  c', 
folglich  si^d  die  Winkel  cc,  fi^  y  Supplemente  von  «',  b\  c\ 
und  entsprechen  einer  Kraft,  deren  Richtung  die  Verlängerung 
der  Kraft  R!  ist  (f.  7).  Hieraus  folgt  also ,  dafs  die  Kraft  P 
der  Mittelkraft  K'  aller  übrigen  Kräfte  P',  P"  u.  s.  w.  gleich 
und  gerade  entgegengesetzt  ist,  was  nachgewiesen  werden  sollte. 

36. 
Wenn  der  Punkt  M,  an  welchen  die  Kräfte  P,  P\  P" 
U.S.W,  angebracht  sind,   gezwungen  ist,   auf  einer  gegebeneu 
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Oberfläche  zu  bleiben  ^  so  ist  es  für  das  GleichgeT?icht  nicht 
mehr  erforderlich ^  d<is  ihre  Mittelkraft  Null  sej;  es  ist  hin- 
reich end^  dafs  sie  senkrecht  auf  der  Oberfläche  stehe,  weil 
sie  alsdann  den  Punkt  My  nach  kein^  Richtung,  auf  der  Ober- 
fläche fortbewegen  kann.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch 
not li wendig,  denn  wenn  sie  nicht  erfüllt  wäre,  so  würde 
sich  die  Mittelkraft  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  welchen  eine 
senkrecht  auf  der  Oberfläche  wäre  und  aufgehoben  würde, 
die  andere  dagegen  die'  Oberfläche  berühren  würde,  und  daher 
durch  Nichts  gehindert  wäre^  die  Körper  zu  bewegen.  Man 
brauchte  also  nur  in  jedem  Falle  die  Richtung  der  Mittelkraft 
der  Kräfte  Py  P'  P''  u.  s.  w.  zu  suchen,  und  nach  zu  sehen, 
ob  sie  auf  der  gegebenen  Oberfläche  senkrecht  steht,  um  zu 
wissen,  ob  das  Gleichgewicht  vorhanden  ist.  Indessen  ist  es 
rathsamer,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  durch  Glei- 
chungen, die  die  gegebenen  Gröfsen  der  Frage  enthalten,  aus- 
zudrücken, wie  wir  es  für  den  Fall  eines>  freien  Punktes 
gethan  haben. 

Da  nun  die  normalen  Seitenkräfte  aller  Kräfte,  die  auf 
den  Punkt  M  wirken,  durch  den  Widerstand  der  Oberfläche 
aufgehoben  werden,  so  ist  dieser  Widerstand  einer  Kraft  gleich, 
die  den  vereinten  aufgehobenen  Kräften  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  man  von  der  gegebenen 
Oberfläche  völlig  abstrahieren  und  den  Funkt  M  als  völlig  frei 
ansehen  kann,  wenn  man  nur  zu  den  gegebenen  Kräften 
P,  P'  P"...  eine  neue  Kraft  hinzufügt,  deren  Gröfse  noch 
unbekannt  ist,  und  welche  sdnkrecht  auf  der  Oberfläche  steht. 

Bezeichne  also  iV  diese   Kraft,   iftid   seyen   A,  ^e,  r  die 
Winkel,    die  ihre  Richtung  mit   den  Axen  Mj4,  MB,  MC 
einschliefst.     Jede   der   Gleichungen   des   Gleichgewichtes,   die 
früher  gefunden  wurden,  wird  daher  um  ein  neues  Glied  ver- 
mehrt, so  dafs  man  statt  der  Gleichungen  (c)  nun  haben  yvlri 
JVcosA-j-  Pcos«  -f-  P'cosc»'+  P"cos(»"  +  ...  =  o> 
jV  cos /ti  +  P  cos/J  +  P'  cos/J'  4-  P"  cos/j"  +  ...  =  pH/) 
iVcos^-f-  i^cosy-f"^'  ^^^/  +  P"  <^08y"  +  ...  =  a) 
Ich  bezeichne   durch  a?  ,  j,  ä   die    drei  Coordinaten  von 
jM,  die  sich  auf  Axen  beziehen,  die  MJ,  MB,  MC  parallel 
sind,  und  durch 

4* 
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i  =  o 

die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche.  Da  die  Richtung 
der  Kraft  N^  angenommener  Mafsen,  die  der  Normalen  am 
Punkte  M  ist,  so  hat  man  nach  den  Gleichungen  .(5)  des  ^.21 

,  r>r  dL  -^  dL  __  (iL 

cos  A  =  f^.  -7— ,     cos  /^  =  ß^.  -p- ,     cos  r  =  A^.  -;—  , 

«Jir  *  dy  dz 

indem  man,  zur  Abkürzung, 

^=-[(gy+dfy+(^y]-* 

setzt. 

Das  Vorzeichen  von  y  ist  unbekannt,  weil  man  nicht 
im  Voraus  wissen  kann,  nach  welchem  Tlieile  der  Normalen 
die  Kraft  N  gerichtet  seyn  wird,  F'  verschwindet  aber,  wenn 
man  N  in  den  Gleichungen  (/)  eliminiert,  vmd  berücksichtigt 
man  die  Gleichungen  (c),  so  findet  man 

^  dL         1^  dL  ] 

/r  fr  r  ^) 

ax  dz  I 

als  die  zwei  Gleichungen,  die,  für  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes,  der  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  blei* 
ben  mufs,  hinreichend  und -nothwendig  sind. 

37. 

Wenn  die  Lage  dieses  Punktes  auf  dieser  Oberfläche 
nicht  bekannt  ist,  so  dienen  die  Gleichungen  (g)  in  Verbin- 
dung mit  der  gegebene^  Gleichung  L  =  o  dazu ,  die  Coordi- 
naten  der  verschiedenen  Punkte  dieser  Oberfläche  zu  bestim- 
men, wo  der  Körper  im  Gleichgewichte  bleiben  kann.  Ist 
aber  seine  Lage  gegeben,  so  braucht  man  sich  nur  davon  zu 
überzeugen,  dafs  die  Coordinaten  x,  y,  z,  der  Angriifspunkte 
der  gegebenen  Kräfte  den  Gleichungen  (ß)  Genüge  leisten. 
In  diesem  Fälle  aber  erhält  man  einfachere  Gleichungen,  wenn 
man  eine  der  Axen  Jtf^,  MB ^  MC,  die  erste  z.  B.,*mit 
einem  der  beiden  Theile  der  Normalen  zusammen  fallen  läfst, 
woraus  folgt 

cos  A  =  rfc:  1,     cos  /*  :^  o,     cos  «/  =  o, 
wodurch  die  Gleichungen  (/)   in    folgende   übergehen: 
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rt  iV  +  P.  cos  o  +  P'  cos  «'  +  P"  coso"  +  ...  =  o 
P  cos  /f  -f  P'  cos /y  -1-  P"  «»/»"  +  ...  =  o 
P  cos  y  -|-  P'  cos  y'  4»  P"  cos^"  +  ...  =  o. 

» 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,  wie  dies  auch 
ohnehin  einleuchtend  ist,  dafs  in  der  Berührungsebene  der 
gegebenen  OberAäche  die  Seitenkräfte  der  Kräfte,  die  an  den 
beweglichen  Punkt  angebracht  sind,  sich  ebenso  im  Gleich- 
gewiclite  halten  müssen,  als  wenn  diese  Oberfläche  nicht  vor- 
iiauden  wäre. 

Der  Widerstand  Ny   den  die  Oberfläche   den  Kräften  P^ 
P\  P"...    entgegensetzt,    ist   dem    Drucke,    den    sie   von 
denselben   erleidet,   gleich   und   entgegengesetzt«     In  Folge  der 
Gleichungen  (/)  ist  dieser  Druck,   im  Zustande  des  Gleichge- 
wichtes,   die   Mittelkraft    dieser   Kräfte   selbst.      Bei   der  An- 
wendung mufs  man  seine  GrÖfse  vermittelst  d.er  Gleichung  (a) 
berechnen,    um   zu  wissen,    ob  die  Oberfläche  im  Stande  ist, 
ilin  auszuhahen.     Wenn  der  bewegliche  Punkt  blos  auf  einer 
solchen  Oberfläche   aufliegt,   die  einem  festen  Körper  angehö- 
ren soll,   so  mui's  aufserdem  die  Richtung   dieses  Druckes  so 
beschaffen  seyn,   dafs  sie  den  beweglichen  Punkt  gegen  diese 
Oberfläche  prefst;   diese  Bedingung  kann  nur  durch  eine  Glei- 
chung   ausgedrückt    seyn,     deren    Richtigkeit   man    in    jedem 
Falle  untersuchen  mufs,  indem  man  die  Richtung  dieser  kraft 
nach  den  Gleichungen  (6)  bestimmt.    Diese  Untersuchung  kann 
nocli  einfacher  vermittelst  der  ersten  der  drei  vorhergehenden 
Gleichungen  geführt  werden.     Denn   nimmt  man,   um  einen 
bestimmten  Fall  zu  haben,  an,   da(V  der  Theil  der  Normalen, 
mit  .welchem  man   die  Axe  MA  zusammen   fallen  läfst,   der 
Theil  sey,  welcher  in  der  Concavität  der  Oberfläche  liegt,   so 
weifs  man,  ob  die  gegebenen  Winkel  ce,  «',  a"  u.  s.  w.  spitz 
oder  stumpf  sind,    und  auch  das  Zeichen  der  Summe  JC  der 
Seitenkräfte,    die    nach    dieser   geraden   Linie    gerichtet  sind, 
wird  bekannt  seyn.     Da   die  Gröfse   N  immer  positiv   seyn 
mufs,  so  mufs  man  in  der  Gleichung,  von  welcher  es  sich 

handelt,   nemlich 

•±z   A  -f  ^  =  o 

das  Zeichen  —  oder  -{-  v<n:  N .  setzen,  je  nachdem  die  Sujnpie 
X  positiv  oder  negativ  ist.    Im,  ersten  Falle  hat  man  cos  A  =  —  1, 
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und  der,  N  entgegengesetzte  ^  Druck  wird  nach  Mj4  gerichtet 
seyn ,  im  zweiten  Falle  hat  man  cos  A  =  1 ,  und  der  Druck 
wird  nach  der  Verlängerung  dieses  bestimmten  Theiis  der 
Normalen  wirken« 

38. 

Wenn  der  materielle  Punkt,  auf  welchen  die  Kräfte  P, 
P\  P",..  wirken,  gezwungen  ist,  auf  zwei  gegebenen  Ober- 
flächen, oder  auf  der  krummen  Linie,  in  welcher  sie  sich 
durchschneiden,  zu  bleiben,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht 
hinreichend,  dafs  die  Mittelkraft  aller  dieser  Kräfte  sich  in 
zwei  Kräfte  zerlegen  lasse,  die  auf  den  gegebenen  Obei'- 
flächen  senkrecht  stehen,  und  durch  deren  Widerstand  aufge- 
hoben werden.  Fügt  man  also  zu  den  Kräften  P,  P',  P'\., 
noch  zwei  Kräfte  liinzu,  die  auf  dieser  Oberfläche  normal 
stehen,  deren  Gröfse  aber  unbekannt  ist,  so  kann  man  von 
den  Oberflächen  abstrahieren,  und  den  beweglichen  Punkt 
als  völlig  frei  ansehen« 

Sind  also  JV  und  N'  die  neuen  Kräfte,  und  A,  /ii,  v  die 
Winkel,  die  die  Richtung  von  JV  in  Beziehung  auf  die  Axen 
Mj4y  MBy  MC  bestimmen,  und  A'  ^'  v  die  Winkel,  die 
auf  dieselbe  Weise  die  Richtung  von  JV'  bestimmen,  so  ver- 
wandeln sich  die  Gleichungen  (e)  in 

N  cos  A  4-  iV'  cos  A'  *j-  P  cos  a  t{-  P'  cos  «'  -j-  .,.:;=:  o  J 

N   cos/*  -}*  iV'  cos  /ft'  -|-  P  COS/J  -j-  P'  COS/J'  -{-...=  O  >  (Ä) 

JVcos  V  -{-  A^'  COS  1/'  -|-  P  cos  y  -f"  -P'  cos  y'  •^-••.  =  o  ) 

Bezeichnet  man  aufserdem  durch  x^  y,  z  die  Coordinaten 
des  Punktes  il/,  die  auf  Axen  bezogen  sind,  welche  M^y 
MB,  MC  parallel   sind,   und  durch 

L  z=z  o,  L^  =  o 
die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Oberflächen,  so  sind 
die  Werthe  von  cosA,  cos /e,  cos  ^  dieselben,  wie  im  Vor- 
hergehenden, und  aus  denselben  findet  man  die  Werthe  von 
cos  A  ,  cos  /ti%  cos  v\  indem  man  L  in  L  umändert.  Substi- 
tuiert man  die  Werthe  in  die  drei  Gleichungen  (A),  und  eli- 
miniert nachher  iV  und  I^'  aus  denselben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  des  Gleichgewichtes,  der  die  gegebenen  Kräfte  P, 
'  P',  P"....  Genüge  leisten  müssen;  oder,  wenn  die  Lage  des 
beweglichen  Punktes  auf  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ober- 
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/lachen  nicht  gegeben  ist,  so  nvlrd  diese  Gleichung  neb«t  den 
Gleichungen  L^^ö^  U '=:^o^  die  drei  Coordiuaten  x^y^z 
bestimmen« 

Wenn  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  auf  der  krum- 
men Linie ;  auf  welcher  er  bleiben  soll,  gegeben  ist,  so  erhält 
man  unmittelbar  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  der  ILr&fte 
Pt  P\  P". ..,  indem  man  die  Axen  MB y  MC,  welchen  die 
Winkel  /e,  /?,  ß'  u.s.  w.  v,  y,  y'  u.s.w.  entsprechen,  in  die 
Ebene  der  Linien,  die  auf  beiden  gegebenen  Oberflächen  senk- 
recht stehen,  verlegt.  Die  dritte  Axe  fallt  alsdann  auf  die 
Tangente  der  krummen  Linie,  die  ihr  Durchschnitt  bildet, 
und  steht  daher  auf  den  beiden  normalen  Kräften  N  und  N' 
senkrecht,  so  dafs  man  hat  k=z  90^,  A' =  90^,  und,  mit 
Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (A), 

P  cos  a  -}-  P'  cos  a    •+•  P"  cos  a"  -|-  ...  =  o 
als  die  verlangte  Gleichung. 

Diese  Gleichung  zeigt  au,  dafs  die  Siunme  der  Seiteu- 
kräfte von  P,  P',  P". ..,  die  den  Durchschnitt  der  beiden 
gegebenen  Oberflächen  berühren,  gleich  Null  ist,  welche  Be- 
dingung wirklich  erforderlich  ist,  damit  der  Punkt  M  nicht 
über  diese  krumme  Linie  weggleiten  könne«  Hat  man  sich 
überzeugt,  dafs  sie  erfüllt  ist,  so  bestimmt  man  die  Werthe 
der  Kräfte  N  und  N'  und  die  Richtung,  nach  welcher  sie 
wii'ken,  vermittelst  der  zwei  letzten  Gleichungen  (//).  Nimmt 
man  alsdann  Kräfte,  die  N  und  I^'  gleich  und  entgegengesetzt 
sind,  und  reduciert  man  sie,  mit  Hülfe  des  Parallelogramms 
der  Kräfte  auf  eine  einzige,  so  ist  diese  letztere  die  Mittel- 
kraft der  Kräfte  P,  P  P'...,  und  zeigt  den  Druck  an,  der 
auf  die  gegebene  krumme  Linie,  auf  welcher  sie  senkrecht 
steht,  ausgeübt  wird. 

39.  ' 

Aus  dem  Vorhergehenden  ist  es  ersichtlich,  dafs  man, 
wenn  der  bewegliche  Punkt  gezwungen  ist,  auf  einer  gege- 
benen krummen  Linie  zu  bleiben,  nur  eine  Gleichung  des 
Gleichgewichtes  hat,  dagegen  hat  man  zwei  solclie  Gleichun- 
gen, wenn  er  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  bewegen 
kann,  und  drei,  wenn  er  ganz  frei  ist,  so  dals  die  Zahl  die- 
ser Gleichungen,  wie  dies  auch  seyn  mufs,  zunimmt,   so  wie 
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die  möglichen  Bewegungen^  die  der  Punkt  annehmen  kann, 
weniger  beschränkt  sind«  Diese  verschiedenen  Gleichungen 
können  in  eine  Formel  zusammen  gefafst  werden,  die  in 
der  Folge,  als  allgemeine  Cleichung  des  Gleichgewichtes  er- 
scheinen wird,  und  auf  jedes  beliebige  System  materieller 
Punkte  angewandt  werden  kann. 

Um  diese  Formel  zu  erhalten,  nehme  man  an,  dafs  der 
bewegliche  Punkt,  von  dem  Punkte  Jkf,  in  welchem  er  sich 
befindet,  wenn  er  in  der  Lage  des  Gleichgewichtes  ist,  nach 
einem  anderen  Punkte  O  versetzt  werde,  der  unendlich  nahe 
bei  M  ist,  und  zwar  so,  dafs  sich  diese  Versetzung  mit  der 
Bedingung  vertragt,  welcher  der  Körper  unterworfen  ist,  wenn 
er  nicht  ganz  frei  ist.  Man  bezeichne  durch  r,  p,  p\  p"..« 
die  Projectionen  der  unendlich  kleinen  Linie  MO  auf  die 
Richtungen  der  Kräfte  JR,  P,  P',  P"*..,  die  sie  in  der  ersten 
Lage  des  beweglichen  Punktes  haben,  und  betrachte  jede  die- 
ser  Projectionen  als  eine  positive  Gröfse  oder  eine  negative, 
je  nachdem  sie  auf  die  Richtung  der  Kraft  selbst,  der  sie 
entspricht,  oder  auf  deren  Verlängerung  fallt.  Nimmt  man 
an,  dafs  die  Kraft  R  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P,P\P"... 
ist,  so  ist  das  Produkt  JZr,  im  Falle  des  Gleichgewichtes, 
immer  Null.  Es  ist  Null  für  einen  materiellen  JPunkt,  der 
ganz  frei  ist,  weil  alsdann  die  Mittelkraft  i2^  gleich  Null  seyn 
mufs;  es  ist  Null  für  einen  Punkt,  der  auf  einer  Oberfläche 
oder  einer  gegebenen  krummen  Linie  bleiben  mufs,  weil  einer- 
seits die  Kraft  R  nach  der  Normalen  gerichtet  seyn  mufs, 
und  andererseits  die  unendlich  kleine  Linie  MO  in  der  be- 
rührenden Ebene  oder  Linie  liegt,  wodurch  ihre  Projection 
r  auf  die  Richtung  R  Null  wird. 

Nach  der  Gleichung  (d),  die  früher  bewiesen  worden  ist, 
und  die  noch  immer  statt  findet,  wenn  auch  dib  gerade  Linie 
MO  unendlich  klein  ist,   hat  man  also 

Pp  +  P'p'  +  P'Y'  +  . . .  =  o,  (i) 

sobald  sich  die  Kräfte  P,  P',  P". . .  im  Gleichgewichte  halten. 
Umgekehrt  ist  das  Gleichgewicht  immer  vorhanden,  wenn  diese 
Gleichung  für  alle  möglichen  Versetzungen  eines  völlig  freien 
mjaterieUen  Punktes ,  oder  eines  solchen ,  der  gezwungen  ist, 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  zu  blei- 
ben ,  statt  hat. 
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Man  nennt  die  virtuelle  Geschwindigkeit  eines 
materiellen  Punktes,  der  ini  Zustande  des  Gleicbgewichtes  ist, 
jede  unendlich  kleine  Linie,  wie  MOj  die  man  ihn  beschrei- 
ben lassen  kann,  wenn  man  auf  die  Bedingungen  Rücksicht 
nimmt,  welchen  er  unterworfen  werden  kann,  und  das  Princip 
des  Gleichgewichtes,  welches  in  der  eben  mitgetheilten  Glei- 
chung enthalten  ist,  auf  welches  wir  in  der  Folge  zurück 
kommen  Werden,  heilst  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
sell windigkeiten.  Wendet  man  es  aUmälich  auf  einen 
Punkt  an,  der  gänzlich  frei  ist,  oder  auf  einer  Oberfläche 
odter  einer  krummen  Linie  bleiben  soll,  so  findet  man  ohne 
Schwierigkeit  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  die  wir 
früher  erhalten  haben.  Jede  der  Gleichungen  (e)  kann  man 
aus  der  Formel  (2)  ableiten,  indem  man  für  MO  die  Veiv 
Setzung  des  Punktes  M  auf  einer  der  Axen  MAj  MB  y  MC 
nimmt.  Ebenso  erhält  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewich- 
tes, die  dann  statt  haben,  wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist, 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bleiben,  wenn  man  seine 
Versetzungen  nach  der  Richtung  zweier  Axen  betrachtet,  die 
in  der  berührenden  Ebene  gezogen  sind,  und  die  Formel  {i) 
giebt  immittelbar  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines 
Punktes ,  der  gezwungen  ist ,  auf  einer  gegebenen  krummen 
Linie  zu  bleiben,  indem  man  statt  MO  das  Element  dieser 
krummen  Linie,  und  statt  p^  p\  p"  u.  s.  w.  die  Projectionen 
dieses  Elementes  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  jP,  P',  P" 
u.  8.  w.  nimmt*  Nennt  man  die  Winkel ,  welche  diese  Rich- 
tungen mit  der  Tangente  der  krummen  Linie  machen, 

t      ff.       ^ 

so  hat  man  alsdann 

p  =  MO.  cos«,    p'  =  MO  .cos  a%    p'  =  JfO.cosa"... 

uAd  wenn  man  den  Factor  Jf  O,  der  allen  Gliedern  der  Glei- 
chung (i)  gemeinschaftlich  ist,  weglafst,  so  erhält  inan 

P  cos  a  -|-  P'  cos  a    -f"  •^"  ^^^  a"  -}-...=:  o 
wie  früher. 
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Zweites   Kapitel.' 
Fom   Gleichgewichte  des   Hebels. 

40. 

Man  betrachtet  hier  einen  Hebel  als  eine  gerade  oder 
krumme  Linie  ECF  (Fig.  10),  die  unausdehnbar  und  von 
unveränderlicher  Gestalt  ist,  und  sich  nur,  in  einer  Ebene, 
um  einen  ilirer  Punkte  C,  den  man  als  fest  annimmt,  und 
welchen  man  den  Stützpunkt  des  Hebels  nennt,  drehen 
kann*  Gewöhnlich  sind  nur  zwei  Kräfte  an  diese  Maschine 
angebracht,  von  welchen  die  eine  bestimmt  ist,  die  andere 
im  Gleichgewichte  zu  halten;  die  erste  nennt  man  die  Kraft, 
die  zweite  die  Las  t.  Der  gröfseren  Allgemeinheit  wegen  wer- 
den wir  aber  annehmen,  dafs  eine  beliebig  grofse  Anzahl  von 
Kräften,  deren  Richtungen  in  der  Ebene  dels  Hebels  liegen, 
auf  verschiedene  Punkte  dieser  Linie  wirken,  und  man  ver- 
langt die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zu  finden. 

Ich  habe  in  diesem  Werke  nicht  die  Absicht,  die  Gesetze 
des  Gleichgewichtes,  die  darin  erörtert  werden,  auf  die  ver- 
schiedenen Maschinen  anzuwenden.  Was  die  einfachen  Ma- 
schinen betrifft ,  so  verweise  ich  ajuf  die  elementaren  Lehr- 
bücher der  Statik.  Jedoch  müssen  wir  uns  hier  mit  dem  Ge- 
setze des  Gleichgewichtes  am  Hebel  nothwendig  beschäftigen, 
da  es  ein  Princip  der  Mechanik  ist,  und  es  soll  nun  gezeigt 
werden ,  wie  dieses  Princip  mit  dem  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  verbunden  ist,  die  auf  einen  einzelnen  Punkt  wirken. 

41. 

Wenn  mehrere  ELrafte  an  einen  Körper  angebracht  sind, 
dessen  Gestalt  man  als  unveränderlich  annimmt,  so  kann  man 
den  Angriffspunkt  einer  jeden  dieser  Kräfte  nach  einem  ande- 
ren Punkte  des  Körpers  hin  versetzen,  der  in  der  Rieht uug 
der  Kraft  oder  deren  Verlängerung  liegt.  Wenn  z.  B.  eine 
gegebene  Kraft  P  auf  das  Ende  E  des  Hebels  nadi  der  gera- 
den Linie  AE  wirkt,  und  M  ein  anderer  Punkt  ist,  der 
dieser  Richtung  angehört,  und  von  welchem  man  voraussetzt, 
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dafs  er  mit  dem  üebel  auf  eine  unverSnderiicfae  Welse  ver- 
banden ist;  8o  ist  es  erlaubt ,  die  Kraft  P  durch  eine  andere 
gleich  grofse  Kraft  za  ersetzen  y  die  auf  den  Punkt  M  nach 
der  Richtung  MA  yniku  Man  kann  nemlich  zuerst  an  den 
Punkt  M  zwei  gleich  grofse  Kräfte  anbringen^  die  in  entgegen- 
gesetztem  Sinne  wirken /die  eine  nach  MA^  die  andere  nach 
deren  Verlängerung  MA' \  setzt  man  noch  aufserdem  voraus, 
dafs  jede  dieser  Kräfte  gleich  P  ist,  so  vernichtet  diejenige, 
die  nach  MA'  vrirkt,  die  Kraft  P,  die  am  Punkte  E  nach 
EA  angebracht  ist,  weil  diese  beiden  gleichen  Kräfte  in  ent* 
gegengesetztem  Sinne  auf  die  Endpunkte  der  Linie  MEj  de« 
ren  Länge  angenommener  Mafsen  unveränderlich  ist,  vriiken« 
£s  bleibt  also  nur  noch  die  Kraft  P,  die  am  Punkte  M  nach 
der  Richtung  MA  wirkt,  und  durch  welche  die  gegebene 
Kraft  Py  die  am  Punkte  E  wirkte ,  ersetzt  ist. 

Die  Kräfte  wirken  selir  oft  auf  die  Körper,  die  sie  in 
Bewegung  setzen,  oder  zu  setzen  streben,  entweder  indem  sie 
dieselben  vermittelst  eines  Fadens  ziehen,  der  an  denselben 
befestigt  ist,  oder  indem  sie  dieselben  ver^iittelst  einer  Stange 
fortstofsen,  die  gegen  ilire  Oberfläche  wirkt.  Dieser  Faden 
oder  diese  Stange  können  sich  mehr  oder  weniger  ausdehnen 
oder  zusammen  ziehen;  haben  sie  aufgehört  sich  zu  verlän- 
gern oder  zu  verkürzen,  so  betrachtet  man  sie  als  unverän- 
derliche Linien,  die  die  Richtung  einer  jeden  Kraft  vorstellen, 
deren  Wirkung  alsdann  dieselbe  ist,  als  wenn  sie  unmittelbar 
auf  die  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  würde, 
in  welchen  sich  diese  Linien  endigen« 

Ein  Hebel  ist  keinesweges,  wie  man  es  hier  voraussetzt, 
eine  Linie  von  imveränderlicher  Gestalt,  im  Gegentheil  ist  es 
eine  Stange,  die  sich,  sey  es  auch  noch  so  wenig,  biegt,  und 
sich,  wegen  der  Kräfte,  die  auf  dieselbe  wirken,  ein  wenig 
ausdehnt  oder  zusammen  zieht.  Es  wäre  sehr -schwer,  im~ 
Voraus  die  Gestalt  zu  bestimmen,  die  er  annehmen  mufs; 
hat  er  aber  einmal  diese  Gestalt  angenommen,  so  betrachtet 
man  ihn  als  unveränderlich,  und  auf  diese  Gestalt,  die  sich 
von  der  ursprünglichen  nur  sehr  wenig  unterscheidet,  bezie- 
hen sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  die  man  finden 
wollte. 
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-  42. 

Man  nelinie  an,  dafs  eine  zweite  Kraft  Q  auf  das  andere 
Ende  jP  des  Hebels  wirke,  und  zwar  nach  der  Richtung  jF!ö, 
und  dafs  die  beiden  Richtungen  JEji  und  JFB  in  der  Ebene 
enthalten  seyen ,  in  welcher  sich  der  Hebel  drehen  kann. 
Diese  beiden  geraden  Linien,  oder  ihre  Verlängerungen,  wer- 
den sich  in  einem  bestimmten  Punkte  M  schneiden,  den  man, 
nach  dem  was  bewiesen  worden  ist,  für  den  gemeinschaft- 
lichen Angriffspunkt  von  P  und  Q  nehmen  kann.  Dies  vor- 
ausgesetzt, kann  man,  durch  die  Regel  des  Parallelogramms 
der  Kräfte,  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  bestimmen, 
deren  Angriffspunkt  also  ebenfalls  M  ßeyn  wird.  Damit  sie 
aber  aufgehoben  werde,  und  der  Hebel  in  Ruhe  bleibe,  ist 
es  erforderlich,  dafs  ihre  Richtung  durch  den  Stützpunkt  C 
-gehe,  und  diese  , Bedingung  ist  zugleich  zur  Erhaltung  des 
Gleichgewichtes  hinreichend,  denn,  wenn  man  die  Mittelkraft 
an  jenen  Punkt  anbringt,  so  wird  sie,  durch  den  Widerstand 
jenes  festen  Punktes,   aufgehoben  werden. 

Fällt  man  vom  Punkte  C  die  senkrechten  Linien  CG, 
CH  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q,  so  hat  man, 
nach  dem  was  in  {.29  gesagt  worden  ist,  im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes, 

P  :  Q  =  CH  :  CG, 

und  umgekehrt  wird  das  Gleichgewicht  vorhanden  seyn,  wenn 
dieses  Verhältnifs  statt  hat.  Nennt  man  daher  die  senkrech- 
ten Linien  CG  und  CH  bezüglich  p  V^nd  gr,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Gleichgewichtes 

Pp  =  Qq. 
Man  nennt  da*  Moment  einer  Kraft  in  Bezie- 
hung auf  einen  Punkt,  das  Produkt  aus  dieser  Kraft 
in  die  senkrechte  Linie,  die  von  diesem  Punkte  auf  seine 
Richtung  gefällt  wird.  So  besteht  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes am  Hebel  darin,  dafs  die  Momente  der  Kraft  und 
der  Last,  in  Beziehung  auf  den  Stützpunkt  genommen,  ein- 
ander gleich  sind,  indem  nemlich  diese  zwei  Kräfte  den  Hebel 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  zu  treiben  streben. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  geraden  Linien  CG  und  CH 
auf  unveränderliche  Weise  mit  dem  Hebel  verbunden  sind, 
so  kann  man  Gund  H  als  die  Angriffspunkte  der  Ki^äfte  P 
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und  Q  ansehen  9  und  den  Hebel  JECF^  der  eine  beliebige 
Gestalt  haben  kann^  durch  den  gebrochenen  Hebel  GCH 
(Fig.  11)  ersetzen.  Die  senkrechltta  Linien  CG  und  CH 
nennt  man  die  Arme  des  Hebels,  nemlich  den  Arm  der 
Kr^ft  und  den  Arm  der  Last.  Die  Bedingung  des  Oleich- 
gewichts hängt  nicht  von  der  Gröfse  des  Winkels  GCH  ab, 
was  man  auch   a  priori   beweisen  kann« 

Denn  besclu^eibt  man  aus  dem  Punkte  C  mit  dem  Halb- 
messer CH  den  Kreisbogen  H H\  den  man  als  unverändert 
lieh  mit  dem  Hebel  verbunden  annimmt,  und  bringt  man  an 
den  Funkt  H'  zwei  Kräfte  an,  die  gleich  Q  sind,  und  in 
entgegengesetzten  Richtungen  nach  den  Theilen  H'B'  und 
H'B^'  der  Berührungslinie  dieses  Punktes  wirken,  so  ist  es 
einleuchtend,  dafs  die  Kraft  Qy  die  nach  H'B"  gerichtet  ist, 
durch  die  Kraft  Q,  die  nach  HB  gerichtet  ist,  aufgehoben 
wird ;  denn  diese  beiden  Kräfte  streben,  das  System  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  zu  dr^en,  und  es  ist  kein  Grund 
vorhanden,  warum  es  mehr  der  einen  als  der  anderen  folgen 
sollte.  Die  zweite  dieser  zwei  Kräfte  ist  daher  durch  die 
Kraft  Q  ersetzt,  die  nach  H'B'  gerichtet  ist,  und  der  Winkel 
QCH  geht  in  den  Winkel  GCH'  über,  der  gröfser  oder  klei- 
ner ist,    ohne   dafs  hierdurch  das  Gleichgewicht  gestört  wird« 

Durch  diese  Aenderung  kann  der  Winkel  der  beiden 
Hebelarme  180^  oder  Null  werden,  alsdann  ist  der  Hebel  ein 
gerader,  die  Kraft  und  die  Last  sind  parallele  Kräfte,  die  in 
demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind, 
und  für  das  Gleichgewicht  ist  es  immer  erforderlich,  dai's 
ihre  Gröfsen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Längen  ihrer 
Hebelarme  stehen« 

43. 

Nennt  man  R  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  P  und 
Q)  die  im  Punkte  M  zusammen  treffen  (Fig.  10),  und  m  den 
Winkel  jiMB^  der  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten  ist, 

so  hat  man  (}.  29) 

Ä2  =  P2  +  Q2  +  2PQ  cosm, 
und  der  Werth  von  R.  giebt  die  Last  an,  die  der  Stützpunkt 
C,   im   Zustande   des   Gleichgewichtes,    tragen   mufs.     Bringt 
man   die   Kraft  R  an   diesen  Punkt  an,   so   ist  sie  nach  der 
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geraden  Linie  CDy  die  die  Verlängerung  von  MC  ist,  ge- 
richtet. In  der  Figur  10  wird  angenommen,  dafs  der  Punkt 
C  zwischen  den  Angriffspunkten  E  und  F  der  Kraft  und  der 
Last  liegt.  Das  Gegentheil  findet  in  der  Figur  12  statt,  aber 
die  Betrachtungen,  die  eben  angestellt  worden  sind,  lassen 
sich  auf  beide  Fälle  anwenden,  sie  sind  nur  dann  von  ein- 
ander verschieden ,  dafs  im  ersten  Falle  die  Kräfte  P  und  Q 
auf  zwei  verschiedenen  Seiten  des  Hebels  wirken,  und  der 
Winkel  jiMB  spitz  ist,  während  sie  im  zweiten  Falle  auf 
derselben  Seite  wirken,  und  der  Winkel  AMB  stumpf  ist. 

Da  die  drei  Punkte  Ey  Fy  C  dieselben  bleiben,  wenn  der 
Punkt  ilf,  in  welchem  die  drei  Kräfte  P,  Q ,  R  zusammen 
treffen,  sich  in  das  Unendliche  entfernt,  so  werden •  alsdann 
diese  Kräfte  parallel.  In  dem  Falle  der  Fig.  10  wird  alsdann 
der  Winkel  m  unendlich  klein,   man  hat   cos  m  =  1    und 

folglich 

Ä  =  P  +  Q. 

Im  zweiten  Falle  v<rird  das  Supplement  de^  Winkels  m 
unendlich  klein,   man  hat  also   cos  rn  z=z  —  1   und 

R=Q-P, 
indem  man  P  <C  Q  annimmt.  Die  Mittelkraft  zweier  paral- 
leler Kräfte  ist  ihrer  Summe  oder  ihrem  Unterscliiede  gleich, 
je  nachdem  diese  Kräfte  in  demselben  oder  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  wirken.  Sind  ihre^  Richtungen  einander  entgegen- 
gesetzt, so  wirkt  die  Mittelkraft  im  Sinne  der  gröfseren.  In 
diesen  zwei  Fällen  stehen  die  Seitenkräfte  P  und  Q  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  ihrer  Abstände  CG  und  CH  von  der 
Mittelkraft. 

Dies  angenommen,  zieht  man  eine  gemeinschaftliche  senk- 
rechte Linie  auf  die  drei  parallelen  Kräfte,  und  nennt  man 
a  den  Theil  GH  dieser  geraden  Linie  (Fig.  13  u.  14),  der 
zwischen  den  zwei  Seitenkräften  P  und  Q  enthalten  ist,  und 
X  den  Abstand  CH  der  Mittelkraft  R  von  der  Seitenkraft  Q, 
die  man  als  die  gröfste  annimmt,   so  hat  man 

P   .•    Q    =    AT   .•  a    =P  -AT , 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je  nach- 
dem P  und  Q  nach  derselben  Richtung  (Fig.  13)  oder  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  (Fig,  14)  wirken.  Hieraus  fin- 
det man 


iiud  folglich 
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P  :  Q  ±:  P  =  X  :  a, 
aP 

X  z 


'  Q  ziz  P' 

wodurch  man  die  Lage  der  Mittelkraft  erfahrt ,    deretf  Werth 
Q  ±:  P  ist. 

44. 

Wenn  die  Kräfte  P  und  Q  nach  entgegengesetzten  Ricli- 
tvingen  ^rken^  .und  nur  sehr  inrenig  von  einander  verschieden 
sind,  so  wird  ihre  Mittelkraft,  immer  im  Sinne  der  gröfseren 
gerichtet,  in  einem  sehr  grofsen  Abstände  von  den  gegebenen 
Kräften  sich  befinden.  Sind  sie  aber  völlig  gleich,  so  wird 
dieser  Abstand  unendlich  grofs.  Dies  beweist,  dafs  zwei 
Kräfte,  die  gleich  grofs  und  parallel  sind,  und  in  entgegenge- 
setzten Richtungen  wirken,  nicht  durch  eine  einzige  Kraft 
ersetzt  werden  können,  und  es  ist  auch  wirklich  gar  kein 
Grund  vorhanden,  warum  diese  einzige  Kraft  eher  nach  der 
einen  als  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  wirken  sollte. 

Zwei  solche  Kräfte,  die  an  den  Endpunkten  einer  gera- 
den Linie  GH  (Fig.  15)  wirken,  werden  diese  Linie  um  ihren 
IVIittelpunkt  K  drehen;  diese  Wirkung  kann  aber  offenbar 
nicht  diu'ch  eine  einzige  Kraft  hervorgebracht  werden.  Man 
kann  diese  Kräfte  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
durch  zwei  andere  Ki'äfte  ersetzen,  die  sich  in  ähnlicllcm 
Falle  befinden,  denn  man  ändert  durchaus  Nichts  in  ihrer 
Wirkung,  wenn  man  z.  B.  an  den  Punkten  6  und  J9,  nach 
den  Verlängerungen  GJS  und  HF  der  geraden  Linie,  zwei 
gleiche  Kräfte  von  beliebiger  GrÖfse  anbringt.  Denn  die 
Mittelkraft  der  Kräfte,  die  nach  G^  und  GE  gerichtet  sind, 
und  die  der  Kräfte,  die  nach  HB  und  HF  gerichtet  sind, 
werden  noch  immer  Kräfte  seyn,  die  gleich,  parallel  und  in 
entgegengesetztem  Sinne  nach  den  Linien  GC  und  HD  ge- 
richtet sind,  und  diese  Mittelkräfte  ersetzen  die  ursprünglichen 
Kräfte,  die  nach  Gyi  und  HB  wirkten.  Nennt  man  P  die 
gemeinschaftliche  GrÖfse  dieser  zwei  Kräfte,  und  a  ihren 
Abstand ,  so  werden  sich  diese  beiden  durch  die  angegebene 
Operation  in  andere  verwandeln,  ihr  Produkt  aP  aber  bleibt 
dasselbe,    wie  dies  sogleich  bewiesen  werden  soll. 
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45. 

Uebrigens  ist  dieser  besondere  Fall  der  einzige,  in  welchem 
ein  System  von  einer  geNvissen  Anzahl  von  Kräften  P,  P\ 
P\.,f  die  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  und  auf  materielle 
Funkte  wirken ,  die  auf  unveränderliche  Weise  mit  einander 
verbunden  sind,  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  zurück  geführt 
werden  kann.  Denn  die  zwei  Kräfte  P  und  P'  mögen  in 
.einem  Punkte  zusammentreffen,  oder  parallel  seyn,  man  wird 
sie  immer  auf  eine  einzige  Kraft  Q,  durch  die  Regel  des 
Parallelogramms  der  Kräfte,  oder  durch  die  des  vorhergehen- 
den Paragraphen,  zurück  führen  können.  Diese  Kraft  Q  und 
die  Kraft  P"  kann  man  wieder  auf  eine  einzige  Kraft  O' 
zurückführen,  dann  führt  man  wieder  Q'  und  P  auf  eine 
neue  Mittelkraft  Q'^  zurück,  und  so  fahrt  man  fort,  bis  man 
alle  gegebenen  Kräfte  auf  zwei  zurück  geführt  hat,  die  sich 
wieder  selbst  zu  einer  einzigen  JR  vereinigen  lassen,  wenn  sie 
nicht  in  dem  in  Rede  stehenden  Ausnahmefall  begriffen  sind. 

Im  Allgemeinen  ist  diese  Kraft  jR  die  Mittelkraft  der  gege- 
benen Kräfte  P,  P\  P". ..,  und  fügt  man  zu  diesen  Seilen- 
kräften noch  eine  Kraft  II '  ^  hinzu ,  die  der  Kraft  JR.  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte. 
Die  Grofse  von  i^  und  seine  Lage  in  der  Ebene  der  gegebe- 
nen Kräfte  hängt  auf  keine  Weise  von  der  Ordnung  ab,  in 
welcher  man  diese  Kräfte,  bei  den  allmälichen  Reducdonen 
die  im  Vorigen  besprochen  worden  sind,  nimmt.  Denn  würde 
man,  wenn  man  die  Ordnung  änderte,  eine  andere  Mittelkraft 
S  erhalten,  die  von  R  der  Gröfse  oder  Richtung  nach  ver- 
schieden wäre,  so  müfste  eine  dieser  Kräfte  der  anderen  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen  würde,   was  unmöglich  ist. 

Wenn  die  Kräfte  P,  P',  P"...,  die  ah  einen  Hebel 
angebracht  sind,  der  in  ihren  Ebenen  liegt,  im  Gleichgewidhte 
seyn  sollen,  so  müssen  sie  sich  zuerst  auf  eine  einzige  Kraft 
zurück  führen  lassen,  denn  wenn  sie  sich  auf  zwei  parallele 
Kräfte  S  und  ä'  reducierten,  die  niclit  wieder  auf  eine  ein- 
zige Kraft  zurück  geführt  werden  könnten ,  und  wenn  S' 
diejenige  wäre,  die  dem  Stützpunkte  am  nächsten  läge,  so 
könnte  man  S'  in  zwei  Kräfte  Q  und  Q'  zerlegen,  die  parallel 
wären   und  nach  derselben  Richtung  wirkten,   und  von  wel- 
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clien  die  erste   der  Kraft  S  gerade  entgegengesetzt  wäre^    die 
andere    aber    dnrcli    den   Stützpunkt   ginge.      Da  jede   dieser 
Seitenkraft e  klc^er  als  S'  oder  S  wäre,  so.  würde  die  Kraft 
Q'    aufgehoben   werden,   und   es  würde  nur   noch   die  Kraft 
S  —  Q  übrig   bleiben ,    die  den  Hebel  ini  Sinne  der  Kraft  S 
drehen  würde«.     Sind  die   gegebenen  Kräfte   auf   eine  einzige 
Kraft   JR    zuriickgefüiirt ,    so   ist   es    noch    aufserdem   für   das 
Gleichgewicht  erforderlich,  dafs  diese  Kraft  durch  seinen  Stütz- 
punkt   gehe.      Diese    Bedingung    kann    man,    vermittelst    des 
Lehrsatzes,  der  nun  bewiesen  werden  soll,   durch  eine  Glei- 
chung  ausdrücken. 

46. 

Man  betrachte  zuerst  blos  zwei  Kräfte  und  ilire  Mittel« 
kraft.  Das  Moment  dieser  Mittelkraft,  in  Beziehung  auf  einen 
Punkte  der  in  der  Ebene  der  drei  Kräfte  liegt,  wird  der 
Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Momente  der  zwei  Seiten- 
kräfte in  Beziehung  auf  denselben  Funkt  gleich  seyn;  dem 
Unterschiede,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Momejute  in  dem 
Winkel  der  Seitenkräfte  oder  in  dessen  Scheitelwinkel  liegt; 
der  Summe  dagegen,  wenn  dieser  Punkt  auTserhalb  dieser 
zwei  Winkel  liegt. 

Es  seyen  nemlich  P  und  P'  diese  zwei  Kräfte,  M^  und 
MJl'  (Fig.  16  und  17)  ihre  Richtungen,  Q  ilire  Mittelkraft, 
die  nach  MB  wirkt,  C  *)  der  Mittelpunkt  der  Momente, 
Pf  p,  q  die  senkrechten  Linien  Ca,  Ca,  Cb,  die  von  dem 
Punkte  C  auf.  die  Riehtungen  P,  JP',  Q  gefallt  sind.  Man 
zerlege  jede  dieser  drei  Kräfte  in  zwei  andere,  die  nach  der 
geraden  Linie  MC  und  naclf  der  darauf  senkrecht  stehenden 
KMK'  gerichtet  sind,  und  betrachte  diese  senkrechten  Seiten- 
kräfte.    Man  hat  alsdann  offenbar 

cos  BMK  =  sin  BMC  z=z   i, 

c 

indem  man  durch  c  die  Lange  der  Linie  MC  bezeichnet,  da- 
her ist  die  Seitenkraft  ,von  Q,    die  nach  MK   gerichtet   ist, 


*)  Der  Verfai»cr  hätte  hier  zaerst  bemerken  sollen,  «fafs  man  den  Punkt, 
von  welchem  aus  die  senkrechten  Linien  gezogen  weirden  5  den 
Mittel püukt  der  Momente  nennt,  wie  er  diea  auch  wirklMi 
in  der  ersten  Ausgabe  getlian  hat  Anm«  de»  Uebero. 
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Qq 

gleich  — -.     Ebenso  sind  die  Seilenkräfle  von  P  und  P\  die 

c  ^ 

senkrecht   auf  MC  stehen  , 

c  c 

Sie  wirken  in  entgegengesetztem  Sinne ,  wenn  die  Linie 
MC  durch  den  Winkel  jdMA'  geht  (Fig.  16),  und  in  dem- 
selben  Sinne,  wenn  sie  aufserhalb  dieses  Winkels  fallt.  Nun 
mufs  aber  die  Summe  dieser  Seilenkräfte  im  zweiten  Falle, 
und  der  Ueberschufs  der  gröfseren  über  die  kleinere,  im 
ersten  Falle ,  der  Seitenkraft  von  Q  gleich  seyn ,  w^eil  Q  die 
Mittelkraft  von  P  und  P'  ist.  Nimmt  man  daher  an,  dafs 
die  Seitenkraft  von  P  gröfser  ist,  als  die  Seitenkraft  von  P' , 
und  läfst  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  c  weg,  so  hat  man 

Qq=:  Pp  ±:  P'p\ 
was  zu  beweisen  war. 

Denkt  man  sich,  dafs  der  Punkt  C  fest  ist,  und  dafs  die 
senkrechten  Linien  C'«,  Ca\  Cb  ein  unveränderliches  System 
bilden,  so  kühnen  die  Kräfte  P,  P\  Q,  die  man  sich  als 
an  den  Endpunkten  a,  a  ^  b  dieser  geraden  Linien  wirkend 
denken  kann,  nur  eine  drehende  Bewegung  um  den  Miltel- 
pjunkt  der  •  Momente  hervorbringen.  Der  Anblick  der  Figur 
17^  welcher  das  obere  Zeichen  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung entspricht,  zeigt,  dafs  wenn  der  Punkt  C  aufserhalb 
des  Winkels  AMA*  oder  seines  Scheitelwinkeis  fällt,  die  drei 
foäfte  ihre  AngriflFspunkte  nach  dersell^jeii  Richtung  um  den 
Punkt  C.  zu  drehen  streben ;  fällt  abei^  dieser  Punkt  innerhalb 
eines  dieser  zwei  Winkel,  so  z^gt  die  Figur  16,  die  dem 
unteren  Zeichen  entspricht,  Aifs  die  Kräfte  P  und  P'  die 
Punkte  a  und  a  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  drehen 
suchen,  und  man  sieht  auch,  dafs  in  diesem  Falle  die  Mittel- 
kraft Q  ihren  Angrüfspunkt  in  demselben  Sinne  zu  drehen 
strebt,  wie  die  Seitenkraft,  die  das  grofste  Moment  hat. 

Nach  dieser  Bemerkung  kommt  der  so  eben  bewiesene 
Lehrsatz  darauf  zurück,  dafs  das  Moment  der  Mittel- 
kraft der  beiden  Kräfte  der.  Summe  oder  dem 
Unterschiede  der  Momente  dieser  beiden  Kräfte 
gleich  ist,  je  nachdem  die  Seitenkräfte  ihre  An- 
griffspunkte in  demselben   oder  in  entgegengesetz- 
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lern  Sinne  um  den  MitteTpunkt  der  Momente  zu 
drehen  «uchen,  und  dafs  ihre  Mittelkraft  das  Be- 
streben hat,  in  demselben  Sinne  eine  Drehung 
hervorzubringen,  wie  die  Seitenkraft,  die  das 
gröf^te  Moment  hat. 

Da  dieser  Lehrsatz  für  alle  möglichen  Winkel  gültig  ist, 
die  die  Richtungen  der  Kräfte  einschliefsen  können,  so  mui's 
er  auch  noch  bestehen,  wenn  sie  parallel  sind/  Dies  kann 
übrigens  auch  leicht  aus  der  Zusammensetzung  von  Kräften 
dieser  Art  abgeleitet  werden  (f.  43), 

47. 
Der  letztere  Ausdruck   hat   den  Vortheil,    dafs  man  ibn 
leicht   auf  eine   beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  P\  /^"..., 
deren  Richtungen  in  dieselbe  Ebene  fallen,  ausdehnen  kann. 

Betrachtet  man  nemlich  den  Mittelpunkt  der  Momente 
als  einen  festen  Funkt,  um  welchen  die  Kräfte  das  System 
ihrer  Angriffspunkte  zu  drehen  suchen,  die  auf  eine  unver- 
änderliche Weise  mit  einander  verbunden  sind,  so  ist  das 
Moment  der  Mittelkraft  der  Summe  der  Momente  der  Kräfte, 
die  eine  Drehung  in  demselben  Sinne,  wie  die  Mittelkraft, 
zu  be-yrirken  suchen,  weniger  der  Summe  der  Momente  der 
Kräfte,  die  eine  Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  hervor- 
bringen, gleich. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme  man  an, 
dafs  die  drei  ersten  Kräfte  P,  P',  P"  eine  Bewegung  in 
demselben  Sinne  hervor  zu  bringen  suchen,  alle  übrigen  aber 
eine  Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne.  Man  nehme  die 
Reihe  von  Reductionen,  die  in  §,  45  vorgenommen  worden 
sind,  wieder  auf.  Sey  Q  die  Mittelkraft  von  P  und  P',  und 
Q'  die  Mittelkraft  von  Q  und  P"  oder  von  P,  P',  P".  Seyen 
ferner  p?/>'jp"j  5^>9'  die  senkrechten  Linien ,  die  vom  Mittel- 
punkt der  Momente  auf  die  Richtungen  von  P}  P  j  P'  ^  Q^Q 
gefällt  werden,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 
Qq  =  Pp+:P'p',        Q'q'  =  Qq^P"p', 

und  folglich 

Q'q'^  =  Pp  +  P'p'  +  P"p". 

Bezeichnet  man  ebenso  durch  Qx  die  Mittelkraft  aller 
übrigen  Kräfte  P'",  P«^  u.s.  w.,  durch  qi  die  senkrechte  Linie, 

5* 
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die  vom  Mittelpunkte  der  Momente  auf  ilire  Richtung  gefallt 
wird,  durch  p"\  p*^u,s.  w.  die  senkrechten  Linien^  die  von 
demselben  Punkte  auf  die  Richtungen  von  JP'",  P*^u.  s.w. 
gefallt  wertlen ,   so  hat  man  auch 

C)i?i  =  P'V"  H-P^v-^-f-- 

Die  Mittelkraft  R  aller  gegebenen  Kräfte  ist  aber  auch 
die  Mittelkraft  der  Kräfte  Q'  und  Qi,  bezeichnet  man  daher 
durch  r  die  senkrechte  Linie  ^  die  vom  Mittelpunkte  der  Mo- 
mente auf  die  Richtung  von  R  gefällt  wird,  und  bemerkt 
man,  dal's  diese  Kräfte  Q'  und  Qi  eine  Drehung  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  hervor  zu  bringen  suchen,  so  hat 
man 

Rr=  ^  {Q'q  -Qiqx), 
je  nachdem  Q'q*  gröfser  oder  kleiner  als  Q\qi  ist.  Im  ersten 
Falle  sucht  die  Kraft  R  in  demselben  Sinne  zu  drehen,  wie 
die  Kraft  Q',  folglich  auch  in  demselben  Sinne,  wi^  die  drei 
Kräfte  P,  P',  P'\  Wir  wollen  annehmen,  dafs  dieser  erste 
Fall  statt  habe;  substituiert  man  statt  Q'q  und  Qiji  ihre 
Werthe,   so  hat  man  alsdann 

Rr  =  Pp  J^  P'p'  +  P"p''  —  P'"p'''—P^yp^y...    (1) 

und  diese  Gleichung  enthält  den  Lehrsatz,  der  bewiesen  wer- 
den sollte. 

Setzt  man  voraus,  dafs  der  IVIittelpunkt  der  Momente  der 
Stützpunkt  des  Hebels  sey,  an  welchen  die  Kräfte  P,  P',  P"... 
angebracht  sind,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  dieses  Hebels 
erforderlich,    dafs  man  habe 

Pp  -f  P>'  +  P>"  —  P'>'"  —  P^yp^y...  =  o    (2) 

weU  in  diesem  Falle  die  Kräfte  eine  Mittelkraft  haben  müs- 
sen, die  durch  den  Stützpunkt  geht  (f.  45),  und  für  wdchen 
man  also 

r=  o 

hat. 

48. 
Man  kann  die  Oleichung  (l)  allgemeiner  machen,  wenn 
man  annimmt,  dafs  man  die  Kräfte  P,  P',  P"...  durch  Zer- 
legungen und  Zusammensetzungen  in  andere  Kräfte  S,  S ,  S  . . . 
umgeändert  habe,  deren  Summe  den  gegebenen  Kräften  gleich 
ist.     Bezeichnet   i>ian    durch   s^  s\  *"  u,  s.  w.  die  senkrechten 
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Linien ,  die  \om  Mittelpunkte  der  Momente  atiF  die  Richtun- 
gen von  Sy  S'  5"...  gefallt  werden,  so  findet  man  duHIi 
dieselbe  Betrachtung,  wie  im  vorhergehenden  Pai*agraphen , 

Ss  +  S's'  4-  5" 6"  ^-  ,..  =  P^  -f  P'p'  4.  p"p  ' 
_  P'y— Ptvpir..,  (a) 

in  welcher  Gleichuijg  man  die  Momente  der  Kräfte  5,  5',  5"..., 
die  nach  derselben  Richtung  zu  drehen  streben,  wie  die  Kräfte 
P,  P%  P"*..,  mit  dem  Zeichen  -|-  nehmen  mufs,  dagegen  die 
JMomente  derjenigen,  die  in  demselben  Sinne,  wie  die  Kräfte 
P'",  P^^f.*  zu  drehen  streben,  mit  dem  Zeichen  — . 

Der  besondere  Fall,  wenn  die  Kräfte  P,  P',  P".,.  9ich 
nicht  auf  eine  einzige  zurück  führen  lassen,  ist  in  dieser  letzten 
Gleichuüg  enthalten.  Seyen  alsdann  S  und  iS'  zwei  Kräfte, 
die  gleich  parallel  und  sich  nicht  gerade  entgegen  gesetzt  sind, 
und  nenne  man  /*  üu'en  wechselseitigen  Abstand.  Liegt  der 
Mittelpunkt  der  Momente  zwischen  ihren  Richtungen,  so  hat  man 

&  '}-  &    =  h^ 

sie  strebei^  alsdann,  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  um  die* 
sen  Funkt  hervor  zu  bringen ,  man  mufs  daher  ilu'en  Momen- 
ten  dasselbe  Zeichen  geben,  und  erhält 

Ss  -f   S'a'  z=z  Sh. 

Ist  dagegen  der  Mittelpunkt  der  Momente  nicht  zwischen 
S  und  S'  enthalten,  und  man  setzt   s  p>  *',   so  hat  man 

«  —  &'  =  Ä, 
diese  beiden   Kräfte    streben    alsdann ,  •  eine    Drehung   in   ent- 
gegengesetztem Sinne  hervor  zu  bringen,   und  man  mufs  dem 
Moment  von  S  das  Zeichen  -f"  ^^^  ^^^^  Moment  von  S'  das 
Zeichen  —  geben.     Hieraus  folgt 

Ss  —  S's'  —  STu 

Folglich  wird  die  Gleichung  (3)  immer 
Sil  =  Pp  +  Py  +  P'Y  —  P'"f'  —  P'^p'^—  .... 

Da  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  aus  lauter  gegebe- 
nen "Gröfsen  besteht,  so  folgt  daraus,  dafs'wenn  sich  die 
Werthe  von  S  und  7i  ändern,  ihr  Produkt  dennoch  dasselbe 
bleibt,   wie  dies  schon  früher  gesagt  worden  ist. 

Man  schliefst ' auch  aus  djeser  letzten  Gleichung,  dafs  d^e 
gegebenen  Kräfte,  wenn  der  zweite  Theil  der  Gleichuug  Null 
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ist,  nicht  in  dem  Ausnahmefall  enthalten  sind,  in  welchem 
sie  nicht  auf  eine  einzige  zurück  geführt  werden  können. 
Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Gleichung  (2)  zugleich  ausdrückt, 
dafs  die  Kräfte  P,  P'  P"..,  eine  einzige  Mittelkraft  haben, 
und  dafs  diese  Mittelkraft  durch  den  Mittelpunkt  der  Momente 
geht,  folglich  ist  sie  die  Gleichung,  die  für  das  Gleichgewicht 
des  Hebels,  dessen  Stützpunkt  der  Mittelpunkt  der  Momente 
ist,  nothwendig  und  hinreichend  i»t.  Die  Mittelkraft  Ä,  die 
man  durch  die  Reihe  von  Reductionen  des  {.  45  erhält,  drückt 
die  Last  aus,  die  der  Stützpunkt  tragen  mufs;  ist  diese  Null, 
so  halten  sich  die  Kräfte  P,  P',  P"...  in  ihrer  Ebene ^  ohne 
Hülfe'  dieses  festen  Punktes  ^   im  Gleichgewichte« 

49. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  am  Hebel  läfst  sich 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken^  die  der  Formel  (i)  in  {•  39 
analog   ist« 

Seyen  z.B.  M,  M',  M"  (Fig.  18)  die  Angriffspunkte  der 
drei  Kräfte  P,  P',  P",    die  auf  den  Hebel  ECF  nach  den 
Richtungen  M^j  M' A\  M" A'\  die  in  seiner  Ebene  enthal-. 
ten  sind,   wirken.     Man  drehe   den  Hebel  um   ein  unendlich 
Kleines  um  seinen  Stützpunkt  C,    so   dafs  M^  3f',  Jli"  nach 
nij  m\  m^  kommen.     Nach  der  Erklärung  des  J.  39  sind  die 
unendlicli   kleinen   Bogen   Mm^  M!m\  M'^m"^    die  man  als 
gerade  Linieh  ansehen  kann,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
der  Angriffspunkte'  Jtf,  M\  M'*  der  drei  Kräfte,   die  man  be- 
trachtet.     Ich   ftille    von   nt^m    m"    senkrechte  Linien    ma, 
ma'j  m*a*  auf  die  geraden  Linien  MA^  M'  A\  M"  A"  oder 
auf  ihre  Verlängerung;     Ma  ist  die  Projeclion  von  Mm  auf 
die   Richtung    der   Kraft  P  selbst,    die    den   Hebel  im   Sinne 
der    statt   gehabten  Umdrehung   zu   drehen   sucht,    M  a    und 
M''a'   sind  die  Pröjectionen   von  M'm'  und  M!'rn*    auf  diö 
Verlängerungen   der   beiden   anderen   Kräfte  P    und  P  ,    die 
ihn  in  entgegengesetztem  Sinne    zu   drehen   suchen.     Aus  die- 
sem   Grunde    betrachte   ich    die   erste   dieser  Pröjectionen    als 
eine  positive  Gröfse,   und  die  zwei  anderen  als  negative  Grö- 
fsen.     Ich  bezeichne  diese  drei  Gröfscn  durch  II,  II  ,  II  . 

Dies    angenommen ,    so   mufs,   in  Folge   dips   Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeit,  die  Summe  der  gegebenen  Kräfte, 
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bezügllcli  mit  den  eben  erklärten  Pro)ectionen  der  virtuellen 
Gesclnvindigkelten  ilirer  AngrüTspunkte  multipllciert ,  im  Falle 
des  GleicligewicLtes  Null  seyn,  und  umgekehrt  hat  das  Gteich- 
gewicht  statt,  wenn  diese  Summe  Null  ist,  so  dafs  diese 
Gleichung  des  Gleichgewichtes  des  Hebels 

Pn  +  P'n'  -f  P'^ll"  =  o  (4) 

ist.  Wirklich  kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen,  dafs 
diese  Gleichung  mit  derjenigen  zusammenfallt,  die  aus-  der 
Betrachtung  der  Momente  abgeleitet  worden  ist. 

Man  bezeichne,  zu  diesem  Zwecke,  durch  /?,  p^  p*  die 
senkrechten  Linien  CG,  CG\  CG'\  die  vom  Puncte  C  auf 
die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P',  P"  gefallt  werden,  durch 
c,  c  j  c'  die  Abstände  CJtf,  CM\  CM"  ihrer  Angriffspunkte 
vom  Punkte  C,  und  durch  y,  y'y  y"  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten Mm,  M'my  M"7n\  Da  der  unendlich  kleine 
Bogen  Mm  mit  seiner  Tangente  zusammenfallt,  so  stehen  die 
Seiten  der  Dreiecke  Mma  und  CMG  senkrecht  auf  einan- 
der,  und  die  Dreiecke  sind  daher  ähnlich,  man  hat  also 

Ma  :  Mm  =  CG  :  CMy 
und  da 

Ma  =  n,   Mm  =  y,   CG  =  p,  CM  =  c, 

80  ergiebt  sich  hieraus 

c 
Ebenso  findet  man 

c  c 

indem  man  bemerkt,  dafs  II'  und  II",  nach  der  Voraus- 
setzung, negative  Gröfsen  sind«  Da  übrigens  die  Gestalt  des 
Hebels  als  unveränderlich  genommen  wird,  so  entsprechen  die 
drei  Bogen  Mm^  M* m  ^  M" m'y  die  zu  gleicher  Zeit  be- 
schrieben werden,  demselben  Winkel,  und  dividiert  man  sie 
dturcb  ihre  bezüglichen  Halbmesser  CM,  CM\  CM'%  so  hat. 
man  drei  gleiche  Verhältnisse.  -  Bezeichnet  man  durch  S"  die 
gemeinschaftliche  Gröfse  dieser  Verhältnisse,   so  hat  man  also 

y  _  y   _  ?L  —  ,^ 

— 7-     _      -77    XT, 

c  c  c 

und  folglich 

n  =  p^,  n'=  —  p^,  n"  =  —p"&. 
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Substituiert  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4), 

und  läfst  den  ßUeu  Gliedern  genieiuschaftlicheu  Factor  ^  >yeg, 

so  erhält  man 

Pp  —  p'p'  _  p"p"  =  o, 

was  wirklich  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  des  Hebels^ 
den  wir  betrachten ,  ist«  Multipliciert  man  umgekehrt  diese 
letzte  Gleichung  durch  &y  so  geht  sie  in  die  Gleichung  (4)^ 
über. 

Die  Betrachtung  würde  offenbar  immer  dieselbe  bleiben^ 
wie  groÜB  man  auch  die  Anzahl  der  gegebenen  Kräfte  P^ 
JP',  P"  annehmen  magj  und  nach  welcher  Richtung  sie  auch 
den  Hebel  drehen  mögen. 
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Drittes    Kapitel. 

Ueber  die  Zusammensetzung   und   das   Gleichgea^icht   der  paralUien 

Kräfte. 

50. 

K 

Die  Zusammensetzung  der  parallelen  Kräfte  kann  man^ 
>vie  früher  gezeigt  worden  ist ,  aus  der  Regel  des  Parallelo- 
gramms der  KräHe  ableiten,  indem  man  die  gegebenen  Kräfte 
wie  Kräfte  betrachtet,  deren  Richtungen,  unendlich  verlängert^ 
zusammen  treffen.  Man  kann  aber,  indem  man  noch  immer 
von  dieser  Regel  Gebrauch  macht,  die  Mittelkraft  zweier  pa- 
ralleler Kräfte  auch  aiif  andere  Weise  erhalten,  die  ebenfalls 
von  Nutzen  ist«    "  ,  ^ 

Seyen  P  und  Q  die  zwei  Seitenkräfte,  die  auf  die  Punkte 
JE  und  JF  der  unbiegsamen  geraden  Linie  JSFf  nach  den  pa« 
rallelen  Richtungen  JE^  und  FB,  in  demselben  Sinne  (Fig*  19), 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  (Fig*  20) ,  wirken.  An  die- 
sem Systeme  von  Kräften  ändert  man  Nichts,  wenn  man  an 
die  Endpunkte  dieser  geraden  Linie  gleiche  Kräfte  anbringt, 
die  sich  entgegengesetzt,  nach  den  Verlängerungen  JEC  und 
FD  dieser  geraden  Linie  gerichtet  sind,  und  deren  gemein- 
schaftliche Gröfse  durch  S  vorgestellt  wird.  Ich  nehme  die 
Mittelkraft  der  Kräfte  P  und  Sj  die  an  den  Punkt  F  ange- 
bracht sind,  und  die  eine  Kraft  P'  seyn  wird,  welche  nach 
der  geraden  Linie  Fj4'  wirkt,  die  innerhalb  des  Winkels 
jiEC  Hegt.  Ebenso  wird  die  Mittelkraft  der  Kräfte  Q  und 
Sy  die  am  Punkte  JP  wirken,  eine  Kraft  Q'  seyn,  die  nach 
der  Richtung  der  geraden  Linie  JPJ5'  wirkt,  welche  innerhalb 
des  Winkels  BFD  liegt.  Nimmt  man  den  Fall  des  f.  44  aus, 
wo  die  Kräfte  P  und  Q  gleich  sind,  und  in  entgegengesetzter 
Richtung  wirken,  so  werden  die  zwei  geraden  Linien  Fj4' 
und  FB'  nicht  parallel  seyn.  Nimmt  man  daher  an,  dafs 
ihr  Durchschnittspunkt  K  imveränderlich  mit  der  Linie  FF 
verbunden  ist,  so  wird  es  erlaubt -seyn ,  ihn  als  den  gemein- 
scliaftlichen  Angriffspunkt  der  beiden  Kräfte  P'  und  Q'  an- 
zusehen ({.41).    Durch  diesen  Punkt  K  ziehe  ich  die  geraden 
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Linien  E' F'  und  KH'  parallel  mit  der  geraden  Linie  £/' 
und  den  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q\  ich  zerlege  als- 
dann Jede  dieser  Kräfte  P  und  Q'  nach  diesen  Parallelen. 
Auf  diese  Weise  mufs  man  offenbar  die  Seitenkräfte  S  und  P 
wiederfinden,  die  nach  KE'  und  KH  gerichtet  sind,  und 
ferner  die  Seitenkräfte  S  und  Q^  die  nach  KF'  und  KH 
gerichtet  sind  (Fig.  19),  oder  nuLch.KF'  und  KH'  (Fig. 20). 
"Wir  werden  also  dieselben  vier  Kräfte  haben  wie  früher,  niu: 
dafs  sie  Jetzt  alle  vier  an  denselben  Funkt  K  angebracht  sind. 
Vernachlässigt  man  die  beiden  Kräfte  S,  so  bleiben  noch  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q,  die  iin  Falle  der  Figur  19  nach  der- 
selben geraden  Linie  KH^  oder,  im  Falle  der  Figur  20,  welche 
voraussetzt,  dafs  Q  die  gröfste  der  beiden  gegebenen  Kräfte 
ist,  nach  der  Linie  KH  und  der^n  Verlängerung  KH'  ger 
richtet  sind.  Die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  wird  ihnen 
^Iso  parallel  seyn,  und  wenn  man  sie  durch  R  bezeichnet, 
80  hat  man 

Je  nachdem  sie  in  demselben  oder  in  entgegengeaetztem  Sinne 
gerichtet  sind. 

Um  den  Punkt  O  zu  bestimmen,  wo  die  Richtung  dieser 
Mittelkraft  die  gerade  Linie  EF  oder  ihre  Verlängerung 
schneidet,  nehme  ich  an,  dafs  E'  und  jP'  die  Durchschnitte 
der  Linien  AE  und  BF  mit  der  Linie  E'JB''  sind,  die  bei- 
den Vierecke  EE*KO  und  FF'KO  sind  Parallelogramme, 
und  wenn  man  ihre  Diagonalen  KE  und  KF  nimmt,  um 
die  Mittelkräfte  P'  und  Q'  vorzustellen,  so  hat  man 

S  :  P  =z  EO  :  KO 

S :  Q  =  FO :  KO 
als   die  Verhältnisse   der  Seitenkräfte.     Hieraus  schliefst  man 

P  :Q  =  FO  :  EO, 
wodurch  man   die  Lage   des  Punktes  O  findet,    den  man  für 
den  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  nehmen  kann. 

Auch  findet  man 

P  :  Q  ztz  P  =  FO  :  EF 
Q  :  Q  äz^P  =  EO  :  EF, 
wo  sich  die  oberen  Zeichen  auf  die  Figur  19  und  die  unteren 
auf  die  Figur  20  beziehen^  nimmt  man  nun  auf  den  vorher- 
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gehenden  Wertli  von  R  Riickslclit,  80  bat  man  dalier  in  bei- 
den Fällen 

P  :  Q  :  R  =  FO:  EO  :  EF, 

woraus  sieb  ergiebt,  dafs  jede  der  drei  Kräfte  PjQ^R  dem 
Abstände  proportional  ist,  der  zwiscben  den  Angriffspunkten 
der  beiden  jibrigen  entbalten  ist. 

Dieses  Verbältnifs  und  folglicb  aucb  die  Lage  des  Punktes 
Oy  ist  iinabbängig  von  dem  Winkel,  unter  welcbem  die  Ricb- 
tungen  der  gegebenen  Kräfte  von  der  Linie  EF  gescbnitten 
werden,  die  irgend  eine  beliebige  gerade  Linie  seyn  kann, 
die  in  ibren  Endpunkten  diese  zwei  Bichtungen  trifft. 

SU 

Man  kann  )etzt  ohne  Schwierigkeit  alle  die  Fragen  lösen^ 
die  sieh  hinsichtlich  der  Zusammensetzung  zweier  paralleler 
Kräfte  in  eine  einzige,  und  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer 
Kraft  in  zwei  andere,  die  ihr  parallel  sind,  darbieten  können. 
Wir  werden  in  dieser  Beziehung  in  keine  weitere  Erörterung 
eingehen ,  und  eben  so  wenig  auf  den  besonderen  Fall  zurück 
kommen,  wenn  zwei  gleiche  und  nicht  gerade  entgegengesetzte 
Kräfte  gegeben  sind,  welchen  wir  von  dem  vorhergehenden 
Bew^eise  ausgeschlossen  haben,  und  der  auch  hinlänglich  in 
$.44  untersucht  worden  ist. 

Ich  will  nun  eine  beliebige  Anzahl  paralleler  Kräfte  be- 
tracliten,  von  welchen  ein  Theil  in  einem  Sinne,  der  andere  in 
entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  und  die  entweder  in  derselben 
oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  und  an  Punkte  ange« 
bracht  sind,  die  auf  unveränderliche  Weise  imter  sich  ver- 
bunden sind ,  wie  z.  B. ,  wenn  sie  an  verschiedene  Punkte 
eine«  festen  Körpers  angebracht  sind.  Setzt  man  zwei  dieser 
Kräfte  in  eine  einzige  zusammen,  alsdann  diese  und  eine 
dritte  wieder  in  eine  einzige  und.  so  weiter,  so  kann  man 
zuletzt  die  Grofse  der  Mittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  und 
ihre  Lage  im  Räume  bestimmen,  wenn  nicht  die  zwei  letzten 
Kräfte,  die  man  zu  betrachten  hat,  unter  den  Ausnahmefall 
des  f.  44  fallen.  Diese  Mittelkraft  ist  offenbar  der  gemein- 
scliaftlichen  RiclituDg  der  Seitenkräfte  parallel,  aufserdem  ist 
sie  der  Summe  derjenigen,  die  in  einem  Sinne  wirken,  we- 
niger der  Summe  derjenigen,   die  in  entgegengesetztem  "Sinne 
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\vlrken,  gleich,  wnd  wirkt  'ia  dem  Sinne  der  grüfseren  Summe. 
Betrachtet  man  daher  die  einen  als  positive,  und  die  anderen 
als  negative  Grofsen  (f.  11),  und  stellt  sie  durch  P,  P',  P"... 
und  ihre  Mittelkraft  durch  Ä  vor,  so  hat  man  immer 

Ä  =  P-j.  P'  +P".... 

52. 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  sich  um  ilire  Angriffspunkte 
drehen,  ohne  aufzuhören  parallel  zu  seyn,  so  dr^ht  sich  ihre 
^Mittelkraft  ebenfalls  um  einen  Punkt  ihrer  Richtung ,  denn  ihr 
AngriiTspunkt,  den  man  findet,  wenn  man  allmälich  die  gege- 
benen Kräfte,  wie  so  eben  angegeben  wurde,  zusammensetzt, 
hängt  auf  keine  Weise  von  der  gemeinschaftlichen  Richtung 
dieser  Kräfte  ab,  und  bleibt  daher  derselbe,  wenn  diese  Rich- 
tung sich  ändert. 

Man  nehme  z.  B,  an,  dafs  die  Anzalil  der  gegebenen 
Kräfte  drei  sey,  nemlich  P,  P',  P",  die  nach  den  geraden 
Linien  Mj4,  M'A\  M" A''  gerichtet  sind  (Fig.  21).  Sey 
zuerst  NB  die  Richtung  der  Mittelkraft  von  P  und  P',  die 
gleich  P  -f-  P'  seyn  wird ,  ferner  sey  N' B'  die  Richtxmg 
der  Mittelkraft  von  P  '\-  P'  und  P",  indem  in  der  Figur 
angenommen  wird,  dafs  die  letztere  P"  in  einer  Richtung 
wirkt,  die  der  Richtung  von  P  und  P'  entgegengesetzt,  und 
gröfser  als  P^-P'  ist.  Nun  denke  man  sich,  dafs  die  drei 
Kräfte  P,  P',  P"  sich  um  die  Punkte  Jf,  M\  M''  drehen, 
indem:  sie  ihren  Parallelismus  und  die  relative  Richtung  ihrer 
Wirkungen  beibehalten.  Seyen  JVia,  M'a\  M^'a"  ihre  neuen 
Richtungen.  In  diesem  neuen  Zustande  trifft  die  Mittelkraft 
der  Kräfte  P  und  P'  die  gerade  Linie  MM'  in  demselben 
Punkte  N  wie  früher,  da  die  Lage  dieses  Punktes  nur  von 
dem  Verhältnifs  der  Seitenkräfte  abhängt,  und  keinesweges 
von  dem  Winkel,  den  die  gerade  Linie  MM'  mit  ihren 
Richtungen  einschliefst  (^.  50) ;  sie  wird  nun  nach  der  geraden 
Linie  Nh  gerichtet  6eyn,  die  mit  Ma  und  M*a'  parallel  ist, 
und  noch  immer  gleich  P  -|-  P'  seyn.  Aus  demselben  Grunde 
trifft  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P  -f  P'  und  P"  die  Verlän- 
gerung der  geraden  Linie  MM'  in  demselben  Punkte  N'  wie 
früher,  und  wird  nach  der  geraden  Linie  ^'6'' gerichtet  seyn, 
die   mit   Nb   parallel  ist^    hieraus   folgte    dafs,   während   die 
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drei  Kräfte  P,  P'  P""  »ich  um  ihre  AngrüTgpuiikte  il/,  M\  M" 
drehen,   auch  ihre  Mittelkraft  sich  um  den  Ptmkt  N'  dreht« 

53. 
Wir  werden  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
den  Punkt  nennen  ^  in  Welchem  sich  alle  auf  einander  folgen- 
den Richtungen  der  Mittelkraft  schneiden ,  wenn  sich  ihre 
Seitenkräfte  um  ihre  AngrifTspunkte  drehen,  die  man  als  un- 
veränderliche annimmt. 

Man  wird  in  der  Folge  sehen,  wie  wichtig  es  ist,  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  zu  betrachten,  besonders 
bei  den  Fragen,  die  sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Be- 
wegung der  schweren  Körper  beziehen.  Man  kann  schon 
hier  die  Bemerkung  machen,  dafs,  wenn  ein  fester  Körper 
durch  beliebige  Kräfte  getrieben  wird,  und  man  den  Mittel- 
punkt dieser  Kräfte  bestimmt,  den  man  als  fest  annimmt,  das 
Gleichgewicht  in  allen  Lagen  statt  hat,  die  der  Körper  um 
diesen  Punkt  annehmen  kann,  sobald  nur  die  gegebenen 
Kräfte  immer  parallel  und  an  dieselben  Punkte  diesem  Kör- 
pers angebracht  bleiben,  denn  ihre  Mittelkraft  wird  alsdann 
beständig  durch  den  festen  Punkt  gehen,  was  hinreichend  ist, 
um  sie  aufzuheben« 

Die  Coordiiiaten  des  ^Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte, 
auf  drei  reclitwinklige  Aken  bezogen,  hängen,  wie  man  sieht, 
von  den  Produkten  dieser  Kräfte,  multipliciert  mit  den  Coor- 
dinaten  ihrer  AngrüTspunkte ,  ab.  Da  diese  Produkte  sehr 
häufig  vorkommen,  hat  man  ihnen  einen  besonderen  Namen 
gegeben ;  man  nennt  nemlich  Moment  einer  Kraft  in 
Beziehung  auf  eine  Ebene  das  Produkt  aus  dieser 
Kraft  in  ihren  Abstand  von  dieser  Ebene.  Ist  z.  B.  P  die 
Gröi'se  einer  Kraft,  die  an  einen  Punkt  angebracht  ist,  dessen 
Coordinaten  x^y,  z  sind,  so  sind^die  Produkte  Pzy  Py,  Px 
ilu*e  Momente  in  Beziehung  auf  die  Ebenen  der  x  und  y, 
X  und  z,  y  und  z.  Die  Momente  dieser  Art  haben,  im  All- 
gemeinen, durchaus  nichts  Gemeinschaftliches  mit  den  Momen- 
ten in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  die  im  J.  42  erklärt  wor- 
den sind.  Diese  hänge^a  nen^Uch  von  der  Richtung  der 
Kraft  ab,  und  sind  von  seinem  Angriffspunkte  unabhängig; 
die  Momente   in   Beziehung   auf  eine  Ebene    dagegen   hängen 


78 

■ 

nur  von  der  Lage  des  Angriffspunktes  der  Kraft  ab, 
und  sind  von  ihrer  Richtung  unabhängig.  Man  braucht 
die  Letzteren  nur  da,  wo  parallele  Kräfte  in  Betrachtung 
kommen,  so  dafs  sie  positive  oder  negative  Gröfsen  seyn 
können,  da  die  Kraft  und  die  Coordinaten  des  Punktes,  an 
vrelchen  sie  angebracht  ist,  ebenfalls  positiv  oder  negativ  seyn 
können« 

54. 
Seyen  M,  M\  M"  u.s.w-  (Fig.  22)  die  Angriffspunkte 
der  parallelen  Kräfte  P,  P',  P"  u. s.w.,  deren  Richtungen 
nicht  weiter  in  Betraclit  kommen.  Man  ziehe  willkührlicli 
die  drei  rechtwinkligen  Axen  Oxy  Oy,  Oä,  die  die  Coordina- 
tenaxen  seyn  werden.  Man  bezeichne  durch  x,  y^  z  die 
Coordinaten  von  M,  durch  x\y\  z  die  Coordinaten  von  M\ 
durch  x'  y'\  z"  die  Coordinaten  von  M"  u.  s.  w.,  und  setze 
voraus,  dafs  alle  diese  Coordinaten  und  diese  Kräfte  gegebene 
Gröfsen  seyen,   die  positiv  oder  negativ  seyn  können. 

Seyen  ferner  Qy  Q\  Q"  u.  s.  w.  die  Projectionen  der 
Punkte  Mf  M'y  M"  u.  s.  w.  auf  die  Ebene  der  x  und  j',  so 
dafs  man  hat 

MQ  =  z,    M'Q'  =  z\    M'q''  =  z'  u.  s.w. 

Ferner  bezeichne  man  durch  x^y  y\y  z^  die  drei  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte,  deren  Werlhe  man 
finden  will. 

Die  Mittelkraft  P  ^  P'  der  zwei  Kräfte  P  und  P' 
wird  in  irgend  einem  Punkte  iV  die  gerade  Linie  MM*  oder 
ihre  Verlängerung  treffen,  je  nachdem  diese  beiden  Kräfte 
dasselbe  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  in  beiden  Fäl- 
len hat  man  aber 

P'  ;  P  ^  P'  =,  MN  :  MM\ 

8ey  K  die  Protection  von  N  auf  die  Ebene  von  x  und  y. 
Durch  den  Punkt  M  ziehe  man  die  Linie  MGH  parallel  mit 
der  geraden  Linie  QKQ\  die  die  geraden  Linien  NK  und 
M'Q'  ia  den  Punkten  G  und  H  trifft,  so  dafs  man  hat 

MQ  ^G'kzrz  HQ\ 

auch  hat  man 

MN  :  MM'  =  NG  :  M'n, 
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und  aus  dieser  Proportion,  verbunden  mit  der  vorhergehen- 
den,  findet  man 

(P  +  P')  NG  =  P'.  M'H. 

Zu  dieser  Gleichung  addiere  ich  die  identische  Gleichung 

(P  +  P')  GK  =  P.  MQ  -^  P'.HQ' 

und  erhalte 

(P  +  P')  iVÄ  =  Pz  +  P'z'. 

Die  Miltelkrail  der  beiden  Kräfte  P '\' P'  und  P"  wird 
in  einem  Punkte  JV'  die  gerade  Linie  NM"  oder  ihre  Ver- 
längerung treiTetiy  je  nachdem  diese  beiden  Kräfte  dasselbe 
oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben  werden,  und  wenn  K' 
die  Projection  von  JV'  auf  die  Ebene  der  x  und  ^  ist,  so 
findet  man,   wie  im. vorhergehenden  Falle, 

(P  ^  P'  +  P")  N'K'  =  (P  +  P)  NK  +  P"ä", 
folglich  hat  man 

(jp  J^  P'  J^  P")  N'K'  —    Pz  +  P'z    +  P"z\ 

Auf  diese  Weise  fährt  man  fort,  bis  man  alle  gegebenen 
Kräfte  P,  P\  P"  u.  s.w.  erschöpft  hat,  und  wenn  R  die 
Mittelkraft  aller  ist ,   so  hat  man  zuletzt 

Äzi  =.  Pz  +  P'z'  ^  P"z'  +  .... 
Die  Figur  22  setzt  voraus,  dafs  alle  Punkte  M ,  M' ,  M" 
u.  8.  w.  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  x  und  y  liegen, 
oder  dafs  ihre  Ordinaten,  die  der  Axe  der  z  parallel  sind, 
alle  dasselbe  Zeichen  haben;  man  sieht  aber  leicht,  dafs, 
wenn  die  vorhergehende  Gleichung  in  diesem  Falle  richtig  ist, 
dies  auch  noch  dann  statt  finden  wird,  wenn  diese  Ordinaten 
theilweise  positiv  und  theilweise  negativ  sind.  Denn  man 
verschiebe  die  Ebene  der  x  und  y ,  mit  sich  selbst  parallel, 
bis  zu  einem  beliebigen  Abstände  h  von  seiner  früheren  Lage. 
In  Beziehung  auf  diese  neue  Ebene  seyen  Z,  Z\  Z"  u.  s.  w. 
die  Coordinaten  von  Jlf,  Jtf ',  JM"  u.s.w.,  und  Zi  die  Coor- 
dbate  des  Mittelpunktes  der  paralleleji  Kräfte,  so  dafs  man  hat 

Zi  =  ^i  — A,  Z—z  —  h,  Z'  —  z'—h,  Z"  =  z'  —  h 
U.S.W.  Zieht  man  nun  von  der  vorhergehenden  Gleichung 
die  identische  Gleichung 

Rh  =  Ph  H-  P'h  +  P"A  +  ••. 
ab ,  80  erhält  man 
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in  welcher  Gleichung  die  Ordinalen  Zj  Z' ,  Z"  u.  s.  w.  positiv 
oder  negativ  seyn  können. 

Man  sieht  also,  dafs  in  allen  Fällen  das  Moment  der 
Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  von  parallelen  Kräften  in 
Beziehung  auf  eine  Ebene,  die  man  willkührlich  gewählt  hat, 
der  Summe  der  Momente  dieser  Kräfte ,  in  Beziehung  auf 
dieselbe  Ebene,   gleich  ist, 

55. 
Nimmt  man  allmalich  die  Momente   in  Beziehung  auf  die 
drei  Coordinatenebenen ,    so  hat  man,   nach  den  vorhergehen-«^ 
den  Bezeichnungen, 

Ryx  =  Pr  +  P'y  +  ^'>"  +  -.  }      (0 

Ä^i  =  Pz  +  P\'  +  P"z"  +  ... ) 

und  da  ' 

R^P  ^  P'  J^  P"  +  ...  (2) 

ist,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  paral- 
lelen Kräfte  vollkommen  bestimmt.  Zieht  man  durch  diesen 
Punkt,  nach  der  Richtung,  dfe  das  Zeichen  von  R  angiebt, 
eine,  gerade  Linie  parallel  mit  den  gegebenen  Kräften  ^  so  hat 
man  die  Richtung  der  Mittelkraft.  Diese  vier  Gleichungen 
enthalten  auf  die  allgemeinste  Weise  die  Theorie  der  paraUe« 
len  Kräfte. 

Die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  P,  P',  P'\ . .  ist 
gleich  Null,  in  Beziehung  auf  jede  Ebene,  die  durch  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  geht.  Denn  nimmt  man 
diese  Ebene  für  die  der  x  und  J",  so  mufs  man  uothwendig 
Zi  =  o  haben,  und  folglich 

Pz  +  P'z'  +  PV  +  ...  =  o. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  sich  die  Kräfte  P,  P', 
P'...  auf  zwei  gleiche  Kräfte  reducieren,  die  in  entgegenge- 
setztem Sinne  wirken,  ist  ihre  Summe  R  gleich  Null,  wo- 
durch die  Werthe  von  ^i,  jKi?  ^1  unendlich  grofs  werden. 
Der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  liegt  alsdann  unendlich 
weit  entfernt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dieser  Mittelpunkt  ist 
gar  nicht  vorhanden,   eben  so  wenig,   wie  die  Mittelkraft. 
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56. 
Wenn  alle  AngrifFspunkte  My  M'  M'\»*  der  gegebenen 
Kräfte  in  derselben  Ebene  liegen ,  so  ist,  nach  der  BescliafTen- 
Leit  des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte  ((•  52)  klar ,  dafs 
dieser  Punkt ^  wenn  er  vorhanden  ist,  sich  ebenfalls  in  dieser 
Ebene  befinden  mufs;  dies  kann  man  auch  aus  den  Gleichun- 
gen (1)  und  (2)  schliefsen. 

-Bezeichnet  man   nemlich  drei  gegebene  Constantei;!  durch 
a,  by  Cy    so  hat  man  in  diesem  Falle 

z  z=  ax  -^  bjy  ^  c 
z'  =:  ax*  -|-  hy'  -|-  c 
z'—  ax''  \.  hy'\^  c 

U.   8.   Vf. 

Ich  substituiere  diese  Werthe  von  ä,  z\  z"  w.g.yr.  in 
die  dritte  Gleichung  (1)  und  erhalte 

Rzi  =  {Px  +  P'x'  +  PV  +  ..•)  a 

+  (P^^.  py  +  py'  +  ...)  c. 

Vermöge  der  zwei  anderen  Gleichungen  (l)  und  der  Gleichung 
(2)  kann  man  die  Coeificienten  a^byC  durch  Rxi^  Ryij  Rzi 
ersetzen,  und  wenn  man  alsdann  den  gemeinschaftlichen  Factor 
R  wegläfst,  so  hat  man 

zi  =  axi  4-  byi  +  c, 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
in  der  Ebene  der  Punkte  Jf,  M\  M'\..  liegt. 

Wenn  alle  diese  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  befindet  sich  dieser  Mittelpunkt  ebenfalls  auf  derselben, 
und  die  erste  der  Gleichungen  (f)  ist  alsdann  hinreichend,  um 
seine  Lage  zu  bestimmen,  wenn  man  diese  gerade  Linie  für 
die  Axe  der  x  nimmt.  Sind  aufserdem  die  Kräfte  P,  P'jP'\,, 
senkrecht  auf  dieser  geraden  Linie,  so  fallen  die  Momente, 
die  wir  gegenwärtig  betrachten,  mit  dei^Momenten  in  Bezie- 
hung auf  einen  Punkt,  der  hier  der  Anfangspunkt  O  der 
Abscissen  x  ist,  zusammen,  und  die  erste  Gleichung  (1)  fällt 
mit  der  Gleichung  (1)  des  $•  47  zusammen.  Es  ist  nemlich 
leicht  zu  sehen,  dafs  unter  den  gegebenen  Kräften  P,  P\ 
P"...,  die  Kräfte,  welche  nach  derselben  Richtung  um  den 
Punkt  O  zu  drehen  suchen,  yne  die  Mittelkraft  R,  diejenigen 

6 


82 

-  Bind,  die  dasselbe  Zeichen,  -wie  ihre  Abstände  x,  x',  x"... 
von  diesem  Puakte,  Laben,  wäbrend  diejenigen,  welclie  eine 
Drehung  in  en (gegen gesetztem  Sinne  zu  bewirken  suchen ,  die 
Kräfte  sind,  deren  Zeichen'  dem  ihrer  entsprechenden  Ab- 
stände entgegengesetzt  ist;  fo1gUc}i  werden  die  Momente  der 
ersteren  Kräfte  addiert,  die  der  letzteren  abgezogen,  gerade  so, 
wie  es  iu  dem  erwähnten  Paragraphen  geUlirt  worden  ist. 

57. 

Aus  der  eben  erläuterten  Theorie  kann  man  leicht  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  paralleler  Kräfte  P,  P' ,  P".., 
ableiten. 

Ist  gar  kein  fester  Punkt  in  dem  Systeme,  so  ist  es  für 
das  Gleichgewicht  erforderlich,  dafs,  wenn  man  eine  dieser 
Kräfte,  z.B.  die  Kraft  P,  absondert,  alle  übrigen  eine  Mittel- 
kraft haben ,  die  gleich  P  und  ihm  entgegengesetzt  ist.  Sey 
also  R'  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P',  P"...;  weü  die  Kräfte 
P  und  R'  gleich  und  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet 
sind,  so  müssen  sie  gleich  seyn  und  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  das  hcifst,  es  mufs 

P  -\-  R'  =  0 
seyn.    Da  aber  R'  die  Summe  der  Seitenkräfte  P'  P' ...  ist, 
erste  Gleichung  des  Gleichgewichtes, 

p'  +  p"  +  ...  =  «.  (») 

lUB  zu  drücken ,  dafs  die  Kriifle  P  und  R' 
X  sind,  seyen  a,  ß,  y  die  drei  Coordina- 
!8   der   parallelen   Kräfte  P',  P"...,   so 
dafs  man  hat  « 

R'a  =  P'x'  +  P"x"  +  ... 

Ä'^  =  py  +  i>V' + - 

R'y  =  P'z'  +  P"a"  +... 
Da  dieser  Mitlelbunkt  der  Angriffspunkt  ihrer  Mittelkraft: 
R  ist,  so  ist  es  nothwendig,  dafs  er  sich  auf  der  Richtung 
der  Kraft  P  b^nde,  damit  R'  dieser  Kraft  gerade  entgegen- 
gesetzt sey,  oder,  was  dasselbe  ist,  dieser  Punkt  und  der 
Angriffspunkt  M  der  Kraft  P  müssen  auf  einer  Linie  liegen, 
die  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  gegebenen  Kräfte  pa- 
rallel ist.     Nimmt  man  daher,  der  grüJ^eren  Einfachheit  wegen. 
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an,  dals  die  Ebene  der  x  und  y  senkrecht  auf  dieser  Rich- 
tung steht,  so  müssen  diese  beiden  Punkte  auf  derselben  Linie, 
die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht,  liegen;  sie  haben  also 
dieselbe  Projection  auf  diese  Ebene,  folglich  müssen  ihre 
Coordinaten,  die  den  Axen  der  x  und  y  parallel  sind,  einan* 
der  gleich  seyn,    so  dafs  man  hat 

a  =  AT,     ß  =  y. 
Ich  substituiere   daher   x  und  y   statt   a  und  ß   in   den  zwei 
ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen;  und  da 

Ä'  =?  —  p, 

so  erhält  man 

Px  +  F'x'  +  P"x"  ^  ...  =  o  1 

Py  +  py  +  P'Y  +  ...  =  o  /         (*) 

welche  Gleichungen  andeuten,  dafs  die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  P,  P',  P"...  in  Beziehung  auf  die  Ebenen  der 
X  und  z^  und  der  y  und  z,  die  ,  ihren  Richtungen  pai*allel 
sind,  Null  ist. 

Das  Gleichgewicht  dieser  Kräfte  erfordert  also,  dafs  die 
Gleichungen  {a)  und  (&)  zu  gleicher  Zeit  statt  finden.  Und 
umgekehrt  ist  das  Gleichgewicht  vorhanden,  wenn  diesen  drei 
Gleichungen  Genüge  geleistet  wird.  Denn  betrachtet  man  die 
Mittelkraft  R'  aller  Kräfte  weniger  eine,  so  hat  man,  in 
Folge  dieser  Gleichungen  ^ 

A'^=  —  P,    R'az=z  —  Px,     R'ß=  —  Py, 

und  folglich 

a  =  Xj     ß  =y, 

so  dafs  diese  Mittdkraft  der  Kraft  Py  die  man  weggelassen 
hattet  gleich  und  gerade  entgegengesetzt  ist.  Hierzu  ist  es 
nicht  erforderlich,  dafs  die  beiden  Ebenen,  in  Beziehung  auf 
welche  die  Summe  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte  Null 
ist,  auf  einander  senkrecht  stehen,  es  genügt  schon,  wenn 
sie  den  Richtungen  dieser  Kräfte  parallel  sind,  und  man  kann 
sich  leicht  überzeugen,  dafs  wenn  diese  Bedingungen  in  Be- 
ziehung auf  zwei  Ebenen,  die  dieser  Richtung  parallel  sind, 
erfüllt  sind ,  sie  es  auch  in'  Beziehung  auf  alle  übrigen  seyn 
werden. 

Wir'  können   also    nun   behaupten,    dafs    zum    Gleichge- 
wichte  eines  Systems  paralleler   Kräfte,    die  an  einen   festen 
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völlig  freien  Körper  angebracht  sind,  es  liinreicliend  und  nolh- 
vrendig  ist, 

1)  dafs    die   Summe  dieser   Kräfte  Null   sey; 

2)  dafs  die  Summe  ihrer  Momente,  in  Bezie- 
hung auf  zwei  beliebige  Ebenen,  die  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Richtung  parallel  sind.  Null 
sey. 

Wenn  alle  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthalten  sind,  so 
ist  diese  zweite  Bedingung,  in  Beziehung  auf  diese  Ebene, 
schon  erfüllt,  und  es  ist  hinreichend,  wenn  sie  auch  noch  in 
Beziehung  auf  eine  andere  Ebene  erfüllt  wird« 

58. 

Wenn  ein  Funkt  des  festen  Körpers  als  unbeweglich  an- 
genommen wird,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  paralle- 
len Kräfte  hinreichend,  dafs  die  Summe  ihrer  Momente  in 
Beziehung  auf  zwei  Ebenen,  die  durch  diesen  Punkt  gehen, 
und  ihrer  Richtung  parallel  sind.  Null  sey,  und  es  ist  alsdann 
nicht  mehr  nöthig,  dafs  ihre  Mittelkraft  Null  sey,  denn  die 
Abstände  der  Mittelkra^  von  den  beiden  Ebenen  werden  als- 
dann Null  seyn,  diese  wird  daher  mit  ihrem  Durchschnitte 
zusammenfallen,  und  durch  den  Widerstand  des  festen  Punktes 
aufgehoben  werden. 

Ist  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt  der  paralleleh  Kräfte, 
so  ist  die  Summe  der  Momente,  in  Beziehung  auf  jede  Ebene, 
die  durch  diesen  Punkt  geht.  Null,  folglich  halten  sich  die 
gegebenen  Kräfte  im  Gleichgewichte,  wie  auch  ihre  gemein- 
schaftliche Richtung  beschaffen  sey,  wie  dies  schon  früher 
(f.  53)  gefunden  worden  ist. 

Wenn  ein  fester  Körper  durch  eine  unbewegliche  Axe 
zurückgehalten  wird,  um  welche  er  sich  nur  frei  herum  dre- 
hen kann ,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  parallelen 
Kräfte,  die  an  seine  verschiedenen  Punkte  angebracht  sind, 
hinreichend,  dafs  die  Summe  der  Momente  in  Beziehung  auf 
die  Ebene,  die  durch  diese  Axe  parallel  mit  der  Richtung 
der  Kräfte  gezogen  ist.  Null  sey;  denn  ihre  Mittelkraft  fallt 
alsdann  in  diese  Ebene,  trifft  dort  die  feste  Axe  und  wird 
durch   ihren    Widerstand   aufgehoben.      Wenn   die   feste   Axe 
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seibat  den  gegebenen  Kräften  parallel  Ist,  so  ist  die  in  Rede 
stehende  Ebene  unbestimmt ,  daher  fällt  die  Gleichung  des 
GJeichgevrichtes  ganz  weg^  was  auch  seyn  mufs,  da  Kräfte^ 
die  alle  einer  festen  Axe  parallel  sind,  einen  festen  Körper 
nicht  um  diese  Axe  drehen  können^  so  dafs,  in  diesem  Falle, 
das  Gleichgewicht,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Orüfse  und  ihre 
Abstände  von  dieser  Axe,  statt  hat« 
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Viertes   Kapitel. 

Allgemein^  Betrachtungen  über   die  schweren  Körper  und  die 

Schwerpunkte» 

59. 

Man  nennt  ohne  Unterschied  Schwere  oder  Schwer- 
kraft die  Kraft,  welche  alle  Körper  zur  Oberfläche  der 
Erde  hintreibt,  sobald  sie  nicht  gehalten  werden.  Ihre  Wir- 
kung erstreckt  sich  auf  alle  materiellen  Funkte,  nach  Rich- 
tungen, die  senkrecht  auf  dieser  Oberfläche  sind,  oder  nach 
verticalen  Linien.  Die  verlängerten  Richtungen  der  Scliwere, 
an  verschiedenen  Orten  der  Erde,  müssen  daher  in  ihrem 
Mittelpunkte  zusammentreffen,  da  sie  eine  fast  kugelförmige 
Gestalt  hat.  Berücksichtigt  man  aber  die  Gröfse  eines  Erd- 
halbmessers, im  Verhältnisse  zu  den  Ausdehnungen  der  Kör- 
per, die  man  gewöhnlich  betrachtet,  so  kann  man  ohne  merk- 
lichen Fehler  annehmen,  dafs  die  Richtungen  der  Schwere, 
in  der  ganzen  Ausdehnung  eines  und  desselben  Körpers ,  pa- 
rallel sind.  ' 

Die  Beobachtung  hat  gezeigt,  dafs  die  Intensität  dieser 
Kraft  an  der  Oberfläche  der  Erde  sich  mit  der  Breite  ändert, 
und  dafs  sie  sich  auf  einer  und  derselben  Verlicalen  mit  der 
Höhe  über  dieser  Oberfläche  ändert;  die  Unterschiede  in  der 
Höhe  und  Breite  müssen  aber  sehr  beträchtlich  seyn,  wenn 
diese  Aenderuugen  merklich  werden  sollen,  und  sie  sind  es 
keinesweges  in  der  Ausdehnung  eines  Körpers  von  gewöhn- 
lichen Dimensionen« 

60. 
Hieraus  kann  man  schÜefsen,  dafs  die  Mittelkraft  der 
unendlich  vielen  parallelen  Kräfte,  die  auf  alle  Punkte  eines 
schweren  Körpers  wirken,  Von  seiner  Gestalt  unabhängig  ist 5 
diese  Mittelkraft  ist  das,  was  man  das  Gewicht  des  Körpers 
nennt.  In  den  gleichartigen  Körpern  ist  das  Gewicht 
offenbar  seinem  körperlichen  Inhalte  proportional;  aber  die 
tägliche  Erfahrung  zeigt  uns,  dafs  verschiedene  Körper  von 
gleichem    Inhalte    nicht  gleiches   Gewicht   haben.      Dies  kann 
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entweder  da^er  rubren ,  dafs  die  Ansiekungakraft  der  Erde, 

die  die  ij^esentlidie  Ursache  der  Schwere  ist,  ^ie  man  später 

sehen  wird,  von  der  Natur  der  materiellen  Punkte,  auf  welche 

sie  wirkt,  abhängt,  oder  auch  daher,  dafs  ungleichartige 

Körper,  bei  gleichem  Inhalte ,   verschiedene  Quantitäten  mate« 

riellcr  gleich    schwerer  Punkte    enthalten.       >^i^  werden  in 

einem  anderen  Kapitel  zeigen,  wie  man  aus  der  beobachteten 

Bewegung  der  schweren  Körper  geschlossen  hat,    dafs  es  der 

zweite    dieser   zwei   denkbaren  Fälle  ist,   der  wii^klich  in  der 

Natur  statt  hat. 

£s  folgt  hieraus,  dafs  das  Gewicht  eines  beliebigen  Kör- 
pers im  zusammengesetzten  Verhältnisse  seiner  Alasse  und  der 
Intensität  der  Schwere  an  dem  Orte  wo  er  sich  befindet,  steht. 
Neni|t  man  daher  dieses  Gewicht  P,  JU  die  Masse  und  g 
das  Maafs  der  Schwere,   so  hat  man 

P  =  gM. 
Diese  Gröfse  gy  die  nicht  von'  der  besonderen  Naliir 
eines  jeden  Körpers  abhängt,  ist,  wie  man  sieht,  das  Gewicht 
desjenigen,  dessen  Masse  man  w^illkiihi^lich  als  Einheit  an« 
nimmt.  In  der  Folge  wird  man  sehen,  wie  ihr  AVerth  an 
verschiedenen  Punkten  der  Erd^  nach  der  Bewegung  der 
Körper,  die  blos  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen 
sind,   bestimmt  worden  ist. 

Wir  können  auch  schreiben 

P  z=Ur 

indem  man  durch  II  das  Gewicht  des  Körpers  in  der  Eluheit 
des  Volumens,  und  durch  f^  das  Volumen  bezeichnet.  Das 
Gewicht  yist  das,  was  man  die  specifische  Schwere 
des  Körpers,  den  man  betrachtet,  nennt,  was  aber  eine  sehr 
unpassende  Benennung  ist,  da  die  Schwere  allen  Körpern 
von  verschiedenen  Arten  gemeiuschafllich  ist,  und  die  man 
durch  den  Ausdruck  specifisches  Gewicht  ersetzen  sollte. 

Bezeichnet  man  endlich  durch  D  die  in   der  Einheit  des 

Volumens  enthaltene  Masse  des  Körpers,'  den  man  bet]|ichtet, 

so  ist  D  das,  was  man  die  Dichtigkeit  des  Körpers  nennt, 

und  man  hat 

M  =  Dr,      P  —  g  DV. 

Dies  sind   die  Gleichungen,   die   zwischen  den  fünf  Grö- 
fsen   P,  g^  Jtf,Z?,  V  stau  linden,  von  welchen  jede  in  Zah- 
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len    ausgedrückt   seyn   mufs,    indem  man  sie    auf  die    Einheit 
ihrer  Art  bezieht« 

61. 
Das  Gramme  oder  die  Gewichtseinheit,  ist  das  Gewicht 
eines  Kubikcentimeters  deslillierten  Wassers  im  Maximum 
seiner  Dichtigkeit,  welches  ungefähr  4  Graden  des  hundert- 
theiligen  Thermometers  entspricht.  Dies  Gewicht  ändert  sich 
mit  dem  Orle  auf  der  Erde ,  den  es  einnimmt ;  da  aber  das 
Gewicht  aller  übrigen  Körper,  zu  deren  Abwägung  es  dient, 
in  demselben  Verhältnisse  sich  ändert,  so  folgt  hieraus,  dafs 
das  Gewicht  irgend  eines  Körpers,  in  Grammen  ausgedrückt, 
überall  dasselbe  ist  und  dafs  man  nicht  nöthig  hat  anzugeben, 
an  welchem  Orte  es  bestimmt  worden  ist.  Nach  Hallström's 
Versuchen  ist  das  Gewicht  eines  Kubikcentimeters  destillierten 
Wassers,  bei  der  Temperatur  Null, 

O,^'*«"»«  9998918, 
Gewöhnlich  nimmt  man  als  Einheit  der  Dichtigkeit,  die 
Dichtigkeit  des  destillierten  Wassers  bei  dieser  letzteren  Tem- 
peratur. Die  Dichtigkeit  einer  grofsen  Anzahl  von  Substan- 
2e^  ist  durch  Versuche  bestimmt  und  vermittelst  dieser  Ein- 
heit in  Zahlen  angegeben  worden.  So  z.  B.  ist  die  Dichtig- 
keit des  Quecksilbers  bei  dieser  Temperatur 

13,5975, 
und  sie  nimmt  um 

1 

5550 ' 
bei  jeder  Verminderung  oder  Erhöhung  der  Temperatur  von 
einem  Grade,  zu  oder  ab.  Die  Dichtigkeit  der  Luft,  bei 
der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises ,  und  unter  dem 
barometrischen  Drucke  von  76  Centimeter  ist  auf  der  Pari- 
ser Sternwarte  zu 


769,4 

bestima|t    worden,    und    bei    jeder   Veränderung   von    einem 

Grade    in    der   Temperatur    ändert    sie    sich   in    umgekehrtem  v 

Verhältnisse  um  , 

0,00375 , 

wie   die   eines   jeden   anderen   Gases. 

Da  sich  das  Gewicht  der  Quecksilbersäule,  die  den  baro- 
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metrisclien  Druck  angiebt^  nüt  der  geograplüsclien  Breite  und 
der  Höhe  über  der  Oberfläche  der  Erde  ändert,  so  ändert 
sich  zugleich  auch  die  Dichtigkeit  der  Luft,  die  dem  Drucke 
einer  Quecksilbersäule  von  gegebener  Höhe  unterworfen  seyn 
soll.  Es  ist  daher  nicht  hinreichend,  dafs  man  diese  Höhe 
angiebt,  man  mufs  auch  sagen,  auf  -welchen  Ort  sie  sich  be- 
zieht, so  wie  z.  B.  auf  die  Pariser  Sternwarte.  Das  Ver- 
hältnifs  der  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu  dem  der  Luft, 
welches   den  vorhergehenden  Zahlen  entspricht,  ist 

10462. 
Sobald  man  irgend  eine  Erscheinung,  wie  z.  B.  die  Warme, 
von  einer  materiellen  Substanz  ableitet,  so  ist  diese  Substanz 
der  Schwerkraft  unterworfen;  der  Ausdruck  unwägbar  kann 
dalier  nur  von  einer  Materie  gebraucht  werden ,  deren  Dich- 
tigkeit so  gering  ist,  da  sie  sich  allen,  uns  zu  Gebote  stehen- 
den, Mitteln  sie  ausfindig  zu  machen,  entzieht,  so  dafs  ihre 
Anwesenheit  weder  das  mefsbare  Gewicht,  noch  die  mefs- 
bare  Masse  des  Körpers,  zu  dem  sie  gehört,  vermehrt,  wie 
gvo£s  auch  die  Quantität  derselben  sey, 

62. 

Die  Gewichte  sind  die  uns  am  genauesten  bekannten 
Kräfte  und  deren  Verhältnisse  wir,  vermittelst  der  Wage, 
mit  der  gröfsten  Genauigkeit  und  Leichtigkeit  bestimmen  kön- 
nen. Es  ist  daher  sehr  naturgemäfs,  sie  als  Vergleichmittel 
für  Kräfte  anderer  Art  anzuwenden.  Wenn  daher  z.  B.  die 
Muskelkraft  eines  Thiers  oder  irgend  eine  andere  Kraft  auf 
einen  Körper  vermittelst  eines  Seils,  das  an  seine  Oberfläche 
angebracht  ist,  wirkt,  so  können  wir  uns  immer  denken,  dafs 
diese  Kraft  einem  gewissen  bestimmten  Gewichte  gleich  sey, 
und  wir  können  sogar,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  ihre 
Wirkung  durch  die  jenes  Gewichtes  ersetzen ,  indem  man  es 
an  das  Ende  des  Seils  anbringt,  nachdem  man  dieses  über 
eine  Rolle  geführt  hat,  die  auf  eine  passende  Art  angebracht 
worden  ist. 

Das  Gewicht  bietet  das  bequemste  Maafs  der  Masse  dar; 
ohne  Hülfe  der  Schwerkraft  würde  es  sehr  schwierig  seyn, 
das  Verhältnifs  der  Masse  zweier  Körper  zu  bestimmen.  In 
der  Folge  wird  man  zwar  sehen,   dafs  man  es,   mit  Genauig- 
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keit;  aus  dem  wechselseitigen  Stofse  dieser  Körper  bestimmen 

könnte;    es  ist  aber  viel  einfacher,  das  Verhältnifs  der  Massep 

durch  das  Verhältnifs  der  Gewichte  zu  ersetzen,  welchem  es, 

in  Folge  der  Gleichung 

P  =  gM, 

an  jedem  Orte  auf  de^  Erde   gleich  ist.      Indessen  mufs  man 

doch   einen  Begriff  von  der  Gleichheit  und  dem  Verhältnisse 

der  Massen  haben,  ohne  dafs  man  auf  die  Schwerkraft  zurück 

geht,  die  nur  eine  untergeordnete  Eigenschaft  der  Körper  ist, 

da  sie,    ohne  dafs  die  Massen   sich  ändern,   ganz  unmerklich 

wird,    wenn   man    die   Körper   in    einen   hinlänglich    grofsen 

Abstand  von  der  Erde  bringt.     "Wir  w'erden  an  einer  anderen 

Stelle  dieses  Werkes  auf  diesen  Punkt  zurück  kommen» 

63. 
Da  alle  Punkte  eine^  schweren  Körpers  durch  parallele 
Kräfte  getrieben  werden,  so  folgt  daraus,  dafs,  wenn  man 
diesem  Körper  verschiedene  Lagen  in  Beziehung  auf  die  Rich- 
tung dieser  Kräfte  giebt,  ihre  Mittelkraft  beständig  durch  den- 
selben Punkt  des  Körpers  gehen  wird.  Dieser  Punkt,  den 
wir  im  Allgemeinen  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
genannt  haben  (f.  53),  erhält  hier  den  besonderen  Namen 
Schwerpunkt.  Seine  charakteristische  Eigenschaft  bei  den 
festen  Körpern,  die  nur  der  Wirkung  der  Schwerkraft  unter- 
worfen  sind ,- besteht  darin,  dafs,  wenn  man  ihn  als  fest  an- 
nimmt, der  Korper,  dem  er  angehört,  in  allen  möglichen  La- 
gen um  diesen  Punkt  im  Gleichgewichte  bleibt,  weil  in  allen 
diesen  Lagen  die  Mittelkraft  der  Kräfte,  die  an  alle^  Punkte 
des  Körpers  angebracht  sind,    durch  den  festen  Punkt  geht. 

Auch  sieht  man,  dafs,  wenn  ein  fester  schwerer  Körper 
durch  einen  anderen  festen  Punkt  zurück  gehalten  wird,  es 
alsdann  für  das  Gleichgewicht  nothwendig  und  hinreichend  ist, 
dafs  die  Linie  ,  die  diesen  Punkt  und  den  Schwerpunkt  ver- 
bindet, verlical  sey,  wobei  sich  übrigens  der  Schwerpunkt 
über  oder  unter  dem  festen  Punkte  befinden  kann.  Da  nem- 
llch  das  Gewicht  des  Körpers  eine  verticale  Kraft  ist,  die  an 
seinen  Schwerpunkt  angebracht  ist ,  so  fällt ,  in  dieser  Vor- 
aussetzung, ihre  Richtung  mit  der  geraden  Linie,  die  diesen 
INliltelpunkt  und  den  festen  Punkt  verbindet,   oder   mit  ihrer 
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Verlängerung,  zusammen.  Folglich  wird  diese  Kraft  durch 
den  Widerstand  des  festen  Punktes  aufgehoben ,  ebenso ,  als 
wenn  sie  unmittelbar  an  denselben  angebracht  wäre. 

Hängt  man  einen  schweren  festen  Körper  an  einem  festen 
Punkte  vermittelst  eines  Fadens  auf,  dessen  unteres  Ende  an 
emen  Punkt  seiner  Oberfläche  befestigt  ist,  so  folgt  aus  dem* 
selben  Grunde,  dafs  die  Richtung  dieses  Fadens  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  vertical  seyn  und  seine  Verlängerung 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  wird.  Ebenso 
wird  sich  die  Sache  verhalten,  wenn  man  den  Köri^er  an 
demselben  festen  Punkte  aufliängt,  während  man  das  untere 
Ende  des  Fadens  an  andere  Punkte  seiner  Oberfläche  anbringt. 
Di«  Verlängerungen  des  Fadens  werden  sich  im  Innern  des 
Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden,  welcher  Umstand 
ein  praktisches  Mittel  darbietet,  die  Lage  des  Schwerpunktes 
in  einem  Körper  von  beliebiger  Gestalt,  er  sey  gleichartig 
oder  ungleichartig,  zu  bestimmen. 

Bei  allen  Fragen  über  das  Gleichgewicht,  die  sich  auf 
emen  festen  Körper  beziehen,  kann  man  von  dem  Gewichte 
seiner  verschiedenen  Theile  absehen,  sobald  man  nur  zu  den 
anderen  gegebenen  Kräften,  die  auf  diesen  Körper  wirken, 
eine  Kraft  hinzufügt,  die  seinem  Gewichte  gleich  und  vertical 
an  seinen  Schwerpunkt  angebracht  ist  So  z.  B.  mufs  man, 
im  Falle  des  Gleichgewichtes  des  Hebels,  unter  die  Zahl 
der  gegebenen  Kräfte,  deren  Momentensumme ,  in  Beziehung 
auf  den  Stützpunkt,  Null  seyn  soll  (J.47),  auch  das  Gewicht 
des  Hebels  aufnehmen,  das  an  seinem  Schwerpunkte  nach 
der  Richtung  der  Schwere  wirkt. 

64. 
Wenn  man  die  Schwerpunkte  G  und  C  zweier  Theile 
eines  Körpers  und  ihre  Gewichte  p  und  p'  kennt,  so  kann 
man  hieraus  unmittelbar  den  Schwerpunkt  K  dieses  Körpers 
finden.  Denn  dieser  Punkt  ist  der  Stützpunkt  der  Mittelkraft 
der  paralleleh  Kräfte  jj  und  p\  die  in  demselben  Sinne  an 
den  Endpunkten  G  und  C  der  Linie  GG'  wirken,  und 
liegt  auf  dieser  Linie;  um  seine  Lage  zu  bestimmen,  hat 
man  daher 

GK  :  GG'  =  p'  :  p  ^  p'. 
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Kennt  man  ebenso  die  Schwerpunkte  K  und  6  des 
Körpers  und  eines  seiner  Theile,  und  sind  die  Gewichte  des 
Körpers  und  dieses  Theils  P  und  p^  so  kann  man  hieraus 
den  Schwerpunkt  G'  des  anderen  Theils  finden;  denn  dieser 
Punkt  liegt  oberhalb  des  Punktes  K  auf  der  Verlängerung 
der  geraden  Linie  GK^  und  sein  Abstand  vom  Funkte  G 
wird  durch  die  Proportion 

GG'  :  GK  =  P  :  P  —  p 

bestimmt  seyn* 

Ist  ein  Körper  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Theilen  ge- 
theilt;  deren  Gewichte  und  Schwerpunkte  bekannt  sind,  so 
kann  man  hieraus  seinen  Schwerpunkt  durch  eine  Reihe  von 
Verhältnissen  finden.  Es  ist  aber  besser,  seine  drei  Coordi- 
naten  vermittelst  des  Lehrsatzes  zu  bestimmen,  &er  sich  auf 
die  Momente  der  parallelen  Kräfte  bezieht  (}•  54). 

Es  seyen  z.  B.  p,  p',  p". ..  die  Gewichte  der  verschie- 
denen Theile  des  Körpers,  und  P  sein  völliges  Gewicht,  so 
dafs  man  hat 

P  =  p  +  p'  +  p'  +  ...• 

Seyen  ferner  x^y^  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
des  Theils,  dessen  Gewicht  p  ist,  x' ^  y\  z  die  des  Schwer- 
punktes des  Theils,  dessen  Gewicht  p'  ist  u,  s.  w.  Alle  diese 
Gröfsen  sind  ndch  der  Voraussetzung  gegeben,  und  wenn  man 
^i>  jKi>  ^i  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  ganzen 
Körpers  nennt,  die  auf  dieselben  Axen,  wie  die  vorhet- 
gehenden,    bezogen  sind,   so  hat  n^an,    nach  dem  angeführten 

Lehrsatze , 

Pxx  =  px  -f-  p'x'  -f-  p*x"  -|-  ••• 

Py\  —  py\-  V  y  +  pV  +  ••• 

P z\  =  pz  -|-  p' z'    -|-  p"^"  4*  ••• 
wodurch  man    die   Werlhe    von   äTj,  j^i,  Zi   erhält. 

65. 
Man  kann  auch  in  diesen  Gleichungen  die  Gewichte  durch 
die  Massen,  welchen  sie  proportional  sind,  ersetzen.  Bezeich- 
net man  daher  durch  m,  ?/»',  m^.,.  die  Massen  der  verschie- 
denen Theile  des  Körpers,  deren  Gewicht«  durch  p^p'^P  ••• 
bezeichnet  werden,  und  nennt  man  die  ganze  Masse  jlf ,  so 
dafs  man  hat 


} 
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3i  =  m  -f-  /n'  -j-  m"  +  ••., 
80  folgt  hieraus 

Mxi  =  mx  -f-  ni' x'  -f-  m" x"  -f-  •••  ^ 

3iyi  =  TW j'  -f  m'y  4-  'wV'  +  •••  f        (i) 
Mzi  =  /TOÄ  -f-  7i»'js'  -|-  m*&'  -|-  ...  \ 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Schwerpunkt  von  der  Intensität 
der  Schwere  unabhängig  ist,  und  dai's  es,  in  allen  Hohen 
über  der  Oberfläche  der  Erde  und  unter  allen  geographischen 
Breiten,  immer  derselbe  Punkt  seyn  wird.  Durch  die  Be- 
merkung, dafs  dieser  Punkt  die  Wirkung  der  Schwere  nicht 
voraussetzt,  und  nur  von  den  Massen  und  ilirer  Verlheilung 
abhängt,  sind  Euler  und  andere  Schriftsteller  veranlafst  wor- 
den, ihn  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  zu  nennen; 
die  Benennung  Schwerpunkt  hat  aber  eine  allgemeinere 
Aufnahme  gefunden. 

Wenn  die  Masse  M  in  eine  unendlich  grofse  Anzahl  un- 
endlich kleiner  Theile  tw,  tw',  m"...  eingetheiit  worden  ist, 
80  kann  man  jeden  beliebigen  Punkt  eines  jeden  derselben 
als  seinen  Schwerpunkt  ansehen ,  da  die  Coordinaten ,  auf  die 
Axen  aller  Punkte  eines  jeden  Elementes  bezogen,  nur  um 
ein  unendlich  Kleines  von  einander  verschieden  sind.  Die 
zweiten  Theile  der  Gleichung  (1)  bestehen  alsdann  aus  ^iner 
unendlich  grofsen  Anzahl  unendlich  kleiner  Glieder,  deren 
Summen,  nach  dem  auf  vielfache  Integrale  ausgedehnten  Lehr- 
satze des  (.  13 ,  bestimmte  Integrale  seyn  werden.  Man  kann 
daher  immer,  durch  die  Regeln  der  Integralrechnung,  den 
Schwerpunkt  irgend  eines  Körpers  genau  oder  nah erungs weise 
bestimmen,    ohne  dafs  man  den  eines  seiner  Theile  kennt. 

Wenn  alle  Theile  eines  Körpers  gleichartig  sind,  so  ver- 
halten sich  ihre  Massen  wie  ihre  körperlichen  Inhalte,  man 
kann  daher  alsdann  diese  Inhalte  an  die  Stelle  der  Massen  in 
die  Gleichungen  (1)  setzen,  und  wenn  man  durch  /^  den  gan- 
zen Inhalt  und  durch  v,  v\  v"...  seine  Tlieile,  die  7W,  rn'y 
m\ ,.  entsprechen,  darstellt,   so  hat  man 

V  z=z   if   -j-   V     -j-   v"  -}-  ... 
Vxx  =  vx'\'  v'x*  -f-  v' X*  -[-... 

Vy\  =  ^y  +  ^'y  +  »''V"  +  ••• 

Vzx  1:=  i^c  -}-  V  z'  -(-  v^ z"  -|-  .... 
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Der  Punkt,  den  man  durch  diese  Gleichungen  bestimmt, 
ist  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte,  die  an  alle  Punkte 
des  Körpers  angebracht,  und  den  Elementen  seines  Inhalts 
proportional  sind;  diesen  Punkt  nennt  man  den  Schwer- 
punkt des  Inhalts,  wiewohl  ein  Inhalt  als  solcher  weder 
Masse  noch  Schwere  hat*  Man  nennt  auch  Schwerpunkt 
einer  Oberfläche  oder  einer  Linie,  den  Mittelpunkt  der  paral- 
lelen Kräfte,  die  an  alle  ihre  Punkte  angebracht,  und  ihren 
Elementen  proportional  sind.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes 
bestimmt  man,  indem  man  in  den  vorhergehenden  Gleichun- 
gen, die  Volumina  Vy  v,  v\  v\..^  durch  den  Flächenraum 
der  Oberfläche  und  ilirer  Theüe,  oder  durch  die  Länge  der 
Linie  und  ihrer  Theile  ersetzt. 

66. 

Die  Massen  M^  in,  m\  zn". ...  und  die  wechselseiligen 
Abstände  ilirer  Schwerpunkte,  sind  unter  einander  durch  eine 
Gleichung  verbunden  ^  die  man  leicht  aus  der  Gleichung  (1) 
ableiten  kann. 

Zu  diesem  Endzwecke  setze  man  den  Anfang  der  Coor- 
dinaten in  den  Schwerpunkt  von  M^   alsdann  werden   diese 

Gleichungen 

mx  -|-  mx*  -j-  m^x^  -|-  ...  z=  o 

my  -f-  rny'  -|-  m'y"  -|-  ...  =  o 

mz  -}-  rn  z'  -f-  m'z"  -j-  ...  =  o. 

Erhebt  man  die  erste  auf  das  Quadrat,  so  findet  man 

m^x^  +  m'^x^  +  m'^x'^  +  ... 

=  —  2  mm,' xx'  —  2  m,m>'^ xx"  —  2  m>' m" x  x*' —  ... 

Ich  addiere  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  •  den  Aus- 
druck 

,m  {m  -j-  m"  -j-  ...)  x^  -J-  m'  (/n  +  y»'  +  •••)  at'^ 

-|-  m\m,  -j-  77»'-}"  •••)* "^  "f"  •••^ 
so  folgt  hieraus 

M  {mx^  +  77tV2  +  7n"Ä?"2  ^  _.)  =  rnm'  {x  —  xy 

-f-  m,m,'*  (jx  —  x")'^  -|-  m' m"  {x*  —  x")^  +  .... 
Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (l)  geben  auf  die- 
selbe Weise 

M  (mjK^  +  my^  -{-  m"y"2^  ...)  =  mm'  (j  —  y)"^ 

-{-  mm''  (y  —  y")^  -f  m' m"  (y'  -- y")^  +  ... 
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M  (ms'  -^  m' z'^  -^  m" z"^  +...)  =  mm'  (z  —  *')' 
+  mm"  (z  —  z'y  +  m'm"  (z'  —  *")»  +  .... 

Addieren  wir  diese  drei  letzten  Gleichungen,  und  setzen 

a:2   -J-^2  -{-  Ä«  =  r2 

•  •  •  •  • 

(^  _  *')2   -I-   Cr   —  ^')2  +   (z    —   «')2  =  e« 

(*-*")"  +  (y  -^")^  +  («  -  '")"  =  e'"* 


80  erhalten  vrir 

M  (mr^  +  m'r'3  +  m"r"^  +  ...)  =  mm' q^ 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,  in  welcher  Qy  Q  y  (>"... 
die  wechselseitigen  Abstände  der  Schwerpunkte,  ni,m',Tn'\,. 
und  r,  r',  r", .  •  die  Abstände  dieser  Punkte  vom  Schwer- 
punkte von  M  sind. 

67. 
Aus  den  Gleichuugen  (1)  kann  man  auch  eine  merkwür- 
dige Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  mate-' 
Hellen  Punktes  ableiten.     Sie  besteht  in  Folgendem: 

Sey  O  (Fig. 23)  der  Punkt,  der  im  Gleichgewichte  ist; 
man  bezeichne  durch  die  geraden  Linien  Oj4y  OyJ\  Oji'\.* 
die  ihn  bewegenden  Kräfte  ihrer  Grufse  und  Richtung  nach; 
sind  alsdann  üire  Endpunkte  ./^,  ji' y  ^"...  die  Schwerpunkte 
gleicher  Massen,  so  ist  der  Punkt  O  der  Schwerpunkt  des 
ganzen  Systems. 

Denn  wendet  man  die  Gleichungen  (1)  auf  die  Massen 
an,  und  nimmt  man  an,  dafs  ihre  Anzahl  =  n  sey,  so  hat  man 

nxi  =  JKT  -|-  Jif'  -|-  :v"  -j-  ••• 

f^yi  =  y  +  y'  +  y"  +  ••• 

nzi  =  z  -{-  js'  -{-  ä"  -{-  .... 

Bezeichnet  man  ferner  durch  a,  /?,  y  die  Winkel,  welche 

die  Kraft  Oyl  mit  drei  rechtwinkligen  Axen   einschliefst,   die 

durch  den  Punkt  O  gezogen  sind,  durch  a  y  ß\  y    das,  was 

diese  Winkel  in  Beziehung  auf  die  Kraft  Oj4'  werden,  durch 
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u'y  ß"  y"  das,  was  sie  in  Beziehung  auf  die  Kraft  Oji'' 
werden  u.  s.  w.,  so  werden  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes dieser  Kräfte 

OA  cos«  -f  OA'  cos«'  +  Oji"  cos«"  +...=:  o 
OJ  cosß  +  OA'  cos/*'  +  OA"  cos/?"  +  •••  =  « 
OA  cos;/  +  OA'  Vos;/'  -f  OA''  cos/'  +  ...  =  o. 

Wenn   man  aber  den  Anfangspunkt   der  Coordinaten   in 
den  Punkt  O  setzt,   so  hat  man    , 

X  =  OA  cos  a,    y  =  OA  cos  /?,     z  =  OA  cosy, 

A?'  =  OA'  cos a',    y'  zzzOA'  cos/?',     ä'  =  O^'  cos  /, 

;c"  =  0^"cosa",  y"  =  OA"co^ß",  z"  =  OA"  cos y", 

•  •••  ••  •  • 

als  Coordinaten  der  Punkte  A^  A' ^  A"....  In  Folge  der 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes   hat  man  also 

J'  +y'  +  y"  +  •••  =  o 

Ä  -{-  Ä     -j-  ä"  -|-  ...  =  o, 
und  hieraus  findet  man 

^1  =^^     yi  =  o,      Äi  =  o 
als  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  gleichen  Massen ;   folg- 
lich  fällt   dieser  Schwerpunkt   mit   dem  Punkte  O  zusammen, 

was  zu  beweisen  war. 

■ 

68. 
Es  giebt  viele  besondere  Fälle,  in  welchen  der  Schwer- 
punkt unmittelbar  bekannt  ist.  So  z.  B.  ist  der  Schwerpunkt 
einer  Kugel  oder  eines  EUipsoids  offenbar  im  Mittelpunkte  der 
Figur,  der  eines  Parallelopipedums  im  Durchschnitte  seiner 
vier  Diagonalen,  der  eines  Cylinders  mit  parallelen  Grund- 
flächen im  Mittelpunkte  seiner  Axe.  Der  Schwerpunkt  eines 
Kreises  oder  einer  Ellipse  ist  ebenfalls  im  Mittelpunkte  der 
Figur,  und  der  eines  Parallelogramms  im  Durchschnitte  seiner 
beiden  Diagonalen.  Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie 
liegt  in  ilu*er  Mitte,  woraus  man,  ohne  Schwierigkeit,  den 
Schwerpunkt  des  Umfangs  eines  beliebigen  Vielecks,  entweder 
durch  eine  Reihe  von  Verhältnissen  (J.  64) ,  oder  durch  die 
Gleichungen  der  Momente  paralleler  Kräfte  finden  kann.  Auch 
sieht  man,  dafs,  wenn  man  die  Schwerpunkte  eines  Dreiecks 


f 


97 

oder  eiher  dreieckigen  Pyramide  gefunden  hat,  man  hieraus, 
auf  dem  einen  oder  dem  anderen  dieser  Wege^  die  Schwer* 
pulikte  eines  jeden  gegebenen  Vielecks  oder  Polyeders  finden 
kann  9  da  man  diese  immer  in  Dreiecke  oder  dreieckige  Pyra- 
miden zerlegen  kann. 

Im  Allgemeinen  aber  erfordert  die  Bestimmung  der  Schwer- 
punkte den  Gebrauch  der  Integralrechnung ,  und  im  folgenden 
Kapitel  werden  wir  alle  Aufschlüsse  geben ,  die  man  über 
diese  Aufgabe  wünschen  kann« 


i\ 


FSarie«    Kapitel. 
imung    der   Schwerpu 


I.    Schwerpunkte  krummer  Linien. 

69. 

Sey  S  der  Bogen  der  gegebenen  krummen  Linie ,  der  bei 
einem  beliebigen  Funkle  M  aufhört,  und  von  einem  festen 
Punkte  aug  gezälilt  wird,  den  ich  C  ueune.  Seyen  shcIi 
x,y,  c,  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  von  M,  Man 
kann  diese  krumme  Linie  als  ein  Vieleck  von  unendlich  vie- 
len Seiten  betrachten^  da  wird  die  Seite  oder  das  Element 
der  krummen  Linie  seyn,  das  dem  Punkte  Jlf  entspricht,  und 
wo  auch  der  Schwerpunkt  dieses  Elements  sey,  immer  kann 
man  x,y,  z  als  seine  drei  Coordinaten  ansehen,  da  diese  in 
jedem  Falle  nur  um  unendlich  kleine  Werlhe  von  x,y,  x 
verschieden  sind*). 

Man  nenne  l  die  LSnge  des  bestimmten  Theils  der  krum- 
men Linie,  dessen  Schwerpunkt  man  bestimmen  will,  und 
bezeichne  durch  aq  und  s^  die  gegebenen  Verthe  von  s,  die 
den  beiden  Endpunkten  von  l  entsprechen.  Seyen  x^,  y^,  Zi 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieses  Bogens  /,  auf  die 
Axen  der  x,y,  z  bezogeu..  Nach  dem  Lehrsätze  des  f.  13 
ist  die  Summe  der  Werthe  der  einzelnen  Produkte  xd«,^ff«, 
adSf  in  der  ganzen  Ausdehnung  von  l,  ein  bestimmtes  Inte- 
gral, das  von  «  =  «o  bis  zu  s  =  si  genommen  wird,  indem 
man  x,y,  s  als  Functionen  von  s  betrachtet,  die  durch  die 
Natur  der  krummen  Linie,  die  man  betraclitet,  gegeben  sind. 
Wir  haben  also  (f.  65) 

Ixi  =  /     ^xds,    lyi  =  I      ^yda,    /sj  ^  /     ^zds,    (I) 

durch  welche  drei  Gleichungen  xi,yi,  Zi  bestimmt  werden. 

')  Hbd  vergl.  ZuMls  IL  Anm.  d«(  Uebm. 
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Man  nehmtt  z.  B«  an,  es  scy  die  gegebene  Linie  eine 
gerade^  und  ihr  Theil  /  endige  im  Punkte  C,  so  dafs  man 
«0  =  Oj  8i  zzz  l  hat*  Man  bezeichne  durch  ccy  fi^  y  die 
drei  Winkel ,  die  dieser  Theil  mit  den  Axen  einschliefst ,  die 
durch  den  Punkt  C  nach  der  Richtung  der  positiven  x,  y^  z 
gezogen  sind«  Seyen  a\ich  a^  by  c  die  Coordinaten  des  Punktes 
C,   so  hat  man  für  irgend  einen  Pudit  M 

Ä7  =  a  -|-  Ä  cos  a,    y.=  b  '^  8  coB  ßf     z  ^=  c  ^  s  cos  y. 
Ich   substituiere    diese   Werthe   in   die    Gleichungen  (1); 
führt  man   die  Integrationen  aus,    und   diTidiert  durch  /,   so 
hat  man 

xi  zrza-]- II. cos  ay  ^i  =Ä+4/.cos/J,  Äi  =  r-f-i/.  cosy, 
woraus  hervorgeht,  wie  dies  auch  sejn  mufs,  dafs  der  Schwer- 
punkt der  geraden  Linie  /  in  ihrem  Mittelpunkte  liegt. 

70. 

Betrachtet  man  eine  ebene  krumme  Linie,  und  nimmt 
ihre  Ebene  für  die  der  x  und  y,  so  sind  die  zwei  ersten 
Gleichungen  (1)  hinreicliend,  um  die  Lage  ihres  Schwerpunktes 
in  dieser  Ebene  zu  bestimmen.  Ist  aufserdem  der  Theil  /  der 
krummen  Linie  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  C  symmetriscli, 
so  hat  man  Sq  =z  —  ^  l  unJ  8i  zz:  ^  ly  der  Schwerpunkt 
wird  daher  auf  der  Normalen  am  Punkte  C  liegen,  und  wenn 
man  diese  gerade  Linie  für  die  Axe  der  x  nimmt,  so  ist  es 
hinreichend,  den  Werth  von  Xi  zu  bestimmen,  welcher  durch 
die  Gleichung 

bestimmt  ist.  ^       « ^ 

Der  Kreisbogen  ist  in  diesem  besonderen  Falle  enthalten, 
wenn  man  den  Durchmesser,  der  durch  seine  Mitte  geht,  für 
die  Axe  der  x  nimmt.  Verlegt  man  zu  gleicher  Zeit  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises, 
und  nennt  seinen  Halbmesser  a,  so  hat  man 

8 

X  z=z  a  .  cos  —  , 

a 

als  Abscisse  eines  beliebigen  Punktes  M.    Hieraus  findet  man 


Ixi  zzz  2  a^  sin 


2a 

7* 
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und  wenn  man  die  Sehne  des  Bogens  /  durch  c  bezeichnet, 
so  hat  mau 

c  =  2  a  8in  —  ,     Ixi  ^=  ac. 

2a 

woraus  liervorgeht,  dafs  der  Abstand  Xi  des  Schwerpunktes 
eines  Kreisbogens  vom  Mittelpunkte  des  Kreises,  die  vierte 
Proportionale*  zu  dem  Halbmesser,  der  Sehne  und  dem  Bo- 
gen ist. 

71. 
Die  Gleichung  der  ebenen  krummen  Linie  glebt  eine  der 
beiden  Veränderlichen   x   und  y   als    Function    der   anderen. 
Nimmt  man  an,   dafs   der  Werth  von  y  als  Function  von  x 
gegeben  ist,  so  hat  man 

und  nennt  man  a  und-/S  die  Werthe  voa  Ji^i,  die  den  beiden 
**  t  Endpunkten  des  Bogens  l  entsprechen,  so  hat  man,  statt  der 
;  vorhergehenden  Gleichungen, 


dx 


i  +  7r.^' 


,=  r  y" 

ixi  =  r  *  f^  i  + 

%ß  a 


2 


%"'  i    p) 


'^'  =/'^  ''^' + S ''' 


Ist  die  gegebene  krumme  Linie  ein  Kegelschnitt,  so  erhält 
man  durch  die  gewöhnlichen  Regeln  die  Werihe  der  Integrale, 
die  in  den  zwei  letzten  Gleichui^gen  (2)  enthalten  sind,  unter 
endlicher  Form.  Bei  der  Parabel  kann  man  auch  den  Werth 
des  Integrals  finden,  welches  die  erste  dieser  Gleichungen  ent-  . 
hält,  «o  dafs  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
parabolischen  Bogens  immer  durch  Functionen  der  Abscissen 
a  und  fi  seiner  Endpunkte  ausgedrückt  werden  können.  Nach 
einem  Lehrsatze  von  Landen,  kann  man  immer  einen  hyper- 
bolischen Bogen  vermittelst  zweier  elliptischer  Bogen  und  eines 
algebraischen  Theils  ausdrücken.  Was  den  elliptischen  Bogen 
betrifiPt,  so  betrachtet  man  ihn  als  eine  Function,  die  nicht  auf 
andere  einfachere  Functionen  zurückgeführt  werden  kann,  und 
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Legendre  hat  »ehr  ausgedehnte  Tafeki  für  diese  Function  be- 
rechnet^ die  üire  Zalilenwerthe  mit  einer  grolsen  Annäherung 
geben.  Sind  daher  die  Zahlenwerthe  von  a  und  ß  und  die 
der  Axen  der  Hyperbel  oder  der  Ellipse  gegeben,  so  wird  es 
leicht  seyn,  die  Werthe  von  /,  und  folglich  auch  die  Coordi^ 
naten  Xi  und  yi  des  Schweri)unktes  eines  Bogens^  der  einer 
oder  der  anderen  dieser  krummen  Linien  angehört ,  tu  be- 
rechnen, 

72. 
Ich  nehme  den  Bogen  der  Cykloide  als  anderes  Beispiel 
der  Anwendung  der  Gleichungen  (2).  Bei  dieser  krummen 
Linie  kann  man  die  Lange,  den  Flächeninhalt,  die  Oberfläche 
und  den  Inhalt  des  Körpers,  der  durch  ihre  Umdrehung  ent- 
steht, und  die  Coordinaten  ilirer  Schwerpunkte  genau  bestim- 
men. Die  Construction  der  Tangente  an  einem  beliebigen 
Punkte  dieser  krummen  Linie  ist  auch  sehr  einfach,  ilire 
Evolute  ist  ebenfalls  eine  Cykloide,  und  aufserdem  nähert  sich, 
durch  eine  Reihe  allmällcher  Evolutionen,  jede  krumme  Linie 
der  Cykloide  immer  mehr  und  mehr  und  föllt  zuletzt  genau 
mit  ihr  zusammen,  wenn  die  Evolutionen  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt werden  *).  Audi  findet  man  die  Cykloide ,  wie  man 
in  der  Folge  sehen  wird,  wenn  man  die  krumme  Linie  sucht, 
welche  die  merkwürdigsten  Eigenschaften,  in  Beziehung  auf 
krummlinige  Bewegung  schwerer  Körper,  besitzt.  Dieses  merk- 
würdige ZusammentreiTen  einer  grofsen  Anzahl  auffallender 
Eigenschaft^  von  ganz  verschiedener  Art  bei  derselben  krum- 
men Linie,  macht  ihre  Betrachtung  sehr  nützlich  und  sie 
kommt  daher  häufig  in  der  Geometrie  und  der  Mechanik  vor. 
Ihre  Gleichung  erhält  man  auf  folgende  Weise : 

Die  Cykloide  ist  eine  ebene  krumme  Linie  j4CB  (Fig.  24), 
die  durch  einen  bestimmten  Funkt  M  des  Uinrings  eines  Krei- 
ses  erzeugt  vnrd,  während  sich  dieser, ^-^hne  zu  gleiten,  auf 
einer  geraden  Linie  ^B  fortwälzt.  Ist  der  erzeugende  Punkt 
zuerst  im  Punkte  ^,  und  kommt  er  alsdann  nach  dem  Punkte 
li  dieser  geraden  Linie,  so  ist  der  Zwischenraum  j4B  dem 
Umringe  des  gegebenen  Kreises  gleich.     Auch  sieht  man,  dai's 


*)   Joarnal  de  TEcole  polyt.  call.  18.  pag.  431. 
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sein  Durchmesser  der  senkreclileu  Lioie  CD  gleich  ist,  die 
von  der  Spitze  C  der  Cykloide  auf  ^JS  gefallt  wird,  iind  die 
kniiniiie  Linie  in  zwei  symmetrische  Theile  theilt.  Nennt  mau 
c  den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises , '  so  hat  man  also 

AB  —  2  nc,       CD  =  2  c. 

In  irgend  einer  Lage  des  Kreises,  sey  HG  sein  Durch- 
messer, der  auf  der  Basis  AB  senkrecht  steht,  und  H  der 
Punkt,  in  welchem  er  diese  gerade  Linie  berührt.  Vom 
Punkte  M  falle  man  die  senkrechten  Linien  JU  P  und  MK 
auf  AJB  und  GH,   und  setze 

AP  —  p,       MP  =  gr, 
so  hat  man 

AH  =  AP  +  MK  =  p  +  yT^cq  —  g^ 

AMir                        r   .            V^2  cq  —  g2  V 
arc  MH  =  c  .  arc  f   sin  = —  ) 

Da  sich  aber  der  erzeugende  Kreis  dreht,    ohne  auf  der 

geraden   Linie   AB   zu   gleiten,    so    folgt    daraus,    daTs   man 

immer  hat 

-  AH  =  arc  MH, 

die  verlangte  Gleichung  ist  daher 

p  -f"  V  2  cy  — -  q^  =  c .  aix  Tsin  = ^    j 

wo  p  und  q   die  unbestimmten  Coordinaten  bedeuten. 
'  DifFerentüert  man,  so  hat  man 

V  2cq — 9^ 
als  ihre  Differentialgleichung.  ]Man  schliefst  hieraus,  dafs  die 
beiden  Sehnen  MG  und  MH  des  erzeugenden  Kreises  die 
Tangente  und  Normale  der  Cykloide  sind,  die  dem  Punkte 
M  entsprechen.  Bestüiynt  man  durch  die  bekannte  Formel 
ihren  KrümmungsiSS»  an  demselben  Punkte,  so  findet  man, 
dafs  er  das  Zweifache  von  MH  ist;  woraus  hervorgeht,  dafs, 
wenn  man  MH  um  eine  Gröfse  HN  verlängert,  die  MH 
gleich  ^ist,  alsdann  der  Punkt  N  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises  seyn  wird.  Ist  ferner  die  Linie  C  DJS  das  Dop* 
pelte  von  CD,  so  ist  der  Punkt  E  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises ,  der  der  Spitze  C  entspricht,   und  lüeraus  kann 
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man  leicht  den  Scblufs  ziehen,  dafs  die  Evolute  jiNE  der 
halben  Cykloide  AMC  dieselbe,  krumme  Linie  ist,  nur  in 
umgekehrter  Lage,  so  dafs  die  8piUe  C  in  A  liegt  und  der 
Anfangspunkt  Jl  in  JE.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Lange  von 
AN E  oder  von  AMC  der  geraden  Linie  CDE  gleich  ist, 
und  dafs  daher  die  Länge  der  ganzen  Cykloide  dem  Vier- 
fachenivjhres  erzeugenden  Kreises  gleich  ist. 

-^  73. 

In  Rücksicht  auf  die  Anwendungen,  die  wir  von  dieser 
Gleichung  machen  werden ,  wird  es  bequemer  seyn ,  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Spitze  C  zu  verlegen 
(Fig.  25).  Ich  nehme  als  Axen  der  x  und  der  y  die  geraden 
Linien  Cx  und  Cy  ^  die  auf  der  Basis  ^^^  bezüglich  senk- 
recht stehen  und  ihr  parallel  sind.  Fällt  man  von  einem  be- 
liebigen  Punkte  M  eine  senkrechte   Linie  MP   auf  Cx^  so 

hat  man  daher 

CP  =  x,    MP=y, 

und  vergleicht  man  diese  Coordinaten  mit  den  vorhergehenden 
und  nennt  man  a  den  Durchmesser  CD  des  erzeugenden  Krei- 
ses,  so  sieht  man,   dafs 

p  ==:  Ina  —  y,     q  =  a  —  x. 

Substituiert,  man  daher  diese  Werthe  in  die  Differential- 
gleichung der  Cykloide  und  setzt  zugleich  a  an  die  Stelle  von 

2c,  so  hat  man 

(a  —  x)  dx  .V 

V  ax  —  x^ 
liieraus  folgt  

d9  =    /^Ji  .  dx. 
X  • 

Nimmt  man  das  Integral  auf  die  Weise ,  dafs  es  ver- 
schwindet, wenn  jp  =  o  wird,  so  hat  man 


s  z=z  2  y  ax 
für  die  Länge   des  Bogens  CJtf,    dessen  Anfangspunkt  in  der 
Spitze  C  liegt.    Im  Punkte  A  hat  man   auch   x  z=z  a,   was, 
wie  das  Vorhergehende,   2a    als  Länge  der  halben  Cykloide 
CMA  giebt.    Man  bemerke,  dafs 

s^  z:z  4  a  X 
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eipe  Gleichung  der  Cykloide  ist^  die  Aeknlichkeit  mit  der 
Gleichung  der  Parabel  hat,  von  welcher  sie  sich  nur  dadurch 
unterscheidet,  dafs  statt  der  Ordinate  y  der  Bogen  s  gesetzt  ist. 
Wendet  man  die  beiden  letzteren  Gleichungen  (2)  auf 
den  Schwerpunkt  des  Bogens  CM  an,   so  hat  man 


s 


xx  =  jx   r    ^  .  dx,     8ji  =/  y   r    j  dx. 


wo  man  die  Integrale  auf  die  Weise  nehmen  kann,   dafs  sie 
.mit   X  verschwinden.      Setzt   man    statt  8   seinen  Werth,    so 
erhält  man 

2xx  y/^x  =z  I  yfxdxy     2yi  y/^x  =  I'   /^    ' 

Man  hat  daher 

woraus  man  den  Schlufs  ziehen  kann,  dafs  der  Schwerpunkt 
eines  Bogens  M'CMy  der  auf  beiden  Seiten  der  Spitze  C,  die 
in  der  geraden  Linie  CD  liegt,  symmetrisch  liegt,  sich  am 
Ende  des  dritten  Theils  von  CP,  vom  Punkte  C  aus  gerech- 
net ,    befindet* 

Integriert  man  tlieilweise,   so  hat  man 

Substituiert   man  statt  dy   seinen  Werth,    der  durch    die 
'  Gleichung  (a)  gegeben  ist,  so  hat  man  daher 

yi    y/^X  =  y   y/^X   /    V  a X  .  dx,        * 

und  folglich 


yi 


=  ^  +  3-7^[^^-^)*-^^^0 


Dies,  verbunden  mit  döm  Werthe  von  jc-i,  bestimmt  voll- 
ständig den  Schwerpunkt  des  Bogens  CM*  Im  Falle  der  hal- 
ben Cykloide  hat  man 

a;  =  a,    j^  =  Jsiflf, 
und  hieraus  folgt 

^1  =  1«?     yi  =  «  (i  J^  —  f ). 

74. 
Dreht    sich    eine   ebene   krumme   Linie    um    eine   gerade, 
die  in  ihrer  Ebene  enthalten  ist,  und  die  ich  für  die  Abscissen- 
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axe  nehme  9  so' erzeugt  8ie  eine  Rotationsfläche,  deren  Gröfse 
man  aus  der  Lange  dieser  krummen  Linie  und  der  Ordinale 
ihres  Schwerpunktes  ableiten  kann* 

Um  dies  zu  beweisen ,  seyen  x  und  y  die  Abscisse  und 
Ordinate  eines  beliebigen  Punktet  M  dieser  krummen  Linie, 
und  s  der  Bogen  CMy  der  sich  in  diesem  Punkte  endigt  und 
von  einem  festen  Punkte  E  aus  genommen  wird;  das  Element 
da  erzeugt  alsdann  die  Oberfläche  eines  unyollkonunenen 
Kegels,  und  die  Mitte  desselben  beschreibt  einen  Kreis,  der 
2  TT  (y-}-  *  rfj^),  oder  einfacher  2ny  gleich  ist,  da  dy  un- 
endlich klein  ist.  Nach  der  bekannten  Regel  ist  also  2nyds 
das  Element  dieser  Oberfläche.  Nennt  man  daher  Sq  und  *i 
die  Werthe  von  ä,  die  den  beiden  Endpunkten  der  erzeugen- 
den krummen  Linie  entsprechen,  und  S  die  erzeugte  Ober- 
fläche, so  hat  man,    nach  dem  Lehrsatze  des  {•  13, 


S  :=:  2n   r  ^ yds. 


Man  bemerke,  dafs  dieser  Ausdruck  voraussetzt,  dafs  die 
erzeugende  krumme  Linie  nicht  durch  die  Axe  der  x  ge- 
schnitten wird,  da  im  entgegengesetzten  Falle  ihre  auf  beiden 
Seiten  dieser  Axe  liegenden  Theile  zwei  verschiedene  Ober- 
flächen beschreiben  würden,  deren  Unterschied  S  seyn  würde. 
Mit  dieser  Einschränkung  besteht  dieser  Ausdruck  auch  dann 
noch,  wenn  die  erzeugende  krumme  Linie  ein  geschlossener 
Zug  ist,  und  lun  ihn  auf  diesen  Fall  anzuwenden,  ist  es  hin- 
reichend, statt  8i  den  Bogen  Sq  zu  nehmen,  und  den  ganzen 
Umring  dieser  krummen  Linie  hinzu  zu  addieren. 

Dies  vorausgesetzt,  vergleicht  man  nun  diese  Formel  mit 
der  dritten  Gleichung  (2),  so  findet  man  daraus 

S  =  27ilyiy 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  erzeugte  Oberfläche  S  der  Länge 
/  der  erzeugenden  krummen  Linie,  multipliciert  mit  dem  Um- 
ringe 2nyif  den  sein  Schwerpunkt  beschreibt,   gleich  ist. 

Dieser  Lehrsatz  dient  dazu,  den  Werth  von  5  zu  bestim- 
men, sobald  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  krummen  Linie 
ohne  weitere  Rechnung,  und,  so  zu  sagen,  durch  die  bldfse 
Anschauung  der  krummen  Linie,  bekannt  ist.  Er  würde  aber 
zu  Nichts  dienen,  wenn  man  die  Ordinate  ji  berechnen  rnüislc, 
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weil  mau  sonst  gleich  S  berechnen  könnte.  Setzt  man  z.B. 
voraus,  dafs  die  erzeugende  krumme  Linie  ein  Kreis  sey,  be- 
zeichnet durch  a  seinen  Halbmesser,  durch  c  den  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Drehungsaxe,  und  setzt  voraus, 
dafs  c  nicht  kleiner  als  a  ist,  so  hat  man 

l  z=2  2na^    yi  z=z  Cj 
und  folglich 

S  z=z  An^  ac. 

Berührt  der  Kreis  die  Drehungsaxe ,  so  hat  man  ci^za 
imd  die  erzeugte  Oberfläche  ist  dem  Quadrate  gleich,  dessen 
Seiten   dem  Umringe  2  na  des  erzeugenden  Kreises  gleich  ist« 


II.    Schwerpunkte  der  Oberflächen. 

75. 
Seyen  noch  immer  Xy  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes 
My   und   Xiy  yiy  zi   die    des  Schwerpunktes,    den  man  be- 
stimmen will.      Ich   betrachte   z   als    eine  gegebene  Function 
von  X  und  y ,  und  setze 

dz  dz 

5^  =  P'    ^  =  ^- 

Ferner  nenne  ich  a»  das  Element  der  gegebenen  Ober- 
fläche,  das  dem  Punkte  M  entspricht,  so  hat  man  ($.21) 

CO  =  dx  ,dy.    V^l  +  p^  +  ?^. 
In  welchem  Punkte   von  co    sich   auch  der  Schwerpunkt 
dieses  Elementes  befinden  mag,   immer  werden   seine  Coordi- 
naten nur  unendlich  wenig   von  9:  y  y^  z   verschieden  seyn. 

Man  kann  daher 

mXj     toyj    toz 

als  die  Momente  von  oi  in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinaten-  ' 
ebenen  ansehen,  und  es  folgt  daraus  (^^.13  und  65) 

^  =  ff^p   i^i=77*w,   AjKi=//yw,    Xzi=ffzw, 
wo  A  den  Flächeninhalt  des   Theils   der  Oberfläche  bedeutet, 
dessen  Schwerpunkt  man  finden  will,    und  die  doppelten  In- 
tegrale sich  auf  alle  Elemente  von  X  erstrecken« 

Ist  die  Oberfläche  eine  ebene,  und  nimmt  man  ilire  Ebene 
für  die  der  x  und  y,  so  sind  die  Gröfsen  p  und  q  Null,  und 
mau  bat  nur  die  drei  Gleichungen 
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^=ffdxdyy  Xxi=ff  xdxdy,  kyi=z/ydxdy. 
Man  nehme  an,  es  sey  alsdann  X  durch  die  krummen 
Linien  ABC  (Fig.  26)  begränzt^  so  werden  jeder  Abscisse  x 
oder  OP  zwei  Ordinalen  PM  und  PN  entsprechen,  die  ich 
durch  y  und  y '  bezeichne ,  und  die ,  in  Functionen  von  x 
ausgedrückt  y  durch  die  Gleichung  dieser  krummen  Linie  ge« 
geben  sii^d.  Seyen  auch  a  und  ß  die  Abscissen  OD  und  OJE 
der  Punkte  A  und  By  wo  die  Tangenten  den  Ordinaten  pa- 
rallel sind.  Die  Integrale  müssen  zuerst  von  y  =  PiV  bis 
zu  y  =z  PM  und  alsdann  von  at  =:  a  bis  z\x  x  zzz  ß  genom- 
men werden.     Dies  giebt 

Xxi  =y^    {y—y)xdx        \  (1) 


J^yi  =  Tff(:y'-y')d^ 


Ist  die  Fläche  A  nicht  durch  eine  gescidossene  krumme 
Linie  ABC  begränzt,  sondern  zwischen  zwei  verschiedenen 
krummen  und  zwei  geraden  Linien^  die  der  Axe  Oy  der 
Ordinaten  parallel  sind,  enthalten,  so  kann  man  aus  der 
Gleichung  der  oberen  krummen  Linie  den  Werth  von  yy  und 
aus  der  Gleichung  der  unteren  krummen  Linie  den  Werth 
von  y^  finden,  und  für  a  und  ß  die  Abstände  dieser  beiden 
Parallelen  vom  Punkte  O  nehmen.  In  dem  gewöhnlichsten 
Falle  wird  die  untere  krumme  Linie  durch  die  Axe  Ox  der 
Abscissen  ersetzt  werden;   man  hat  also  j^'  =;=  o  und 

^  =f^yd^'  ^*»  -f^y''^^  ^y^  =  ^f^y^^'''  (2) 

wodurch  die  Fläche  und  der  Schwerpunkt  eines  Theils  einer 
ebenen  Oberfläche  bestimmt  wird,  der  zwischen  einer  gegebe- 
nen krummen  Linie,  der  Abscissenaxe  und  zweien  Ordinaten 
dieser  krummen  Linie  enthalten  ist. 

Man  bemerke  auch,  dafs  man  die  Gleichungen  (l)  auf 
folgende  Weise  direct  finden  kann: 

Ich  theile  die  Fläche  ABC  in  Elemente,  so  wie  MISN'M', 
die  unendlich  klein  und  der  Axe  Oy  parallel  sind.    Ich  nenne 
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u  die  Liinge  der  geraden  Linie  üfJV.  Zieht  man  nun  Linieu 
durch  die  beiden  Endpunkte  M  und  N,  die  der  Axe  Ox 
parallel  sind,  so  wird  man  das  Element  MNN'M'  um  un- 
endlich kleine  Dreiecke  der  zweiten  Ordnung  vermehren  oder 
vermindern,  die  seine  GrÖfse  nicht  verändern  werden;  dieses 
Element  ist  daher  gleich  udx.  Bezeichnet  man  durch  v  den 
Abstand  der  Mitte  von  MN  von  der  Axe  Oxy  so  wird  man 
X  und  p  für  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieses 
Elements  nehmen  können,  denn  es  ist  offenbar,  dafs  sie  von 
denselben  nur  um  unendlich  kleine  Gröfsen  verschieden  seyn 
können.     Nach  den  früheren  Bezeichnungen  hat  man  daher 

A  =  /  ^  udxy    Xxi  =:  /  ^ xudxy    Xyi  =  /  ^ pudx.     (3) 

Da  aufserdem  y  und  y'  die  Ordinalen  PJU  und  PN  be- 
deuten, die  einer  und  derselben  beliebigen  Abscisse  entspre- 
chen, so  hat  man  auch 

wodurch  diese  letzteren  Formeln  mit  den  Gleichungen  (1)  zu- 
sammen fallen. 

76. 

Als  erstes  Beispiel  nehme  ich  an,  dafs  man  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  jäBC  (Fig.  27)  sucht. 

Ich  lege  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Spitze 
C,  und  nehme  die  Axe  der  x  senkrecht  auf  die  Grundlinie 
-^5,  ich  bezeichne  diese  Grundlinie  durch  b  und  die  Höhe 
CD  durch  Ä.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P,  der  zur 
Linie  CD  gehört,  ziehe  ich  MN  senkrecht  auf  diese  Linie, 
CP  und  MN  werden  die  Veränderlichen  x  und  u  seyn,  und 
man  liat  die  Proportion 

u  :  X  ziz  b  i  7i, 
woraus  man  findet 
'  bx 

"  =  T- 

Aufserdem  hat  man  «  =  0  und  /3=:h.  Vermittelst  die- 
ser Werthe  geben  die  zwei  ersten  Gleichungen  (3) 

A=  ibh,     X^i  =  ibh^, 

und  hieraus  findet  man 

A?i  =  I  Ä. 
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■ 

Den  Werth  von  y  braucht  man  nicht  zu  berechnen, 
denn  wenn  E  die  Mitte  von  AB  ist^  und  man  die  gerade 
Linie  CE  zieht  ^  so  schneidet  sie  alle  Elemente  des  Dreiecks, 
die'  mit  AB  parallel  sind,  in  zwei  gleiche  Theüe  und  ent- 
Jhält  daher  seinen  Schwerpunkt.  Nimmt  man.  daher  auf  CD 
einen  Theil 

CF=  f  CJD  =::  AT,, 

und  errichtet  die  gerade  Linie  FG  senkrecht  auf  CD^  so  ist 
der  Punkt  6,  in  welchem  sie  CE  trifft,  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks;  Da  die  gerade  Linie  FG  die  Linien  CD  und 
CE  in  proportionale  Theile  theilt,  so  hat  man  auch 

CG  =  I  CE, 

woraus  hervorgeht;  dafs  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  auf 
der  geraden  Linie  liegt ,  die  seine  Spitze  mit  der  Mitte  der 
Grundlinie  verbindet,  und  zwar  zwei  Drittel  dieser  geraden 
Linie  von  der  Spitze  ^  oder  ein  Drittel  von  der  Grundlinie 
entfernt. 

77. 
Man  kann  diesen  Lelirsatz  auch  ohne  Hülfe  der  Integral- 
rechnung beweisen.  Zerlegt  man  nemlicli  das  Dreieck  ABC 
(Fig.  28)  in  Elemente,  die  der  Seite  AB  parallel  sind,  so 
kann  inau  beweisen,  dafs  sein  Schwerpunkt  auf  der  geraden 
Linie  CD  liegt,  die  diie  Spitze  C  mit  der  Mitte  D  dieser 
Seite  verbindet.  Zerlegt  man  es  alsdann  in  Elemente,  die  der 
Seite  CA  parallel  sind,  so  beweist  man  auf  dieselbe  Weise, 
dafs  sein  Schwerpunkt  auf  der  geraden  Linie  BE  liegt,  die 
von  der  Spitze  B  nach  der  Mitte  E  von  CA  geht;  dieser 
Punkt  liegt  daher  im  Durchschnitte  G  der  beiden  geraden 
Linien  CD  und  BE.  Zieht  man  aber  die  gerade  Linie  DE, 
so.  ist  diese  CB  parallel,  weil  sie  CA  und  AB  in  propor-* 
tionale  Theile  theilt,  und  man  hat 

DE  :  CB  =  AD  :  AB  z=z  i  .  2 
DG  :  CG  =  DE  :  CB  =  i  :  2, 
so  dafs  DG  die  Hälfte  von  CG   und  daher  der  dritte  Theil 
von  CD  ist,  was  zu  beweisen  wair« 

Man  kann  hieraus  schliefsen,  dafs  die  drei  geraden  Linien, 
die  von  den  Spitzen  eines  Dreiecks  nach  der  Mitte  der  entge- 
gengesetzten   Seiten   gezogen   werden,    sich   in    einem   Punkte 
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« 

schneiden  müssen^  vras  mit  einem  bekannten  Lehrsatze  über- 
einstimmt 

Wenn  die  Spitzen  j4,  B,  C  des  Dreiecks  die  Schwer- 
punkte dreier  gleicher  Massen  sind,  so  fällt  der  Schwerpunkt 
dieser  drei  Körper  mit  dem  des  Dreiecks  zusammen »  denn 
der  Schwerpunkt  der  zwei  Massen,  die  A  und  B  entsprechen, 
ist  in  der  Mitte  D  der  geraden  Linie  ^B,  und  der  Schwer- 
punkt dieser  beiden  Massen  und  der  dritten  ist  der  Punkt  6 
der  geraden  Linie  CV,  so  dafs  GD  die  Hälfte  von  CG  oder 
der  dritte  Theil   von  CD  ist. 

Hieraus  und  aus  dem  Lehrsatze  des  §•  67  folgt,  dafs, 
wenn  man  an  den  Schwerpunkt  G  eines  Dreiecks  Kräfte  an- 
bringt, die  der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  geraden 
Linien  G^,  GB,  GC  vorgestellt  werden,  die  von  diesem 
Funkte  nach  den  drei  Spitzen  gehen,  diese  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte seyn  werden. 

78. 

Kennt  man  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks,  so  kann 
man  allmälich  daraus  den  Werth  eines  Kreisausschnitts  und 
eines  Kreisabschnitts  finden.  ^ 

Sey  CADB  der  Kreisausschnitt  und  C  der  Mittelpunkt 
des  Kreises.  Betrachtet  man  den  Bogen  ADB  als  einen 
Theü  eines  Vielecks  von  unendlich  vielen  gleichen  Seiten,  so 
kann  man  den  Kreisausschnitt  in  gleiche  dreieckige  Elemente 
zerlegen,  die  aUe  diese  Seiten  als  Grundlinien  haben,  und  deren 
gemeinschaftliche  Spitze  im  Punkte  C  ist.  Man  kann  alsdann 
die  Kraft,  die  auf  jedes  dieser  Elemente  wirkt,  in  seinem 
Schwerpunkte  anbringen,  und  da  der  Abstand  eines  jeden  die- 
ser Schwerpunkte  vom  Punkte  C  zwei  Drittel  des  Halbmessers 
des  Kreises  beträgt,  so  ergiebt  sich  hieraus  ein  System  von 
parallelen  und  gleichen  Kräften,  die  an  alle  Elemente  des 
Bogens  A' D'B' ,  der  von  dem  Punkte  C  als  Mittelpunkt  und 
mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  f  CD  ist,  beschrieben  ist, 
angebracht  sind.  Der  Schwerpunkt  des  Ausschnitts  ist  daher 
der  Mittelpunkt  dieser  parallelen  Kräfte,  d.h.  der  Schwerpunkt 
des  Bogens  A'  D' S .  Bezeichnet  man  aber  durch  a^  ly  c^ 
den  Halbmesser  Dj  den  Bogen  ADB  und  die  Sehne  AB, 
so  werden  die  entsprechenden  Gröfsen,  in  Beziehung  auf 
A'D'B\  f «,  f /,  fc*  seyn.     Ist  daher  G  der  gesuchte  Schwer- 


111 

puukt,  und  setzt  man  CGmxy  so  hat  man,  nach  dem  Lehr- 
satze des  f.  70, 

X   =    rr. 

3   / 

Seyen   nun    «9,  S\  Si    die    Oberflächen   des  Ausschnitts 

CJlDBj  des  Di^iecks  CAB   und  des  Ausschnitts  ADBEj 

ferner  nenne  man  G,  Q\Gi  ihre  Schwerpunkte,  die  oiTenbar 

auf  dem  Halbmesser    CD    liegen   werden,    der  bis  zur  Mitte 

JJ  des  Bogens  ADB  geht.     Bezeichnet  man  nun  durch  x^  x\  Xi 

die  Abstände    dieser  drei   Punkte    vom   Mittelpunkte  C,   und 

bringt  man  an  diese  Kräfte  an,    die  S,  S\  Si  parallel  und 

proportional  sind,  so  ist  die  erste    die  Mittelkraft  der  beiden 

anderen,   und   betrachtet  man  die  Momente  dieser  Kräfte,   so 

hat  man  daher 

Sx  HS  S  X    -f-  oj  Xi» 

Aufserdem  hat  man 

^        .      •  2  ac 

Nennt  man  nun  h   die  Höhe  CE  des  Dreiecks,    dessen 
Grundlinie  AB  oder  c  ist,   so  hat  man  auch 

5'  =  J  cÄ,    x'  =  f  A. 
Da  nun 

iSi  =  5'  —  5  =  5  (a/  —  cA), 

so  wird  die  Gleichung  der  Momente 

I  a^c  =  I  cA*  +  i  (al  —  ch)  xi, 
und  sie  giebt   den   Abstand  Xi    des  Schwerpunktes  des  Aus- 
schnittes ADB  JE  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  an. 

Bemerkt  man,   dafs 

l  l 

c  =  2  a  sin  — ,     A  =:  a  •  cos  — - , 

2a^  2a' 

so  erhält  man  hieraus  / 

4a*  sin*  — 

2a 

xiz=: 


3(  / — a.sin— j 


Ist  der  Bogen  /  der  halbe  Umkreis,  so  hat  man  lz=,na\ 
alsdann  fallen  der  Ausschnitt  und  der  Abschnitt  zusammen,  so 
wie  die  Abstände  x  und  Xiy  deren  gemeinschaftlicher  Werth 

—         —  iü 
ist.  3  wf 
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79. 

Nimmt  man  allmälicb  die  drei  .Kegekcluiitte  für  die  krumme 
Linie 9  welcher  die  Formeln  (2)  entsprechen,  so  kann  man 
die  Integrationen  nach  den  bekannten  Regeln  ausfuhren,  und 
die  Werthe  der  beiden  Coordinaten  Xi,  yi ,  des  Schwer- 
punktes, unter  endlicher  Form  erhalten«  Ich  deute  dieses 
Beispiel  als  Uebung  in  der  Berechnung  an,  und  gehe  un- 
mittelbar zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Inhalts  der 
Cykloide  über. 

Sey  CPM  das  Stücke  dessen  Schwerpunkt  man  finden 
will ;  bezeichnet  man  durch  x  und  jy  die  Abscisse  CP  und 
die  Ordinate  PM^  wie  in  der  Gleichung  (a)  des  f.  73,  so 
müssen  die  Integrale,  die  in  den  Formeln  (2)  enthalten  sind, 
verschwinden ,  wenn  x  zz:  o^  und  integriert  man  theilweise, 
so  werden  diese  Formeln 

-  X  =    xy    —  f  xdy    ^ 

kxi  —Ix^y-tfx^dyK  (4) 

Ayi   =  l  xy^  —  /  xydy  ) 
und  die   neuen  Integrale  verschwinden   ebenfalld   zu   gleicher 
Zeit  mit  x* 

In  Folge  der  Gleichung  (a)  hat  man 

J  xdy  :=zjyrax  —  x^dx, 

ist  aber  JV  der  Punkt,  wo  die  Ordinate  PM  den  Kreis  trifft, 
der  über  CD  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  so  drückt  die- 
ses letzte  Integral  den  halben  Kreisausschnitt  CNP  aus;  wenn 
man  daher,  der  Kürze  halber,  durch  y  den  Inhalt  dieses 
halben  Ausschnittes  bezeichnet,  so  hat  man 

X  =  xy  —  y. 
In  dem  Falle ,   wenn  der  Punkt  M   mit  dem  Punkte  ^ 
zusammen  fällt,  hat  man 

X  =  CD  =  a,     y  =  DA  uz  inaj     y  =  ina^y 
und  folglich 

Die  Fläche  CAD  der  halben  Cykloide  ist  daher  das 
Dreifache  der  des  halben  Kreises  CND,  dessen  Halbmesser 
ia  ist,  öder,  mit  anderen  Worten,  die  Fläche  der  ganzen 
Cykloide  ist  das  Dreifache  der  des  erzeugenden  Kreises. 
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Man  hat  auch 

oder  9  was  dasselbe  ist^ 

Jx^dy=laJVax  —  x^dx^J'(ia—x)y/^ax—x^dx. 
Das  letzte   Integral    erhält    man   unmittelbar;    und   da  es 
verschwinden  muTs,  wenn  x^=:o  Uty   so  hat  man 

Xxi  =  ix^y  —  iay  +  i(ax  —  ^«)* 
welche   Gleichung    den   Werth    von   Xi   angiebt^    wenn  .der 
Werth  von  X  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  der  halben  Cykloide  CAD^  wo  man  »u 
gleicher  Zeit 

hat^  findet  inan  daraus 

7  a 

^^  ~  Tz 
als  Abstand  ihres  Schwerpiuiktes  von  der  Axe  Cy. 

Man  findet  aUo  den  Schwerpunkt  der  ganzen  Fläche  der 
Cykloide,  wenn  man  den  Punkt  nimmt;  der  um  -f^  der  Höhe 
CD  vom  Punkte  C  absteht. 

Es  ist  noch  übrig;  die  Ordinate  yi  in  Beziehung  auf  ein 
beliebiges  Stück  CMP  zu  bestimmen,  was  eine  verwickeitere 
Rechnung  erfordert. 

80, 
In  Folge  der  Gleichung  (a)  hat  man 

J  xydy  z=z  J  y   yax. —  x^  dx  ^ 
und  man  kann  den  Werth  von  y  auf  folgende  Weise  schreiben; 

•^  y/^ax  —  x^  '^J  sTax  —  x"^ 

Setzt  man  daher  für  den  Augenblick 

dx 

_    y/ax  —  x^ 

und   nimmt  man  an,   dafs   dieses   Integral,  wie  aBe  übrigen, 
Null  wird,  wenn  x  z=z  o  ist,  so  hat  man 

y  =  yTax  —  ^*  +  i  <*^? 


/v 
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f 

und  hieraus  ergiebt  sich 

Jxydy  =  iaA'2  _  i -^5  ^  »  aj^^f  <^9:  — x^ dx\    (5) 

Da  

y  z=z  J  yfax  —  x^  dx 
\%X,  80  hat  man,  wenn  man  theilweise  integriert, 

J  z  yax  —  x^  dx  zu  zy  -^  J  ydz.  (6) 

Man  kann  auch  den  Werth  yon  y  unter  folgender  Form 

schreiben : 

(\a  —  x)^dx 

"2" 


^  V  cix  —  x^         ^  V  <ix  —  X 


und  integriert  man   in  dem  zweiten  Gliede  theilweise,  so  hat 
man 

Y  —  \a^r  1.^  --{\a—x)^fax^ofl—pfax—x'^dx 

^  Sax  — ofi  J 

woraus  alsdann  folgt 

y  1=  l  a'^z  —  \  {\a  —  Ä?)  V  CLX  —  x^. 

Da   \ax  —  Jf2,  dz  =z  dx  ist,  so  hat  man  also 

Sydz  z=  ^a^z^  —  i{ax  —  x^). 

Ich   substiluiei'e  diese  Werthe  von  y  und  fydz   in    die 
Gleichung  (6),   so  ergiebt  sich 

was  die  Gleicliung  (5)  in  folgende  verwandelt: 

J  xydy  =:  \c!^x  -j«-  \ax^  —  ■}  at'  -f-  -i^n^z^ 

—  \az(\a  —  x)  V^aAT— jc«  (7) 

Vermittelst  dieses  Werthes  und  des  W^thes  von  jc,  nemlich 

(<i  — 2x\ 
cos  i=  \ 1 

entfernt  man   aus   der  Gleichung  (4)   alles   Unbekannte^  und 
fii\det  so  den  Werth  von  y^  für  irgend  ein  Stück  CMP* 
Im  Falle  der  halben  Cykloide  CAD  hat  man 

a:  =  a,     z  zzz  arc  (cos  =  —  1)  =  n, 
die  Formel  (7)  reduciert  sich  alsdann  auf 

fxydy  =  «*(!+  ^') 
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uud  da 

80  giebt  die»  dritte  Gleichung  (4) 


na    i  4    \ 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Wertbe  von  äti  im  vorher- 
gehenden ParagrJEiphen ,  bestimmt  sich  die  Lage  des  Schwer- 
punktes vollkommen* 

81. 

Sey  S  die  Fläche  eines  Theils  einer  Rotationsoberfläche, 
der  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten  ist^  die  auf  der  Axe 
seiner  Figur  senkrecht  stehen.  Diese  Axe  entlüdt  den  Schwer- 
punkt von  '8,  ich  nehme  sie  £ür  die  Axe  der  x^  und  bezciclme 
durch  ^1  den  AbstMid  dieses  Sdiwerpunktes  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten,  und  durch  a  und  ß  die  Abstände 
der  zwei  Ebenen ,  die  8  begräazen ,  von  demselben  Punkte. 
Die  Bestimmung  des  ^Schwerpunktes  dieses  Theils  reduciert 
sidi  also  auf  die  Bestimmung  des  Werlhes  von  Xx. 

Ich  zerlege  8  in  Elemente,  wovon  jedes  die  Oberfläche 
eines  unvollkommenen  Kegels  ist,  der  durch  die  unendlich 
kleine  Seite  der  erzeugenden  krummen  Linie  beschrieben  wird, 
wie  in  {.745  der  Kegel,  welcher  dem  Punkte  M  dieser  krum« 
men  Linie,   dessen  Coordinaten  x  uud  y  sind,  entspricht,   ist 

gleich  2  ny  ydx^  -{-  dy%  er  hat  seinen  Schwerpunkt  eben- 
falls auf  der  Ai&e  der  x^  und  mau  kann  x  für  den  Abstand 
dieses  Punktes  von  dem  Anfaiigspuuktc  der  Coordinaten  neh- 
men, weil  dieser  Abstand  nur  um  ein  unendlich  Kleines  von 
X  verscliieden  seyn  kann.     HierBach  4iat  man  ({.  13  und  65) 


=  -/J 


ß    y     l/,^^_d. 


(8) 


Sxi  =  2a  /     xy  A'^  1  +  -r^  dx 

Ja  dx* 

indem  maa  y  als  eine  Fua(:tion  von  x  Jwtrachtet,   die  durch 
die  Gleichung  der  erzeugenden  krummen  Linie  gegeben  ist. 

Wenn  diese  krunune  Linie  z.  B.  ein  Kxeisbogen  ist,,  und 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  seinen  Mittelpunkt 
verlegt,  indem  man  a  seinen  Halbmesser  nennt,  so  hat  man 

8* 
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y  =  v^a2  _  jc2, 
und  hieraus  folgt 

S  =  2  na{ß-^a)  • 

und  folglich  -T"         .' 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Schwerpunkt  einw  Kugelzone 
in  der  Mitte  des  Theils  des  Durchmessers  liegt,  der  zwischen 
den  zwei  die  Zone  begränzenden  Ebenen  liegt  .und  senkrecht 
auf  diesen  Ebenen  steht. 

82. 

Die  Cykloide  wird  uns  zwei  Beispiele  der  Anwendung 
der  Formeln  (8)  an  die  Hand  geben ,  indem  man  den  Bogen 
CM  (Fig.  25)  sich  einmal  um  die  Axe  Cx  und  dann  um  die 
Axe  Cy  drehen  läfst. 

Im  ersten  Falle  hat  man  in  Folge  der  Gleichung  (a) 
des  f.  73 

S  =.  2  n  y/^a  I  y  -yr- ,     Sx^  =  2  tt  yT^I y  y/^xdx^ 

wo  die  Integrale  so  genommen  werden,  dafs  sie  im  Funkle 
C  verschwinden ,  wo  man  x  zu  o  hat.  Integriert  man  theil- 
weise,  und  berücksichtigt  den  Werth  von  dy^  der  durch  die- 
selbe Gleichung  (a)  gegeben  ist,    so  hat  man 

S  z=L  ^  ny  \ax  —  ^  n  ya  J  ya  —  x  dx 
Sxi  z=  -7—  yx  yax yo,  J  x.ya—x  dx 

und  folglich 

iS  =  4  ny  V  ax  -j \a(a  —  x)^ a^ 

Sxi  =  —  yx  \ax  -| x  ya  {a  —  x)'^ 


+  --r-  V  a  (a  — a;)»  -r- 


a 


5 


45      V   c.v---y-     ^5    ^«'^ 

wodurch  man  den  Werlh  der  Oberflache,  die  durch  den  Bo- 
gen CM  erzeugt  wird  und  gegen  die  Axe  der  Figur  concav 
ist ,  und  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  vom  Funkte  C  er- 
fälirt.     Ist  dieser  Bogen  die  halbe  Cykloide  CAy   so  hat  man 

j;  zr:  a  und  j  =  |  na^  und  folglich 
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Im  zweiten  Falle  muf»  man,  um  die  Gleichungen  (a)  des 
§.  73  noch  ferner  brauchen  zu  können,  x  und  y  in  den  For- 
meln (8)  yerwechseln,  welche  daher  in 

*  •  « 

übergehen,  wo  y^  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  Sy 
der  auf  der  geraden  Linie  Cy  liegt ,  vom  Funkte  C  bedeutet, 
und  die  Integrale  im  Punkte  C,  das  heiTst  -v^^enn  xz=zo  ist, 
verschwinden.     Nach  der  Gleichung  (a)  hat  man 

J  X  ^ 

der  Werth  von  Syx  ist  daher  derselbe^  wie  der  Werlh  von 
Sxx  im  ersten  Falle,  und  dividiert  man  um  durch  diesen 
Werth  von  Sy  sq  hat  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
der  Oberfläche,  die  durch  den  Bogen  CM  erzetigt  wird,  und 
gegen  die  Axe  der  Figur  convex  ist,  vom  Punkte  C  Ist  die- 
ser Bogen  die  halbe  Cykloide  Cu^,  so  ist  die  erzeugte  Fläche 
gleich  4  Tra^,  und  zu  gleicher  Zeit  ist  der  Werth  des  Ab- 
standes  y\ 

Man  kann  hier  bemerken,  dafs,  wenn  ein  und  derselbe 
Kreisbogen  sich  nach  einander  mn  zwei  Axen  dreht,  die  auf 
einander  senkrecht  sind,  und  durch  einen  seiner  Endpunkte 
gehen,  der  Werth  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  (8)  sich 
nicht  ändert,  und  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  beiden 
erzeugten  Oberflächen  von  dem  Endpunkte  stehen  daher  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Inhalts  dieser  Oberflächen. 

83. 

Wenn    die   krumme   Linie  ABC  (Fig.  26)   sich   um   die 

Axe   Ox    dreht,    die   in    der    Ebene    derselben    enthalten   ist, 

aber    nicht    durch   dieselbe    geht,   so   erzeugt  ilu:e    Oberfläche 

einen  Rotationskörper,    dessen  Volumen,    das   ich    durch    V 
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bezeiclmen  werde,  durch  den  Iiilialt  dieser  Oberfläche  und  die 
Ordinate  y\  ilures  Schwerpunktes  ausgedrückt  werden  kann. 

Behält  man   alle   Bezeichnungen  des  §.  75  bei|  so  ist  es 
leicht  zu  sehen,    dafs  man  hat 

Denn  der  unendlich  kleine  Theil  dieses  Volumens,  der  durch 
das  Element  MNN'M'  der  erzeugenden  Fläche  erzeugt  wird, 
ist  der  Unterschied  n y^dx  —  Tvy'^dx  der  beiden  Cylinder, 
deren  Halbmesser  PM  und  PN  sind,  und  die  dx  als  ge- 
meinschaftliche Höhe  haben.  Denn  man  kann  die  unendlich 
kleinen  Volumina  der  zweiten  Ordnung,  die  durch  die  Dreiecke 
erzeugt  w^erden,  welche  man  von  diesem  Elemente  abzieht, 
oder  dazu  addiert,  indem  man  durch  die  Punkte  M  und  N 
Linien,  die  mit  der  Axe  Ox  parallel  sind,  zieht,  yernacliläs- 
sigen*  Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  von  f^  mit  der  di^itteu 
Formel  (l)  des  erwähnten  Paragraphen ,  so  hat  man 

V=  2  nXyi, 
woraus  hervorgeht,  dafs  das  Volumen,  welches  durch  die  Fläclie 
X  einer  ebenen  krummen  Linie  erzeugt  wird,  dieser  Fläche, 
multipliciert  mit  dem  Umringe  2  nyi  des  Kreises,  welchen 
ihr  Schwerpunkt  beschreibt,  gleich  ist.  Dieser  Lehrsatz  ist 
dem  des  $.74  ähnlich,  und  dient  dazu,  den  Inhalt  P^  zu  be- 
stimmen, wenn  der  Schwerpunkt  von  X  a  priori  bekannt 
ist.  Er  besteht  auch  noch,  wenn  die  erzeugende  Oberfläche, 
statt  von  einer  geschlossenen  krummen  Linie  umgeben  zu  seyn, 
zwischen  zwei  verschiedenen  krummen  Linien  und  zwei  Li- 
nien ,  die  auf  der  Axe  der  Figur  senkrecht  stehen ,  enthalten 
ist,  vorausgesetzt,  dafs  die  Axe  nicht  zwischen  den  beiden 
krummen  Linien  durchgeht. 

Wenn  die  erzeugende  Fläche  ein  Halbkreis  ist,   der  sich 
um    seinen    Durchmesser    dreht,    so  ist    der   Abstand    seines 

4  a 
Schwerpunktes  von  dieser  Drehungsaxe  gleich  —  ({.  78),   in- 

dem    man   durch  a  seinen  Halbmesser   bezeichnet.     Der  Um- 
ring,   der  durch   diesen   Funkt   beschrieben   wird,    hat   daher 

die  Länge  -— ,  und  da  die  Fläche  des  Halbkieises  ina^  ist, 
3 

so  hat  man 


v  = 
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3 
was  auch  wirklich  der  Inhalt  der  Kugel  ist. 

Man  nehme  nun  ferner  an,  dafs  die  geschlossene  krumme 
Linie  eine  Elh'pse  sey,  und  bezeichne  durch  a  und  6  ihre 
beiden  Halbaxen  und  durch  c  den  Abstand  ihres  Mittelpunk- 
tes von  der  Drehungsaxe.  Der  Inhalt  X  ist,  wie  bekannt, 
gleich  nahy  und  sein  Schwerpunkt  ist  offenbar  der  Mittel- 
punkt der  Figur.     Man  hat  also  y^  =  c ,  und  hieraus  folgt 

V  z=:  2  Ti^abcy 
wie    auch   sonst    die   eine   oder  die    andere    Axe  der   Ellipse 
gegen  die  Drehungsaxe  geneigt  sey. 

84. 
Es  ist  einleuchtend ,  dafs  das  Slück  eines  Rolationskürpers, 
welches  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten  ist,  die  durch  die 
Axe  der  Figur  gehen,  sich  zum  ganzen  Körper  verhält,  wie 
der  Winkel,  den  diese  beiden  Ebenen  einschliefsen ,  sich  zu 
vier  Rechten  verhält,  oder  was  dasselbe  ist,  wie  der  Bogen, 
der  zwischen  den  zwei  Ebenen  durch  den  Schwerpunkt  der 
erzeugenden  Fläche  besclu-ieben  wird,  sich  zum  ganzen  Um- 
ringe 2  7t  f  verhält.  Nennt  man  daher  /  die  Länge  dieses 
Bbgens  und  L  das  Volumen  des  Stückes,   so  hat  man 

L     =     IXy 

wo  X  immerfort  die  erzeugende  Fläche  bedeutet,  die,  nach 
der  Voraussetzung,  nicht  von  der  Drehungsaxe  durchschnit- 
ten wird. 

Diese  Formel  kann  man  auf   folgende  Weise   auf  andere 
Stücke  ausdehnen,   die  nicht  zu  Rotationskörpern  gehören. 

Man  nehme  neihUch  an ,  dafs  eine  ebene  krumme  Linie 
sich  bewege,  ohne  zu  gleiten  oder  sich  in  ihrer  Ebene  zu 
drehen,  und  zwar  so,  dafs  diese  Ebene  beständig  auf  einer 
gegebenen  Linie  senkrecht  stehe,  die  eine  ebene  krumme 
Linie,  oder  eine  Linie  doppelter  Krümmung  seyn  kann.  Bei 
dieser  Bewegung  bleibt  derselbe  Punkt  dieser  Ebene  immer 
auf  der  RichtungsUnic ,  und  die  anderen  Punkte  beschreiben 
krumme  Linien,  die  dieser  Linie  ähnUch  sind.  Seyen  A,  Z>,  ^ 
die  Fläche  der  erzeugenden  krummen  Linie,   der  körperliche 
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Inhalt^  dep  diircli  diese  Oberfläclie  erzeugt  wird,  und  die  Lange 
der  krummen  Linie,  die  durch  ihren  Schwerpunkt  durchlau- 
fen wird.  Ist  /  ein  Kreisbogen,  so  ist  L  ein  Stück  eines 
Rotationskörpers;  in  )edem  Falle  aber  kann  man  /  in  unend- 
lich kleine  Theile  theilen,  von  welchen  jeder  mit  dem  ihm 
entspreclienden  Krümmungskreise  zusammen  fällt*  Man  be- 
zeichne durch  a  einen  dieser  Theile  und  durch  v  den  Inhalt 
des  entsprechenden  Stückes  von  Lj  und  nehme  an,  dafs  die 
Ebenen,  die  auf  dessen  Richtung  senkrecht  stehen  und  durch 
welche  p  begranzt  wird,  sich  nach  einer  geraden  Linie  schnei- 
den, die  nicht  innerhalb  der  Fläche  der  erzeugenden  kriunmen 
Linie  liegt.  Dieses  Element  v  von  L  ist  ein  Stück  eines  Ro- 
tationskörpers und  nach  der  vorhergehenden  Gleichung  hat  man 

ff  z=z  a  i.* 
Nimmt  man  daher  die  Summe  aller  Werthe  von  p  und 
bemerkt,  dafs  der  Factor  A  constant  ist,  so  folgt  daraus >  dafs 
der  Inhalt  L  dem  Produkte  von  /  und  A  gleich  ist,  wie  in 
dem  Falle  eines  Rotationskörpers.  Die  Regel,  welche  diese 
Gleichung  L  z=:  X  l  enthält,  ist  in  der  Ausübung  nützlich  und 
läfst  sehr  viele  Anwendungen  zu;  Jedoch  darf  man  nicht  ver- 
gessen, dafs  sie  nicht  mehr  statt  hat,  wenn  die  auf  einander 
folgenden  erzeugenden  Linien  sich  auf  der  erzeugten  Ober- 
fläche schneiden  und  durch  ihre  auf  einander  folgenden  Durch- 
schnitte das  bilden,  was  man  eine  Wendungskante  (ar^te 
de  rebroussenieut)  nennt, 

85. 

.  Die  Betrachtung  des  Schwerpunktes  führt  auch  auf  eine 
Regel,  um  den  Inhalt  eines  Prisma  oder  eines  Cylinders  mit 
beliebiger  GrundÜäche  zu  berechnen,  welche  durch  eine  Ebene, 
die  gegen  diese  Grundfläche  geneigt  ist,   abgestumpft  sind. 

Sey  y  die  Flache  des  Schnittes  eines  Cylinders,  welcher 
senkrecht  auf  der  erzeugenden  Linie  steht,  A  die  Fläche  des 
geneigten  Schnittes,  der  den  Cylinder  begranzt,  'j^  der  Win- 
kel, den  diese  zwei  Ebenen  einsclüiefsen ,  ta  ein  beliebiges 
Element  von  A,  e  seine  Pi^ojection  auf  die  Ebene  von  y  oder 
das  entsprechende  Element  der  Fläche  yy  welche  selbst  die 
Projection  von  A  ist.      Nach  dem  Lehrsatze  des  (.10  hat  man 

y  =:  A  cos  &,     £  =  C9  cos  &• 
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Dies  vorausgesetzt  nehme  ich  ah,  dafs  X  die  Oberfläche 
8ey,  auf  welche  »ich  die  allgemeinen  Formeln  des  {.  75  b,ezie- 
hen,  und  dafs  &  die  Neigung  seiner  Ebene  gegen  die  der  x 
und  y  sey.  Ich  multipliciere  die  dritte  dieser  Formeln  durch 
cos  19"  und  bringe  diesen  constanten  Factor  unter  das  Zeichen 
jy,  so  hat  man  in  Folge  der  Werthe  von  y  und  e 

r^i  —  ff  ^^* 

Dieses  doppelte  Integral  ist  der  Inhalt  des  abgestumpften 
Cylinders,  der  zwischen  den  zwei  Schnitten  y  und  X  enthalten 
und  in  jiinendlich  dünne  Streifen,  die  auf  y  senkrecht  sind, 
zerlegt  ist,  .indem  man  jedoch  voraussetzt,  dafs  diese  beiden 
Schnitte  sich  nicht  wechselseitig  durchschneidet).  Hieraus  folgt 
also,  dafs  der  abgestumpfte  Cylinder  einem  geraden  Cylinder 
gleich  ist,  der  dieselbe  Grundfläche  y  hat,  und  dessen  Höhe 
der  Abstand  Zi  des  Schwerpunktes  des  geneigten  Schnittes  von 
dieser  Grundfläche  ist« 

Dieser  Lehrsatz  ergiebt  sich  yon  selbst,  in  dem  gewöhn- 
lichen Falle,  wenn  die  Grundfläche  des  Cylinders  ein  Kreis 
und  der  geneigte  Schnitt  eine  Ellipse  ist;  denn  legt  man  durch 
den  Mittelpunkt  dieser  krummen  Linie  eine  Ebene,  die  mit 
der  Grundfläche  parallel  ist,  so  ändert  sich  der  Inhalt  des 
Cylinders  nicht,  weil  das  Stück,  welches  man  wegnimmt, 
oflenbar  demjenigen  gleich  ist,  welches  man  hinzu  fügt. 

Wenn  sich  die  Flächen,  die  wir  durch  y  und  X  bezeich- 
net haben,  wechselseitig  schneiden,  so  besteht  der  Inhalt  aus 
zwei  Theilen ,  und  das  Integral  jy  z  €  drückt  den  Unterschied 
und  nicht  die  Summe  derselben  aus.  Wenn  der  Cylinder 
durch  zwei  geneigte  Schnitte  begränzt  wird,  deren  Flächen 
sich  nicht  durchschneiden,  so  kann  man  ihn  immer  in  zwei 
Theile  theilen,  deren  gemeinschaftliche  Grundlinie,  die  auf 
der  erzeugenden  Linie  senkrecht  steht,  weder  den  einen  noch 
den  anderen  dieser  Schnitte  durchschneiden  wird,  und  be- 
merkt man,  dafs  ihre  Schwerpunkte  auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie  liegen  müssen,  die  auf  dieser  Grundfläche  senk- 
recht sieht,  so  sieht  man,  dafs  der  ganze  Inhalt  gleich  ist 
der  Fläche  dieser  Grundlinie,  mullipliciert  durch  den  Absland 
dieser  beiden  Punkte. 
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III.    Schwerpunkte  der  Volumiiia  und  der  Körper. 

86. 

Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Volumens  hängt 
im  Allgemeinen  von  mehreren  dreifachen  Integralen  ab;  es 
giebt  aber  Körper,  für  welche  sich  die  Lage  dieses  Punktes 
durch  einfache  Integrale  bestimmen  läfst.  Diese  Körper  wer- 
den wir  zuerst  betrachten» 

Der  Schwerpunkt  einer  P3rramide  oder  eines  Kegels  mit 
beliebiger  Grundfläche  liegt  auf  der  geraden  Linie,  die  von  der 
Spitze  nach  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  geht.  Denn 
diese  gerade  Linie  triffi  alle  Schnitte,  die  mit  der  Grundfläche 
parallel  sind,  in  ähnlich  liegenden  Punkten,  die  ihre  Schwer- 
punkte sind  Und  die  man  für  die  Schwerpunkte  der  Elemente 
des  Körpers  nehmen  kann ,  die  unendlich  dünn  und  der  Grund- 
fläche parallel  sind.  Die  gerade  Linie,  von  der  die  Rede  ist^ 
•nthält  also  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  oder  des  Kegels, 
lind  es  mufs  nur  noch  seine  Lage  auf  dieser  Linie  bestimmt 
werden. 

Seyen  &  und  X  die  Fläche  der  Grundlinie  und  eines  pa- 
rallelen Schnittes.  Man  bezeichne  durch  h  und  x  die  senk- 
rechten Linien ,  die  von  der  Spitze  auf  ihre  Ebenen  gefallt 
werden y  so  hat  man,   wie  bekannt, 

und  folglich 

^  -  'W 

Aufserdem  kann  man  Xdx  für  das  Element  des  Volu- 
mens des  Kegels  oder  der  P3rramide  nehmen,  und  wenn  man 
f^  sein  ganzes  Volumen  und  Xi  den  Werth  von  x  nennt,  der 
dem  Schnitte  entspricht,  welcher  den  Schwerpunkt  enthält,  so 
jBndet  man  daraus,   wie  in  den  vorhergehenden  FäUen, 

r  =  r^Xdx,      Vxx  —  r^'xXdx. 

Substituiert  man  den  Werth  von  X  und  führt  die  Inte- 
grationen aus,    so  hat  man 
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woraus  man  findet 

Zieht  man  aber  durch  den  Schwerpunkt  eine  Ebene  ^  die 
mit  der  Grundfläche  parallel  ist^  so  schneidet  diese  die  Höhe 
7i  und  die  gerade  Linie,  die  von  der  Spitze  nach  dem  Sdiwer- 
punkte  der  Grundfläche  geht^  in  proportionale  Theile.  Hier- 
aus folgt,  dafs  der  Schwerpunkt  eines  Kegels  oder  einer  Pyra- 
mide mit  beliebiger  Grundfl&cbe  um  drei  Viertel  dieser  gera- 
den Linie  von  der  Spitze  oder  um  ein  Viertel  von  der  Grund- 
fläche absteht. 

87. 

In  Beziehung  auf  die  dreiseitige  Pyramide  kann  man  diesen 
Lehrsatz  ohne  Hülfe  der  Integralrechnung  beweisen. 

Sey  ABCD  (Fig.  30)  diese  Pyramide.  Seyen  auch  E  und 
F  die  Schwerpunkte  der  Flächen  ACD  und  BCD.  Man 
ziehe  die  geraden  Linien  BF  und  AE,  deren  Verlängerun- 
gen sich  in  der  Mitte  H  der  Kante  CD  trefien.  Alsdann 
ziehe  man  in  der  Ebene  AHB  die  geraden  Linien  AF  und 
BEf  die  sich  in  einem  gewissen  Punkte  G  schneiden  werden« 
Ich  behaupte,  dafs  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  der  Pyra- 
mide ABCD  seyn  wird.  Denn  zerlegt  man  diese  in  Ele- 
mente,, die  der  Grundfläche  ACD  parallel  sind,  so  sieht 
man,  wie  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  dafs  ihr 
Schwerpunkt  auf  der  geraden  Linie  BE  liegen  mufs,  und 
wenn  man  sie  in  Elemente .  zerlegt ,  die  B  CD  parallel  sind, 
so  sieht  man  auf  dieselbe  Weise,  dafs  dieser  Punkt  in  der 
geraden  Linie  AF  liegt.  Die  beiden  geraden  Linien  AF  und 
BEy  die  in  einer  Ebene  liegen,  müssen  sich  daher  schneiden, 
und  ihr  Durchschnitt  G  wird  der  verlangte  Schwerpunkt  seyn. 

Nun  ist  in  dem  Dreiecke  ABHy  die  gerade  Linie  EF 
mit  der  Grundfläche  AB  parallel,  weil  sie  die  Seiten  AH 
und  BH  in  proportionale  Theile  theilt,  das  heifst,  in  dem 
dritten  Tlielle  iiirer  Länge,  wenn  man  von  dem  Punkte  H 
ausgeht.    Man  hat  daher 

FG  :  GA  =  EF  :  AB  =  EH :  AH,^ 

und  folglich 

FG  :  GA=  1  :  3, 
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so  dafs  jF  G  der  dritte  Thell  von  Gj4  oder  der  vierte  Theil  Von 
^F  ist,    was  2u  beweisen  war. 

Man  schliefst  hieraus ,  dafs,  wenn  die  vier  Spitzen 
^,  JB,  C,  D  der  Pyramide  die  Schwerpunkte  gleicher  Massen 
sind ,  alsdann  der  Punkt  G  der  Schwerpunkt  dieser  vier  Mas- 
sen ist.  Denn  der  Punkt  F  ist  der  Schwerpunkt  der  drei 
Massen,  die  den  Punkten  By  Cy  D  entsprechen  (f.  77)  und 
wenn  GF  der  dritte  Theil  von  GJl  ist,  sa  ist  der  Punkt 
G  der  Schwerpunkt  dieser  drei  Massen  und  der  vierten. 

Hieraus  folgt  (f.  67),  dafs,  wenn  man  im  Schwerpunkte 
der  dreiseitigen  Pyramide  Kräfte  anbringt,  die,  der  Grofse 
und  Richtung  nach,  durch  gerade  Linien  vorgestellt  werden^ 
die  von  diesem  Punkte  nach  den  vier  Spitzen  gehen,  alsdann 
diese  vier  Kräfte  »ich  im  Gleichgewicht  halten  werden 

88. 
Hat  man  den  Schwerj^unkt  einer  dreiseitigen  Pyramide 
bestunmt,  S9  kann  man  daraus  den  einer  Pyramide  oder 
eines  Kegels  mit  beliebiger  Grundfläche  unmittelbar  ableiten, 
indem  man  diese  Grundfläche  in  eine  endliche  oder  unend* 
liehe  Zahl  von  Dreiecken  zerlegt.  Der  Schwerpunkt  dieser 
Pyramide  oder  dieses  Kegels  mufs  zu  gleicher  Zeit  auf  der. 
geraden  Linie  liegen,  die  von  der  Spitze  nach  dem  Schwer- 
punkte der  Grundfläche  geht,  und  in  der  Ebene,  die  der-Grund- 
fläche  parallel  ist  und  alle  Linien,  die  von  der  Spitze  nach 
dieser  Grundlinie  gezogen  werden,  in  dem  Punkte,  der  um 
drei  Viertel  dieser  Linien  von  der  Spitze  absteht,  schneidet, 
was  mit  dem  Resultate  des  §.86  zusammen  stimmt.  Man 
kann  hierdurch  auch  den  Sch\verpunkt  eines  Kugelausschnitts 
finden.  Denn  zerlegt  man  diesen  Ausschnitt  in  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Pyramiden,  deren  gemeinschaftliche  Spitze 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt  und  die  die  unendlich  kleinen 
Elemente  der  Grundfläche  des  Ausschnitts  zu  Grundflächen 
haben,  so  liegen  alle  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Grundfläche 
eines  concentrischen  Ausschnitts ,  dessen  Halbmesser  drei  Vier- 
tel von  dem  des  gegebenen  Ausschnilts  ist.  Hieraus  folgt,  dals 
der  Schwerpunkt  des  gegebenen  Ausschnittes  derselbe  ist,  wie 
der  der  GrundfläcKe  des  concentrischen  Ausschnittes,  wodiuxh 
seine  Lage  bestimmt  ist. 
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Man  nehme  an^  daCs^der  Kugelaue^chnltt  durch  den  Kreis- 
ausschnitt C^DS  (Fig.  29)  erzeugt  werde,  der  »ich  um  den 
Halbmesser  CD  dreht,  welcher  bis  in  die  Mitte  des  Bogens 
^B  geht;  das  Dreieck  Cj4B  und  der  Kreisabschnitt  ADB 
werden  zu  gleicher  Zeit  einen  Kegel  und  einen  Kugelabschnitt 
erzeugen,  und  der.  Schwerpunkt  dieses  Kugelabschnitts  wird 
sich  aus  dem  des  Kugelausschnitts  und  des  Kegels  bestimmen. 

Zu  diesem  Ende  nenne  man  /^i,  /^,  V  die  bezüglichen 
Volumina  dieser  drei  Körper  und  Xi,  x^  x'  die. Abstände 
ihrer  Schwerpunkte  vom  Punkte  C,  so  hat  man 

r  =  ;^'  +  ri,   rx  =  Vx  +  v^^x,,.     («> 

Sey  a  der  Halbmesser  C2?,  c  die  Sehne  AB  und  j  die 
Sagitte  DE  des  Bogens  ADB.  In  Beziehung  auf  den  Kegel 
hat  man 

V  =  r\  n-c^  («  — /),    X    —.\{a—  f). 

Die  Grundfläche  des  Kugelausschnitts  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  der  Sagitte  und  dem  Umringe  eines  gröfsten  Krei- 
ses, oder  gleich  2  7tafy  und  der  Werth  seines  Volumens  ist 
das   Produkt   aus    dieser   Grundfläche    und   \  a^    oder  gleich 

2  TT  ß^  / 

^ .     Beschreibt  man  aus  dem  Pimkte  C  als  Mittelpunkt 

iind>  mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  J  CD  ist,  einen  Kreis- 
bogen, wie  A^ D'  B\  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  durch 
diesen  Bogen  erzeugten  Oberfläche  in  der  Mitte  der  Sagitte 
D' E*  (f.  81),  oder,  mit  anderen  Worten,  in  einem -Abstände 
Yom  Punkte  C,  der  gleich  CD' — \D'E'  ist,  das  heifst, 
gleich  |(a  —  4/).  Da  also  dieser  Schwerpunkt ,  nach  dem 
eben  Gesagten,  der  Schwerpunkt  des  Kugelausschnitts  F"  ist, 
so  hat  man 

r= — g-^,  Ä  =  i(«— 4/). 

Substituiert  man  diese  verschiedenen  Werthe  in  die  Glei- 
chungen (a),  so  hat  man 

|^a2/=  A?rc«(a  — /)  +  /^i, 
l7ta^f{a  —  if)  =z^nc^{a  —  JY^riXu 
und  liieraus  findet  man  die  Werthe  von  Vi  und  Xi. 

Nennt  man  /  die  Länge  des  Bogens  AB,  so  hat  man 
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c  =  2  a  sin  -— ,      f  ziz  a  i  i  —  co8-— I, 

2a  \  2a) 

und  hieraus  folgt 

2na^  /^  l  ,     .    2    '  '  ^ 

V\  =  • 1  1  —  CO« 4  wö     r-  •  C08  — -  ) , 

'  3        V  2a         ^  2a  2aJ 

3  a  .  sin*  —^ 

2a     ^ 

x^  = 2 2 T  ' 

8  fl  —  cos  —  —  «  sin*  -—  cos  — 
^  2a     .  2a  2a 

Ist  der  Bogen  /  der  halbe  Umring  ^  so  hat  man  Iz^zna^ 

und  folglich 

^         2na^  3a 

*  3       '       *  8 

89. 
Man  kann  auch  durch  einfache  Integrale  das   Volumen 
und   den  Schwerpunkt  jedes  Körpers  >  der  in  Beziehung  auf 
eine  Axe  sypunetrisph  ist,  wie  z.  B.  eines  Ellipsoids,  bestimmen. 

Sejren  x,  y^  z  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Oberfiache;  man  nehme  die  Axe  der 
Figur  für  die  der  x^  und  bezeichne  durch  X.  die  Flache  des 
Schnittes  y  der  auf  dieser  geraden  Linie  senkrecht  steht  und 
dem  Endpunkte  der  Abscisse  x  entspricht.  Zerlegt  man  das 
Volumen  iA  unendlich  diinne  Elemente  ^  die  auf  der  Axe  der 
Figur  senkrecht  stehen,  so  kann  man  Xdx  für  das  Volumen 
eines  beliebigen  Elementes  nehmen  und  x  für  den  Abstand 
seines  Schwerpunktes  yom  Anfangspunkte  der  Coordinaten. 
Bezeichnet  man  daher  durch  y  eine  Schichte,  die  zwischen 
zwei  Schnitten  enthalten  ist,  die  den  gegebenen  Abscissen  a 
und  ß  entsprechen^  und  durch  Xi  den  Abstand  seines  ScJUwer- 
Punktes  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  so  hat  man 

V—P^Xdx,     Vxx=  r^  xXdx. 

Im  Falle  eines  EUipsoids  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

«a  T  6«  ^  c«  ' 

wo  <r,  6,  c  die  drei  Halbaxen  bezeichnen.     Die  Gleicliungen 
des  Schnittes  X  sind 
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man  hat  daher 
und  folglich 

r=„*o(,-.)0-«-!±^i^') 

woraus  man  findet 

_  3(<i  +  /?)  (2  a»  — ftg  — /yg) 

4(3a«-^a2  — «/?  —  /?»)• 

Wendet  man  diese  Formel  auf  de»  Kugelabschnitt  an, 
den  man  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachtet  hat;  so 
mufs  man 

/         , 
a  :=  a  •  cos  r —  >    /y  =  a 

nehmen,  und  hieraus  folgt 

3  a  (  1  +  cos  —  J  sin*  — 


^l  — 


ATi   = 


(1  —  cos  — -  +  sin* —  I 
2a  ^         2aJ 


und  wenn  man  ZShler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  1  — - 

cos  —  multipliciert .  so  erkennt  man.  dafs  er  mit  dem.  schon 
2a 

gefundenen  Werthe  von  x^  zusammen  fiUlt* 

Um  den  ganzen  .Werth  des  EUipsoids  zu  haben ,  muls 
man  ß  z^  a  und  ce  =  —  a  setzen;   dies  gieht 

--         4  nahe 

Dieses  Volumen  ist  auch  durch  das  dreifache  Integral 
fffdxdydz  gegeben,  wenn  man  es  auf  aUe  Elemente  des 
Raumes  ausdehnt,  die  durch  die  Oberflache  des  EUipsoids 
begränzt  sind;   setzt  man  aber 

X  ■=.  ax\    y  =  hy\    z  =  cä', 
80  wird  die  Gleichung  dieser  Oberfläche 
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lind  das  dreifache  Integral  geht  in 

nhc  fjf  dx'  dy*  dz! 
über. 

Dieses  neue  Integral  mufs  auf  alle  Elemente  des  Raumes 

ausgedehnt  werden,  der  durch  eine  Oberfläche  begränzt  wird, 

die   der   vorhergehenden    Gleichung    entspricht;     es   ist    daher 

das  Volumen   einer  Kugel,    die  die  Einheit    zum   Halbmesser 

4  TT 

hat,   und  da  dieses  Volumen  gleich  —   ist,    so   folgt   daraus 

o 

4  Ttcibc 

• — ,  wie  vorher,  für  den  Werth  des  EUipsoids, 


90. 

Zu  den  Körpern  ^  welche  in  Beziehung  auf  eine  Axe 
symmetrisch  sind,  gehören  die  Rotationskörper.  Wir  werden 
immer  die  Axe  der  Figur  für  die  der  Abscissen  x  nehmen.  " 
INimmt  man  alsdann  an,  dafs  ein  Körper  dieser  Art  durch 
eine  ebene  Fläche  erzeugt  wird,  die  zwischen  zwei  gegebenen 
krummen  Linien  und  den  Linien,  die  senkrecht  auf  der  Axe 
der  X  stehen  und  den  Werthen  a?  =  a ,  x  z=:  ß  entsprechen, 
enthalten  ist,  und  bezeichnet  man  durch  y  und  y'  die  Ordi- 
naten  dieser  krummen  Linien  in  Beziehung  auf  dieselbe  Ab- 
scisse  AT,  so  mufs  man 

in  den  Formeln  des  vorhergehenden^ Paragraphen  setzen.    Dies 
giebt 

r=  n  r^(jy^—y^)dxy     Fxi  =  nr^{y^—y'^)xdx.      . 

♦        - 
In    dem   gewöhnlichsten    Falle,   wenn   die   eine   krumme 

Linie  mit  der  Axe  der  Figur  zusammenfällt,  hat  man^'==:o 

und  einfach 

V  =  u  r^ y^dx]    Vxi  =  n  C^  y^xdx.        (6) 

Die  Cykloide  bietet  ebenfalls  Beispiele  zur  Anwendung 
dieser  Formel  dar ,  in  welchen  sich  alle  Integrationen  unter 
endlicher  Form  ausführen  lassen. 
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Betrachtet  man  den  convexen  Körper,  der  durch  die 
Fläche  CMP  (Flg.  25),  d£e  sich  um  die  Axe  Cx  dreht, 
erzeugt  vrird,  so  integriert  man  zuerst  theiiweise,  dies  giebt 

y  z=:  n  xy^  —  2n  fxydy 
Vxi  =?  i  yr  x^y^  —  n  f  x^ydy^ 
wo    die  Integrale  so  genommen  werden,  dafs  sie  im  Punkte 
C,  oder  wenn  x  zzz  o  ist,  verschwinden.     In  Folge  der  Glei- 
chung (a)  des  {.73  hat  man  also 

V  z=L  n  xy^  —  2  n  J  y  \ax  —  x^  dx 

Vxx  =  ^  TT  x^y^  —  n  Jyx  V  ax  —  x^  dxy 

und   die   Rechnungen   können   durch  Umbildungen  ausgeführt 
werden ,  die  denen  des  (•  80  ähnlich  sind. 

Hat  man  ein  Volumen,  welches  durch  die  halbe  Cykloide 
CAB  erzeugt  ist,  so  findet  man 

^_  yro^   ^9yg2   ^     ^  ^  (63  yi^  —  64)a 

3       V^  16  V'      ""'  ~     12  (9  7* ^"^16) • 

Betrachtet  man  dagegen  den  convexen  Körper,  der  durch 
die  Fläche  CMP  erzeugt  wird,  wenn  diese  sich  um  die  Axe 
Cy  dreht,  so  mufs  man  zuerst  x  und  y  in  den  Gleichungen 
(6)  vertauschen;  hieraus  folgt 

y  =  nfx^dyj     Vyx  =  n  fx^ydy, 
wo  yi  der.  Abstand  des  Schwerpunktes ,   der  auf  der  Axe  Cy 
liegt,  vom  Punkte  C  ist,   und  die  Integrale  in  diesem  Punkte 
C  verschwinden.     In   Folge  der   Gleichung  (a)   der  Cykloide 
hat  man  daher 

V  =  njx  yfax  —  x'^dx,     Vyx  =  njyx  y/ox  —  x'^  dx^ 

Das  erste  Integral  erhält  man  ohne  Schwierigkeit,  das 
zweite  durch  Umbildungen,  die  denen  des  f.  80  ähnlich  sind. 
In  dem  Falle,  wenn  CM  die  halbe  Cykloide  ist,  hat  man 

n^a^  /•16      .     n^\   a 

Seyen  nun  Xiy  yu  Zi  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  sey 
er  nun  gleichartig  oder  ungleichartig,  dessen  Masse  durch  M 
bezeichnet  wird.    Nach  dem ,  was  schon  in  J.  65  gesagt  worden 

9 


% 
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igt,  mufs  man,  um  diese  drei  Unbekannten  zu  bestimmen,  M 
in  unendlich  kleine  Theile  theilen,  und  daher  in,  den  zweiten 
Gliedern  der  Gleichungen  dieses  Paragraphen  die  Summen  in 
Integrale  verwandeln.    Man  hat  auf  diese  Weise 

Mxi=fffxdmy  Myi—fffydm,  MziZ=:JJfzdm',    (l) 

wo   dm   das   Differentialelement   der  Masse  des  Körpers  ist, 

welches  den  Coordinaten   x  ^  y^  z   entspricht.     Nennt  man  q 

die  Dichtigkeit  dieses  Elements  und  d\^  sein  Volumen,  so  hat 

man  auch 

dm  =  prfi^. 

Man  kann  nun  für  das  Element  di>  des  Volumens  das 
rechtwinklige  Farallelopipeduni  nehmen , .  dessen  drei  zusam- 
mens^ofsende  Seiten  den  Axen  der  x  y  y  ^  z  parallel  und  den 
Differentialen  dx^  dy  ^  dz  gleich  sind.    Hieraus  folgt 

dif  =  dx  dy  dz. 

Ist  der  Körper  gleichartig,  so  ist  seine  Dichtigkeit  überall 
dieselbe,  bezeichnet  man  daher  sein  Volumen  durch  V^  so 
hat  man 

Af  =  e  r, 

und  die  Gleichungen  (l)  werden 

rxy=fffxdv,     ryi=Jffydi>,     Vzi=fffzdi>.     (2) 

Ist  der  Korper  ungleichartig,  so  können  zwei  verschie- 
dene Fälle  vorkommen.  Im  ersten  Falle  besteht  der  Körper 
aus  homogenen  Tlieilen  von  endlicher  Gröfse,  und  die  Dich- 
tigkeit ändert  sich  nur  von  einem  Theile  zum  anderen.  Man 
kann  daher  auf  jeden  Theil  die  Gleichungen  (2)  anwenden, 
und  alsdann  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  nach  denen 
seiner  Theile  bestimmen  (f.  64).  Im  zweiten  Falle  ändert  sich 
die  Dichtigkeit  in  unmerklichen  Graden  im  Inneren  des  Kör- 
pers, und  man  kann  alsdann  die  Gleichungen  (1)  anwenden, 
in  welchen  q  eine  gegebene  Function  von  Xy  y,  z  seyn  mufs. 

Man  mufs  jedoch  bemerken,  dafs  in  jedem  Falle,  man 
betrachte  einen  gleichartigen  oder  einen  ungleichartigen  Körper, 
die  Theilung  der  Masse  in  unendlich  kleine  Theile,  deren 
Dichtigkeiten  dieselben  sind»  oder  nur  in  unendlichen  Graden 
sich  ändern ,  auf  der  Voraussetzung  beruht ,  dafs  der  Körper 
aus  einer  stätigen  Materie  besteht.  Dies  ist  aber  iu  der  Natur 
nicht  der  Fall,   wo  die  Körper  im  Gegentheile^    aus  getrenn- 
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ien,  durch  leere  Räume ,  deren  Gröfse  mit  der  der  vollen 
Räume  vergleichbar  ist,  von  einander  abgesonderten  materiel- 
len Theilen  bestehen.  Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  auf 
diese  Bemerkung  zurückkommen,  und  dort  zeigen ,  dafs  man 
dem  ungeachtet  die  Formeln  (l)  und  (2)  auf  die  Körper  in 
der  Natur  anwenden  kann,  als  wenn  die  Materie  in  ihrem 
Inneren  gar  keine  Unterbrechung  erlitte« 

92. 
£s  ist  zuweilen  nöthig,  um  die  Integrationen  zu  erleich- 
tern, statt  der  Coordinaten  x,  y^  z  die  Polarcoordinaten 
Jedes  Elements  dm  anzuwenden.  Sey  alsdann  r  sein  Radius 
Vector,  i^-  der  Winkel,  den  er  mit  der  Axe  der  positiven  x 
einschliefst,  und  ^  der  Winkel,  der  zwischen  der  Ebene  dieser 
beiden  geraden  Linien  und  der  der  x  und  j^  enthalten  ist; 
wir  haben  (f.  9) 

X  zzi  r  cos  -ö*,    y  z:z  r  sin  ^  cos  ^,     ä  ==  r  sin  ^  sin  \ff. 

Zu  gleicher  Zeit  mufs  man  dp  vermittelst  der  DiiTeren- 
tiale  dieser  neuen  Yerlmderlichen  r,  -i^,  ^  ausdrücken.  Man 
hat  allgemeine  Formeln  für  die  Umbildung  der  unabhängigen 
Veränderlichen  in  vielfaiphe  Integrale,  aber  man  kann  auch 
den  Werth  von  di^j  den  wir  anwenden  müssen,  nemlich 

dp  =  r*  sin  S-.drd&dy/ 
direct  finden,  wie  man  sogleich  sehen  wird. 

Ich  setze  gdp  an  die  Stelle  von  dm  in  den  Gleichungen 
(l)  und  substituiere  alsdann  diesen  Werth  von  dp  und  die 
Werthe  von  x^  y,  z,   so  gehen  diese  in 

Mxi  =  ff/Qr^  sin  &  cos  &dr  dS-dtp    \ 
Myi  —ff/Qr^  sm^&costffdrd'd'd^   V  (3) 

Mzi=fffQr^Bia^&miyjdrd&d^  ) 
über,  womit  man  noch  die  Gleichung 

'        Jtf  =  fSfqr^  sin  &dr  dS^d^j 
verbinden  mufs. 

Was  die  Gränzen  dieser  dreifachen  Integrale  betrifft ,  so 
werden  sie  vöTschieden  seyn,  je  nachdem  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Körpers  liegt. 
Ist  dieser  Anfangspunkt  einer  der  Punkte  von  JM,  so  integriert 
man  zuerst  zwischen  den  Gränzen  r  z=z  o  und  r  z=zu,  indem 

9* 
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mau   durch  u  elue  Function   von   ^    und    \])  bezeichnet  ^    die  ^ 
durch  die  Gleichung  der  Oberfläche  gegeben  ist.     Hierauf  inte-    ^ 
griert  man  zvvischen  den  Granzen  ^=ound  «^^ZTr  und  den 
Gränzen  t^=o  und  ^  =  2  it^   indem  man  nach  Belieben  mit 
dem  Winkel,  &  oder  mit  dem  Winkel  ^  anföngt.     Die  Grän- 
zen   werden    im   Allgemeinen    verwickelter    seyn ,   wenn    der 
Anfangspunkt  der  Cobrdinaten    nicht  der  Masse    M  angehört.    ; 
Man  bezeichne  in  diesem  Falle    durch   u  und  u     zwei  gege- 
bene Functionen  von  d"  und  ifj^   durch  cd  und  w'  zwei  Func-  . 
tionen  von  ^  und    durch  a   und   a     zwei  gegebene  Winkel. 
Ferner  nehme  man  an ,    dafs   man   einen   Theil    des   Körpers 
betrachte,    der   einerseits    zwischen    zwei  Oberflächen   enthal- 
ten ist 9  deren  Gleichungen  r  zzl  u  und  rzzz.u    sind,   und  an- 
dererseits zwischen  den  conischen  Oberflächen  ^  der^n  gemein- 
schaftliche Axe  die  Axe  der  x  ist,    die  ihre  gemeinschaftliche 
Spitze  im  Anfangspunkte   der  Coordinaten  haben,  und  deren 
Gleichungen  ^=i)p  und  ^  z=z  ^'  sind.     Aufserdem  soll  dieser 
Theil  noch  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten   sejn,  die  durch 
diese   Axe   gehen,    und    die  Winkel  a  und  a    mit  der  festen 
Ebene,    von  welcher  aus  man  den  Wii^kel  ^  zählt,   machen. 
Man  integriert  zuerst  zwischen  den  Gränzen  rznu  und  rzizu, 
dann  zwischen  den  Gränzen  S"  zu  w  und  &z=zm    und  zuletzt 
zwischen  den  Gränzen  ^  =:  ce  und  t^  =  a  \ 

Man  nehme  z.  B.  für  die  zwei  ersten  Oberflächen  die 
zweier  concentrischer  Kugeln,  die  ihren  gemeinschaftlichen  Mit- 
telpunkt im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  haben  und  deren 
Halbmesser  a  und  a  sind.  Zu  gleicher  Zeit  nehme  man  an, 
dafs  die  beiden  Kegel  kreisförmige  Grundflächen  haben,  oder, 
mit  anderen  Worten,  dafs  m  und  o>'  constante  Winkel  seyen. 
Ferner  setze  man  voraus,  dafs  die  Dichtigkeit  nur  eine  Func- 
tion von  r  sey,  so  dafs  der  Theil  des  Körpers,  den  man  be- 
trachtet, einer  Kugel  angehört,  die  aus  concentrischen  un- 
endlich dünnen  Lagen  zusammengesetzt  ist,  von  welchen  jede 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  welche 
sich  aber  von  einer  Lage  zur  anderen  ändert,  und  zwar  nach 
einer  gegebenen  Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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iiud  fülirt  die  Integrationen  in  Bezleliimg  auf  ^  und  ^  aus, 
so  findet  man 

M  z=z  A  («'  —  a)  (cos  f9 " —  cos  w') 
Mxi  rr  {  J?  («'  —  «)  (co8^  w  —  cos^w') 
Myi  z=  ^B  (sin  a  —  sin  «)  («'  —  co —  }  sin  2 1»'  -|-  j  sin  2  w) 
Mzi  z=:  ^B  (cos a  —  cos  a  )(«' —  oi  —  ^  sin 2  w'-f-  j[  sin 2 «), 
^voraus  sich   die  , Werthe   von  Xi^^ij  Zi  ergeben,   die  man 
in   diesem    Beispiele   nicht  aus    den   Gleichungen  (1)   ableiten 
könnte* 

Bildet  die  Masse  M  einen  vollkommenen  Ring,  so  daTs 
man  « '  =  «  -rf-  2  izr  hat,  so  folgt  daraus  y i  =  o  und  Zj  =  t>, 
das  heilst,  der  Schwerpunkt  Hegt,  wie  dies  seyn  mufs^  auf 
der  Axe.  dieses  Ringes,  sein  Abstand  Xi  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel,   von  welcher  dieser  Ring  einen  Theil  ausmacht,  ist 

B  (cos  w  -{-  cos  m' ) 

Xi    :=    -; • 

*  2A 

In  dem  Falle ,  wenn  die  Kugel  gleichartig  ist ,  ist  die 
Dichtigkeit  q  coiis.tant,  und  man  hat 

^  =  |p  (a'5_a5),     B  =  iQ(a^—a^). 

Wenn  in  dem  Ringe  kein  leerer  Raum  ist,  so  hat  man 
ta  =z  Oj  und  wenn  er  in  einen  Kugelausschnitt  übergeht,  so 
hat  man  auch  a  =  o.    Hieraus  folgt 

^1    =  —    (1    +   cos  ft)   ), 

was  mit  dem  Werthe  der  durch  x  bezeichneten  Gröfse  in 
{.88  übereinstimmt,  wenn  man  bemerkt,  dafs  die  durch/ 
bezeichnete  Sagitte  a  {\  —  cos  co')  zum  Werthe  hat,  und 
dafs  der  Halbmesser  a    ist. 

Um  das  Differential  di>  des  Volumens,  ausgedrückt  durch 
die  Differentiale  der  Polarcoordinaten  zu  finden,  nehme  ich 
an,  dafs  M  (Fig.  31)  der  Punkt  sey,  der  den  Coordinaten 
r,  1^,  t//  entspricht,  so  dafs,  wenn  O  ibr  Anfangspunkt,  OJf 
der  Radius  Vectör  r,  und  &  der  Winkel  MOx  ist,  der 
zwischen  diesem  Radius  und  einer  festen  Axe  Ox  enthalten 
'st,  und  \p  den  Winkel  bedeutet,    den  die  Ebene  dieser  zwei 
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geraden  Linien  mit  einer  festen  Ebene  einschliefst,  die  wiil- 
kührlicli  durch  die  zweite  Linie  gelegt  ist«  Sey  M!  ein  Punkt, 
der  auf  der  Verlängerung  von  OM  liegt  uiid  dessen  Radius. 
Vector  OM!  durch  r'  bezeichnet  werde.  Von  dem  Punkte 
O  als  Mittelpunkt  und  in  der  Ebene  M'  Ox  beschreibe  man 
die  Kreisbogen  MN  und  Jtf '  iV',  die  zwischen  den  zwei  ge- 
raden Linien  OMM'  und  ON N'  enthalten  sind,  und  be- 
zeichne durch  &'  den  Winkel  NOx.  Endlich  drehe  man 
die  Ebene  dieses  Winkels  um  die  Axe  Oxy  und  bezeichne 
in  dieser  neuen  Lage  durch  ^'  den  Winkel,  den  sie  mit  der 
festen  Axe  macht.  Bei  dieser  Bewegung  erzeugt  die  Fläche 
MM'  N'N  ein  Volumen  MM'  N'N  P P'  Q'Q,  welches 
ich  durch  U  bezeichne«  Diese  Fläche  aber,  als  Unterschied 
der  beiden  Kreisausschnitte  M' ON'  und  MON  ist  gleich 

Nennt  man  u  die  senkrechte  Linie,  die  von  ihrem  Schwer- 
punkte auf  die  Axe  Ox  gefällt  wird,  so  hat  man  u  {'^'  —  ffi) 
als  Länge  des  Bogens,  den  dieser  Schwerpunkt  um  diese  ge- 
rade Linie  beschreibt.  Nach  dem  Lehrsatze  des  §.  84  haben 
wir  daher 

Dies  angenommen,  denke  man  sich,  dafs  die  drei  Dimen- 
sionen von    U  unendlich  klein  werden  und  setze  daher 

r'  ^r  :=z  dr,    &'  —  &  =z  d-ö-,    ^'  —  tp  =z  dtp. 

Der  Factor  r'-|-r  reduciert  sich  zu  gleicher  Zeit  auf 
2  r,  man  kann  daher  auch  für  u  die  senkrechte  Linie  MH 
nehmen,  die  vom  Punkte  M  auf  die  Axe  Ox  gefällt  und  gleich 
r  sin  ^  ist,  und  nur  um  ein  unendlich  Kleines  von  u  ver- 
schieden seyn  kann.  Endlich  geht  U  ia  dp  über,  dessen 
Werth,  den  man  bestimmen  wollte, 

dif  =  r«  sin  ^  cZr.  d^dtp 
seyn  wird.     > 

Man  bemerke,  dafs  dieses  Volumen  dt^  wie  ein  rechtwink- 
liges Parallelopipedum  betrachtet  werden  kann,  dessen  drei 
zusammen  stofsende  Seiten  MM'  oder  dr,  der  unendlich 
kleine  Bogen  MN,  der  seineu  Mittelpunkt  in  O  hat  und 
dessen  Lauge  rd&  ist   und  der  unendlich  kleine  Bogen  M  P, 
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der  seinen  Mittelpunkt  im  Punkte  H  bat   und  dessen  Länge 
/*  sin  S-d^fß  hiy  sind. 

Die  GrundAaclie  MNPQ  dieses  Parallelopipedums  ist 
das  Element  der  Kugeloberiläclie,  deren  Mittelpunkt  im  Punkte 
O,  und  deren  Halbmesser  r  ist«  Bezeichnet  man  sie  durch 
da f  so  hat  man  daher 

rfa  =  r^  sin  S'd&d%jfy    dp  =  de  dr. 

Nennt   man  d(a  das  Element  der  Kugeloberfläehe  ^   deren 
Halbmesser  als  Einheit  angenommen  wird,  so  hat  man  audi 
d(a  r=  sin&d&dy/,    du  z=z  r^  dr  d(a* 

Integriert  man  diesen  Ausdruck  von  d(o  zwischen  den 
Gränzen  ^zizo  und  p=o  und  S'=7€  und  ^=2yr,  so  fin- 
det man  daraus  4  n  als  Yerbältniis  der  Oberfläche  der  Kugel 
zum  Quadrate  ihres  Halbmessers,  was  wirklich 'ihr  bekannter 
Werth  ist. 
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Sechstes   Kapitel. 
Berechnung  der  Anziehung   der  Körper» 


L     Formeln   in   Beziehung  auf  einen  beliebigen  Körper 
und  auf  die  Kugel   insbesondere« 

94. 
Man  nehme  an,  dafs  ein  materieller  Punkt  O  (Fig.  32) 
den  AuziehiiDgen  aller  Punkte  irgend  eines  Körpers  von  be- 
liebiger Gestalt  unterworfen  sey.  Zerlegt  man  jede  dieser 
Kräfte  in  drei  andere ,  die  nach  rechtwinkligen  Axen  gerichtet 
sind;  welche  willkührlich  durch  den  Punkt  O  gezogen  sind, 
und  nimmt  man  alsdann  die  Summe  der  positiven  oder  nega- 
tiven Seitenkräfte^  die  nach  jeder  Axe  wirken,  so  hat  man  die 
drei  Seiteukräfle,  deren  Mittelkraft,  der  Gröfse  und  Richtung 
nach,  die  ganze  Anziehung  ausdrückt,  die  auf  den  Punkt  O 
ausgeübt  wird.  Diese  drei  Seitenkräfte  sind  die  Summen  einer 
unendlichen  Anzahl  unendlich  kleiner  Elemente,  die  auf  die 
ganze  Masse  des  anziehenden  Körpers  ausgedehnt  sind ;  man 
kanu  sie  durch  dreifache  Integrale  ausdrücken,  und  die  Be- 
rechnung dieser  Integrale  hat  Aehnlichkeit  mit  der  Berechnung 
der  Coordinaten  des  Schwerpunktes  irgend  eines  Körpers,  mit 
welcher  wir  uns  im  Vorhergehenden  beschäftigt  haben.  Aus 
diesem  Grunde  werde  ich  das,  was  ich  über  die  Berechnung 
der  Anziehungen  zu  sagen  habe-,    an  dieser  Stelle  erörtern.    < 

Diese  Frage  ist  eine  von  denjenigen,  mit  welchen  sich 
die  Mathematiker  am  Meisten  beschäftigt  haben,  sowohl  wegen 
der  analytischen  Schwierigkeiten,  die  sie  darbietet,  als  auch 
wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der  Untersuchung  über  die 
Gestalt  der  Erde  und  dem  Gesetze  der  Schw^ere  an  ilu*er 
Oberfläche.  In  diesem  Werke  sollen  jedoch  nur  die  Formeln 
gegeben  wei*den,  die  sich  unmittelbar  darbieten,  und  einige 
ihrer  Anwendungen.  Ausführlichere  Entwickelungen  findet 
mau  im  zweiten  Theile  der  M^cauique  Celeste  und  in  mei- 
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uer  Abhandlung  '^über  die  Anziehung  der  SpliSroide'^,   die  in 
der  Connaissance  des  Tema  vom  Jahre  1829  abgedruckt  ist. 

95. 
Sey  D  ein  fester  Punkt ,  der  im  Inneren  des  anziehen- 
den Körpers  liegt;  durch  diesen  Punkt  ziehe  man  die  drei 
rechtv?inkligen  Axen  Dx^  ÜJy,  Dz,  yrelche  die  Axen  der 
positiven  Coordinaten  seyn  werden.  Man  bezeichne  durch 
^y  J/j  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  des  an- 
zielienden  Körpers,  und  durch  dm  das  Element  seiner  blasse, 
welches  dem  Punkte  M  entspricht,  ferner  bezeichne  man 
durch  a,  ß^  y  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  durch 
fb  die  Masse  dieses  materiellen  Punktes ;  endlich  sey  u  die 
Entfernung  OJtf,  so  dafs  man 

u^  =  {a-x)^  +  {ß-y)^  +  (y-*)^ 
hat.  Die  Anziehung,  die  durch  dm  auf  /e  ausgeübt  wird, 
w^ird  nach  der  geraden  Linie  OM  gerichtet  seyn.  Man  nehme 
an,  dafs  diese  Kraft  dem  Produkte  der  beiden  Massen  pro- 
portional sey,  und  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats 
des  Abstandes   u  stehe  \  ^  bezeichnet  man  sie   daher  durch  F^ 

so  hat  man  * 

_  fjidm 

wo  f  ein  beständiger  Coefßcient  ist,  der  die  Intensität  der 
anziehenden  Kraft,  auf  die  Einheiten  der  Masse  und  des  Ab- 
standes bezogen,  ausdrücken  soll.  Um  sich  eine  richtige  Vor- 
stellung von  dieser  Gröfse  /'  zu  machen,  mufs  man  sich  zwei 
Körper  denken,  deren  Gestalt  und  Dimensionen  beliebig  an- 
genommen vi^erden  können,  und  deren  Massen  gleich  grofs 
sind  und  als  Einheit  angenommen  werden;  ferner  mufs  man 
annehmen,  dafs  die  Anziehung,  in  der  ganzen  Ausdehnung 
dieser  zwei  Körper,  weder  der  Gröfse  noch  der  Richtung  nach 
sich  ändert,  so  dafs  sie  zwischen  zwei  beliebigen  Elementen 
ihrer  Massen,  die  gleich  dm  und  fjt^  hmAy  dieselbe  ist,  wie 
zwischen  den  materiellen  Punkten  fjb  und  rfm,  die  wir  be- 
trachten, vorausgesetzt,  dafs  ilir  Abstand  OM  der  Einheit 
gleich  ist.  Die  Kraft  /  ist  alsdann  die  gesammte  Auzieliiing, 
die  durch  einen  dieser  zwei  Körper  auf  den  anderen  aus- 
geübt wird. 
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Die  Projectionen  der  gei*aden  Linie  OM  aiif  die  Axeu 
Dx^  2?y,  Dz  sind  a — Xj  ß — y,  y  —  ä;  dividiert  man  sie 
durch  u^  80  hat  man  die  Cosinus  der  Winkel  ^  welche  die 
Richtung  der  Kraft  F  bestimmen«  Ihre  drei  Seitenkräfle  sind 
daher 

tziiF,  ^^=zf,  y^=^F, 

u  u  u 

und  betrachtet  man  u  als  eine  positive  Gröfse,  so  werden  sie 
die  drei  Coordioaten  a,  /?,  f  des  Punktes  O  zu  verkleinern 
oder  zu  vergröfsern  streben^  je  nachdem  sie  positiv  oder 
negativ  seyn  werden.  4  Bezeichnet  man  dalier  durch  Ay  B,  C 
die  drei  Seitenkräfte  der  gesammten  Anziehung,  die  auf  die- 
sen Punkt  ausgeübt  wird,  so  hat  man,  indem  man  für  F 
seinen  Werlh  setzt  und  bemerkt,  dafs  /*  und  f  beständige 
Factoren  sind, 


"="  ffff'-i^  ""• 


wo  die   dreifachen  Intigrale   auf  die  ganze  Masse  des  anzie- 
henden  Körpers  ausgedehnt  werden  müssen« 

Bezeichnet  man  durch  q  die  Dichtigkeit  des  .Elements  dm 
und  durch  d%>  sein  Volumen,  so  hat  man 

dm  =  qdv. 
Diese  Gröfse  ^  ist,  im  allgemeinen  Falle,  eine  gegebene 
Function  der  Coordinaten  des  Punktes  3f ;  ist  dagegen  der 
anziehende  Körper  gleichartig,  so  ist  sie  eine  gegebene  C5n- 
stante«  Man  drückt  dv  vermittelst  der  Differentiale  der  Coor- 
dinaten von  My  die  man  anwendet,  aus,  die  am  geeignetsten 
8e ja  werden  y    um  die  Integrationen  zu  erleichtern« 

96. 
Durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  führt  man  die  drei 
dreifachen  Integrale ,  von  welchen  die  Werthe  von  A^  Bj  C 
abhängen^  auf  ein  einziges  zurück.  Unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Gränzen  dieselben  bleiben,  wie  in  diesen  Integralen, 
setze  man 
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=fff 


dm 


u 

Da  diese  Grunzen  von  der  Lage  des  Punktes  O  unab- 
hängig sind 9  so  kann  man,  wenn  man  7^  in  Beziehung  auf 
seine  Coordinaten  düTerentileit,  diese  Differentiationen  unter 
dem  Zeichen  f  ausführen  (f.  14) ,  und  da  man  aufserdem 

du   X  —  a      du  y  —  ß       du         z  —  y 

da    ~      u^    '    Tß  u^'     dy   ~ 

hat,   80  folgt  daraus 

da         JJJ       u^ 


u 


"r  =  fff^  ■"» 


wodurch  die  Gleichungen  (1)  in  folgende  übergehen: 
,dT      „  ^dT     „  j,dT 

^=-^'^dZ'  ^=-t'^dß;  ^=-'*^57'      (^) 

so  dafs  die  Berechnung  der  drei  SeiteipkrÜfte  ji,  B,  C  nur 
von  dem  einzigen  Integrale   T  abhängt.  * 

Bei  der  Bestimmung  dieses  Integrals  ist  es  wichtig ,  zu 
bemerken  y  dafs  der  Nenner  u  beständig  dasselbe  Zeichen  »in 
der  ganzen  Ausdehnung  der  Integration  haben  mufs,  und  dafs 
er  positiv  seyn  mufs,  wenn  man  haben  will,  dafs  die  Seiten- 
kräfte u4,  By  C  die  Coordinaten  des  Punktes  O  verkleinern 
oder  vergrüfsern  sollen^  je  nachdem  ilire  Werthe,  die  durch 
die  Gleich luigen  (2)  gegeben  sind ,  positiv  oder  negativ  sind« 

Wenn  der  Punkt  O  nicht  eine  Anziehung,  sondern  eine 
Abstofsung  erleidet,  so  ist  es  hinreichend,  die  Zeichen  der 
Werthe  von  j4,  B,  C  zu  ändern,  oder,  was  dasselbe  ist,  / 
wie  eine  negative  Constante  anzusehen«  In  dem  Falle,  wenn 
die  anziehende  oder  abstofsende  Kraft  nicht,  wie  wir  voraus- 
gesetzt haben,  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des 
Abstandes  steht ,  und  man ,  im  Allgemeinen ,  den  Coefilcienteu 
von  fidm  durch  eine  gegebene  Function  von  z^,  die  ich  durch 
(fu  bezeichne,  vorstellt,  kann  man  eine  andere  Function  *« 
so  nehmen,  dafs  man 
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-SIT  =  -«'" 

liat,   und   sie   an   die  Stelle   von  —  in   den  Ausdruck   von  Y 

u 

setzen.  Es  könnte  auch  seyn,  dafs  diese  Kraft  für  einen 
Tlieii  des  Körpers ;  der  aufO  vrirkt,  anziehend  und  für  einen 
anderen  Theil  abstofsend  wäre;  in  diesem  Falle  müfste  die 
Function  ^w,  in  welcher  der  CoefiCicient  J  enthalten  ist,  in 
der  Ausdehnung  des  Integrals,,  welches  T  vorstellt,  das  Zei- 
chen ändern* 

Die  Seitenkräftc  der  Wirkung,  welche  auf  einen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  und  Gröfse  ausgeübt  wird,  können 
aus  den  vorhergehenden  Formeln  abgeleitet  werden,  wenn 
man  in  denselben  p  durch  das  Differentialelement  seiner 
Masse  ersetzt,  welches  den  Coordinaten  ct^ßy  y  entspricht, 
und  nachher  in  !ßeziehung  auf  diese  drei  Veränderlichen,  in 
der  ganzen  Ausdehnung  dieser  Masse  differentiiert ;  woraus 
man  sieht,  dafs  die  Seiteukräfte  der  Wirkung,  die  durch  einen 
Körper  auf  einen  anderen  ausgeübt  wird,  im  Allgemeinen  von 
sechsfachen   Integralen    abhängen. 

Dieses  sind  die  Formeln,  nach  welchen  man  die  Anzie- 
hungen oder  Abstofsungen  berechnen  kann;  ehe  man  aber 
irgend  eine  Anwendung  davon  macht,  ist  es  nothwendig  zu 
erklären,  wie  sie  mit  der  inneren  Beschaffenheit  der  Körper 
zusammen  stimmen,  und  die  Schwierigkeit  zu  untersuchen,  von 
welcher  am  Ende  des  f.  91  die  Rede  war, 

97. 
Die  verschiedenen  Körper  enthalten,  unter  gleichem  Vo- 
lumen ungleiche  Quantitäten  wägbarer  Materie  ((•  60) ,  und  da 
diese  Quantitäten,  bei  demselben  Körper,  mit  seiner  Tempe- 
ratur und  dem  äufseren  Drucke,  dem  er  unterworfen  ist,  sicli 
ändern,  so  hat  dies  zu  dem  Gedanken  geführt,  die  Körper  wie 
eine  Sammlung  materieller,  nicht  zusammenhängender  Theilchen, 
die  durch  Poren,  oder  Räume,  in  welchen  keine  wägbare 
Materie  enthalten  ist,  von  einander  getrennt  sind,  zu  betrach- 
ten. Diese  materiellen  Theiie  nennt  man  Atome;  ihre  Di- 
mensionen und  die  der  Poren  entgehen  >  wegen  ihrer  aufser- 
ordentlichen  Kleinheit,  unseren  Sinnen  und  allen  unseren 
Mitteln  sie  zu  messen.     Man  nimmt  die  Atome  als  unzerstörbar 
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und  die  Masse ,  die  Gestalt ,  das  Volumen  eines  jeden  dersel- 
ben als  unveränderlich  an*  Die  Dimensionen  der  Poren  da- 
gegen ändern  sich  mit  den  verschiedenen  Quantitäten  der 
Wärme,  die  man  den  Körpern  zuführt  oder  ihnen  entzieht, 
und  mit  dem  Drucke,  dem  man  sie  unterwirft.  Da  nun  die 
Aenderungen  im  Volumen  eines  Körpers  sehr  grofs  seyn  kön- 
nen, ohne  dafs  seine  Masse  zu  oder  abnimmt,  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Dimensionen  der  leeren  Theile  mit  denen  der  vollen 
Theile  vergleichbar  und  im  AUgemeinen  gröfser  als  die  letzte- 
ren seyn  müssen« 

Die  Atome  von  derselben  oder  von  verschiedener  Be- 
schaffenheit, vereinigen  sich  in  verschiedenen  Verhältnissen, 
um  andere  Tlieile  der  ^Körper  zu  bilden,  die  noch  immer  un- 
mefsbar  sind  und  die  man  ihre  Molecule  nennt.  Die  Kör- 
per vmterscheiden  sich  von  einander  durch  die  BeschaiTenheit 
und  die  Verhältnisse  der  Atome,  die  in  der  Zusammensetzung 
eines  jeden  Molecuis  enthalten  sind,  und  man  betrachtet  die 
Atome.^  wie  eben  gesagt  wurde,  als  etwas  Unveränderliches 
und  Unzerstörbares,  weil  man,  wenn  man  sie  in  denselben 
Verhältnissen  vereinigt,  zu  allen  Zeiten  dieselben  Körper  mit 
denselben  Eigenschaften  wieder  hervor  bringt« 

98. 

Es  ist  hiernach  einleuchtend,  dafs  die  Theilung  der  Masse 
in  unendlich  kleine  Theile  und  die  Annahme  einer  Dichtig- 
keit eines  jeden  Elements,  die  in  den  gleichartigen  Körpern 
sich  nicht  verändert,  oder  in  den  ungleichartigen  Körpern 
sich  nur  durch  unmerkliche  Stufen  ändert,  nicht  auf  die  in 
der  Natur  vorkommenden  Körper  pafst.  Indessen  kann  man 
dem  ungeachtet  von  den  Formeln  Gebrauch  machen,  die  auf 
diese  Betrachtung  gegründet  sind ,  und  sie  auch  dann  noch 
anwenden,  wenn  die  Körper  in  Theile  getheilt  worden  ^ind, 
die  zwar  eine  endliche,  aber  völlig  unmefsbare  Gröfse  haben« 

Die  Molecule  sind  nemlich  so  klein  und  liegen  so  nahe  ' 
bei  einander,  dafs  ein  Theil  der  Masse  des  Körpers,  der  eine 
ungeheuere  Anzahl  derselben  enthält,  noch  immer  als  sehr 
klein  angenommen  und  sein  Volumen  als  unmefsbar  angese- 
hen werden  kann.  Sey  i^  das  Volumen  eines  solchen  Theils, 
dessen    Grufse   unmefsbar  ist   und   der    nichts    desto   weniger 
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Myriaden  von  Moleculen  entliäU.     Sey   ferner  m   die  Summe 

ihrer  Massen  und  bezeichne  man  durch  M  einen  Punkt  von  •>, 

der,   wenn  man  Vfill,   sein   Schwerpunkt  seyn   soll.     Setzen 

vvir  nun 

m 

SO  drückt  dieses  Verhältnifs  q  die  Dichtigkeit  des  Körpers  im 
Punkte  M  auS;  wie  auch  sonst  die  Massen  der  Molecule  und 
ihre  regebnäfsige  oder  unregehnäfsige  Vertheihing  in  der  Aus- 
dehnung von  i^  beschaffen  seyn  mag.  Bezeichnet  man  ebenso 
durch  n  die  Anzahl  der  Molecule,  die  v  enthält^  und  setzt  man 

n 
so  kann  diese  Linie  e,  deren  Gröfse  unmefsbar  ist,  der  mitt- 
lere Zwischenraum  der  Molecule,  der  dem  Punkte  M  und 
der  Dichtigkeit  q  entspricht,  genannt  werden.  In  einem  gleich- 
artigen Körper,  ändert  sich  dieses  Verhältnifs  und  diese  Linie 
nicht  mit  der  Lage  des  Punktes  Ji,  in  einem  ungleichartigen 
Körper  dagegen,  ändfern  sich  diese  zwei  Gröfsen  durch  im- 
merkliche  Stufen  und  können  als  gegebene  Functionen  der 
Coordinaten  dieses  Punktes  angesehen  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  will  man  nun  die  Masse  eines  Kör- 
pers ,  oder  allgemeiner  die  Summe  der  aufserordentlich  kleinen 
Theile  dieses  Körpers,  von  welchen  jeder  mit  einer  Function 
U  der  Coordinaten  eines  seiner  Punkte  M  muhipliciert  ist, 
kennen,  so  t heilt  man  das  Volumen  V^  dieses  Körpers  in 
aufserordentlich  kleine  Theile  Py  alsdann  nimmt  mau  die 
Summe  aller  der  Produkte    Uqv,  welche  ich  durch 

2  U  QU 
bezeichne,    und   welche   sich   auf  alle   Theile   u  von    f^  er- 
strecken mufs.     Sind  die  Glieder  dieser  Summe  alle  unendlich 
klein,  und  ist  ilire  x\nzahl  unendlich,   so  ist  nach  dem  Lehr- 
satze des  §.  13  der  Werth  der  Summe  dem  bestimmten  Integrale 

J    U  Q  d  P 

genau  gleich,  wenn  dieses  auf  das  ganze  Volumen  f^,  dessen 
Differentialelement  dp  ist,  ausgedehnt  wird.  Man  sieht  aber 
leicht  ein,  dafs,  im  Allgemeinen,  der  Unterschied  zwischen  die- 
ser Summe  und  diesem  Integrale  desto  kleiner  werden  wird, 
je  kleiner  die  Theile  der  ersteren    und   Je  gröfser  ilu^  Anzahl 
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« 

wird  7  80  dafs  maoy  wenn  die  Grufse  von  p  unmefsbar  aber 
dennocli  von  d^  verschieden  ist,  immer  ohne  merklichen  Feh« 
1er   das   Integral  statt  der  Summe   nehmen   kann.     Indessen 
erleidet  dieser  allgemeine  Grundsatz   eine  Ausnahme ,   nemlich 
wenn  U  eine  Function  ist,  die  sich  sehr  schnell  ändert ,  und 
wenn  diese  Gröfse  zu  gleicher  Zeit^  in   der  Ausdehnung  der 
Integration,  ihr  Zeichen  ändert,  was  wirklich  bei  der  Berech- 
nung der  Kräfte,  die  von   der   Molecularanziehung  und   der 
Abstofsung  durch  Wärme  herrühren,  die  nur  in  unmefsbareu 
Abständen  merklich  sind,  der  Fall  ist«     Für  jetzt  ist  es  uns 
indessen   hinreichend,  zu  bemerken,   dafs  diese  Ausnahme  mit 
den  Formeln  des  §.9i  und  95  in  keiner  Beziehung  steht,  die 
sich  auf  die  Schwerpunkte  der  Körper  und  auf  Anziehungen, 
die  im  umgekehrten  Verhältnisse   der  Abstände  stehen,  bezie- 
hen,   und  welche   man    daher  auf  die  in  der  Natur  vorkom- 
menden Körper,  die  aus  getrennten  Moleculen  bestehen,   an- 
wenden kann, 

99. 
Wir  wollen  nun  zur  Berechnung  der  Anziehungen  zurück 
kehren«     Wenn  der  Abstand   des  Punktes  O  von  dem  anzie« 
henden  Körper  sehr  grofs  ist  im  Verhältnisse  zu  den  Dimen- 
sionen  dieses  Körpers,   so  kann  man,  im  Ausdrucke  von  T 

des  L  96,   die  Gröfse  ^  in   eine   convergierende   Reihe  ent- 

u 

wickeln,  die  nach  Potenzen  und  Produkten  von  x^y/z  geord- 
net ist«     Setzt  man 

«2  +  /S*  +  y2=  tf^. 
so  hat  man  alsdann 

1  1     ,    ax-^-ßy  +  yz 

^^      (u      I  ^5 

+ JJs  -  -J-- 

Ninunt  man  nun  den  Schwerpunkt  des  anziehenden  Kör- 
pers für  den  Anfangspunkt  D  der  Coordinaten,  so  hat  man 
fffxdrn=:o,    fffydm  —  o,    fjfzdm^o, 

weil  diese  Integrale,  durch  die  Masse  M  des  Körpers  divi- 
diert, die  drei  Coordinaten  dieses  Punktes  seyn  werden  (f.  91). 
Bezeichnet  man  diese  Masse  durch  itf ,   so  hat  man  daher 
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Wenn  der  Abstand  OD  oder  d  hinlänglich  grofs  ist,  so 
dafs  man  diesen  Werth  von  T  auf  sein  erstes  Glied  reducie- 
ren  kann,  so  werden  die  Gleichungen  (2) 

_  ftMfa  _  ftMfß  _  tiMfY 

da  aber  diese  Seitenkräfte  dieselben  sind ,  wie  die  einer  Kraft, 
die  gleich  -  ^^'-  ist,  und  auf  den  Punkt  O  nach  der  Rich- 
tung OD  wirkt,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Anziehung,  die 
auf  einen  Punkt  O  durch  einen  Körper  ausgeübt  wii'd,  der 
sehr  weit  von  demselben  entfernt  ist,  sowohl  der  Richtung 
als  Gröfse  nach,  fast  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Masse  M  die- 
ses Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre« 

Wenn  dieser  Körper  eine  Kugel  ist,  die  entweder  gleich- 
artig, oder  aus  concentrischen  Lagen  zusammen  gesetzt  ist, 
iso  findet  man,  dafs  alle  Glieder  des  Werthes  von  7*,  das 
erste  ausgenommen ,  sich  aufheben.  Hierzu  ist  es  hinreichend, 
X ^  y^  z  durch  die  Coordinaten  r,  ^,  ^  zu  ersetzen,  wie  in 
f.  92,  wodurch  man  die  Integrationen  in  Beziehung  auf.  «^ 
und  ^  ausführen  kann.  Der  so  eben  ausgesprochene  Lehrsatz 
wird   alsdann   streng   richtig  seyn,   wenn    nur  der  Abstand  is 

hinlänglich  grofs  ist,   so   dafs   man  —  in  eine  convergierende 

Reihe  entwickeln  kann.  Wirklich  wird  man  im  folgenden  {. 
sehen,^  dafs  dieser  Lehrsatz^  ohne  dafs  man  auf  die  Reduction 
in  eine  Reihe  zurück  geht,  statt  hat,  wie  auch  der  Abstand 
des  Punktes  O  von  der  anziehenden  Kugel  beschaffen  seyn 
mag,  wenn  dieser  Punkt  nur  nicht  im  Inneren  der  Kugel  liegt. 
Hieraus  kann  man  leicht  schliefsen,  dafs  die  Anziehung,  welche 
eine  Kugel  auf  eine  andere  ausübt,  dieselbe  ist,  als  wenn 
die  Masse  jeder  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 
Denn,  nennt  man  die  Massen  dieser  beiden  Kugeln  M  und 
JM'  und  ihre  Mittelpunkte  C  und  C',  so  ist  die  Anziehung, 
welche  M  auf  einen  Punkt  O  von  MJ  ausübt,  dieselbe,   als 
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>vejin  die  Masse  M  im  Punkte  C  concentriert  wär^;  auTser« 
dem  ist  die  Anziehung,  -welche  C  auf  alle  Punkte  O  von  M' 
ausübt 9  der  Anziehung^  -welche  alle  diese  Punkte  ^  oder  M^ 
auf  C  ausüben,  gleich  und  entgegengesetzt,  welche  dieselbe  ist, 
als  -wenn  die  Masse  M'  im  Punkte  C  vereinigt  wäre.  Die 
Anziehung  der  beiden  Kugeln  ist  daher  dieselbe  |  wie  die  der 
beiden  materiellen  Punkte,  die  in  C  und  C  liegen,  wenn  die 
Massen  derselben  M  und  M^  sind« 

100. 
.  Die  Anziehung,  welche  auf  den  Punkt  O  durch  eine 
sphärische  Schichte,  die  gleichartig  ist  und  überall  dieselbe 
Dicke  hat,  ausgeübt  wird,  und  deren  Mittelpunkt  D  ist,  re- 
duciert  sich  offenbar  auf  eine  Kraft,  die  nach  Ol)  gerichtet 
ist.  Läfst  man  diese  gerade  Linie  mit  der  Axe  Dx  zusammen 
fallen,  so  werden  die  Seitenkräfte  B  und  C,  die  mit  den 
Axen  Dy  und  Dz  parallel  sind,  Null  scyn,  und  man  braucht 
nur  den  Werth  von  ji  zu  berechnen. 

Bei  dieser  Rechnung  kann  man ,  wie  in  f.  92 ,  die  Polar- 
coordinaten  r,  ^,  \jj  anwenden.  Die  Axe  Dx  fällt  mit  der 
Linie  DO  zusammen,   und  man  hat  daher 

ODM=&,    DO  =  a,     ß—o,    y  ~  o, 
und   da  Diu  =  r  und  OM  =  i^  ist,   so  folgt  daraus 

u^  zu  «2  —  2  a  r  cos  ^  -J-  r^. 

Der  Winkel  \p  ist  derjenige,  den  die  Ebene  ODM  mit 
einer  festen  Ebene  einschliefst,  die  diu*ch  die  gerade  Linie 
DO  geht,  man  hat  daher  (f.  93) 

dv  :=:  r*^  sin  S-drd&d^p 
als  Element  des  Volumens,   und  in  dem  Elemente   der  ISIasse 
dm  =  gdtf^    betrachtet  man  g    als  einen  beständigen  Factor. 

Nachdem  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  von  T  des 
{.96  substituiert  hat,  mufs  man  von  rz=ib  bis  rzzza  integrie- 
ren, indem  man  durch  a  und  b  den.  äufseren  und  inneren 
Halbmesser  der  sphärischen  Schichte  bezeichnet,  und  ferner 
von  i^*  =  o  und  %pz=i  o  bis  «^  =  tt  und  ^=:  27€.  Da  die 
Veränderliche  ifj  nicht  unter  dem  Integralzeichen  enthalten  ist, 
80  kommt  die  Integration,  in  Beziehung  auf  diese  Veränder- 
liche, darauf  zurück,  dafs  man  das  Differential  dyj  ^urch  2n 
ersetzt.    Dies  vorausgesetzt,  hat  man 

10 
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T—2nqj     C    I         ^-  )  rdr. 

J  b    \J  o    V«2_2«rco8^+/V 

An  den  Gränzen  «9*  =  o  und  ^  =  77  hat  die  Wurzelgrufse 

die  Werthe 

rt;  («  — ^  /•) ,      =fc  (a  +  r) ; 

da  sie  aber  den  Werth  von  u  bezeichnet^  der  immer  positfr 
seyn  mufs  (f.  96),  so  mufs  man  a-|-r  an  der  Gränze  il?-  =  7r, 
und  r  —  a  oder  a  —  r  an  der  Gränze  -ö*  =  o  nehmen ,  Je 
nachdem  der  Punkt  O  innerhalb  oder  aufserhalb  der  sphäri- 
schen Schichte  liegt«  Wir  werden  sogleich  sehen,  was  man 
thun  mufs,  wenn  dieser  Punkt  in  der  Schichte  selbst  liegt, 
so  dafs  mau  in  einem  Theile  dieser  Schichte  r  ^  es  und  in., 
dem  anderen  Theile  r  «^  a  hat* 

Da  in  Beziehung  auf  ^  das  unbestimmte  Integral 

y"»        rsin^rf^  1       r  ^  '  — X  , 

=  —  ^  «2— 2arcos*4-r*-|-con8t. 
V^a2_2arcos^+r2       «  ^ 

V 

ist,  so  hat  man  daher,  für  den  Fall,  dafs  der  Punkt  im  In- 
neren der  Scliichte  liegt, 

/.n        r  sm&d&  *  T/     I     \      /  \T 

'    =  -  I  (/•+«)— (r—a)     =2, 
^     >ra*— 2arcos^+r2        «L  J 

folglich  hängt  der  Werth  von  T  nicht  von  a  ab,  und  der 
Werlh  von  A,  den  man  daraus  vermittelst  der  ersten  Glei- 
chung (2)  ableitet,  wird  n=  o  seyn.  Im  Falle,  wenn  der 
Punkt  aufserhalb  der  Schichte  liegt,   hat  man 

•-r-  =  —    (a+  r)  —  (« — r)  1  =  — 

^   V  «2— 2arcos^+r2       a  L  J         « 

und  folglich 

»  J  b  3  00 

oder,   was  dasselbe  ist,  ^ 

a 
wo  M  die  Masse  der  sphärischen  Schichte  ist,  deren  Volumen 

— '  ist.     Hieraus  schliefst  man 

A  =  '—^^-,  (3) 
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welche  Kraft  dieselbe  ist»    als  wenn  die  ganze  Masse  dieser 
anziehenden  Schichte  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

101. 
Diese'  Resultate  kann  man  unmittelbar  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, wenn  die  sphärische  Schichte  zwar  eine  beständige 
Dicke  hat,  aber  aus  anderen  concentrischen  Schichten  zusam- 
mengesetzt ist,  deren  Dichtigkeit  sich  von  einer  zur  anderen 
nach  einem  beliebigen  Gesetze  ändert,  und  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung einer  und  derselben  Schichte  dieselbe  bleibt.  Denn 
man  kann  die  Anziehung  einer  jeden  dieser  Schichten  beson- 
ders berechnen,  und  alsdann  die  Summe  aller  dieser  KräAe 
nehmen,  die  für  einen  Punkt,  der  im  Inneren  liegt.  Null  seyn 
wird,  und  für  einen  Punkt,  der  aufserhalb  der  Schichte  liegt, 
durch  die  Formel  (3)  gegeben  ist,  wenn  M  noch  immer  die 
ganze  Masse  des  anziehenden  Körpers  bedeuteL 
Hieraus  können  wir  schliefsen: 

Erstens :  dafs  die  Anziehungen ,  die  von  allen  Punkten 
einer  sphärischen  Schichte  von  gleichmäfsiger  Dicke,  mag  sie 
gleichartig  oder  aus  concentrischen  Schichten  zusammen  ge- 
setzt seyn ,  auf  einen  Punkt  O  ausgeübt  werden ,  der  in  dem. 
leeren  Räume,  den  diese  Schichte  einschliefst,  liegt,  sich 
wechselseitig  auflieben,  wenn  sich  die  Anziehungen  umge** 
kehrt,  wie  das  Quadrat  des  Abstandes  verhalten,  so  dafs 
dieser  Punkt  im  Gleichgewichte  bleibt,  wo  er  sich  innerhalb 
dieses  Raumes  befindet. 

Zweitens:  dafs  die  Anziehung  dieser  Schichte  und  da- 
her auch  die  Anziehung  einer  ganzen  Kugel,   die  auf  einen 
.  aufserhalb  derselben  liegenden  Punkt  O  ausgeübt  wird,  die- 
selbe ist,   als  wenn  die  Masse  des   anziehenden  Körpers  in 
seinem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Wenn  der  Punkt  O  in  der  anziehenden  Schichte  selbst 
liegt,  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  man  a  >  6  und  «  <a 
hat,  so  theilt  man  diese  äphäristhe  Schichte  in  zwei  andere, 
so  dafs  a  und  a  der  äufsere  und  innere  Halbmesser  der  einen, 
und  a  und  b  der  äufsere  und  innere  Halbmesser  der  anderen 
ist.  Der  Punkt  O  liegt  demnach  im  Inneren  der  ersten  dieser 
zwei  Schichten,  und  diese  übt  daher  keine  Wirkung  auf  den- 
selben aus.    Nennt  man  nun  m  die  Masse  der  zweiten  Schichte, 

10* 
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aui'seilialb  \yelchcr  der  Punkt  O  Hegt,  so  kann  man  die  Au- 
Ziehung  dieser  Scliichte  aus  der  Formel  (3)  ableiten,  indem 
man  m  an  die  Stelle  von  M  setzt.  Die  gesammte  Anziehung^ 
die  auf  den  Punkt  O  ausgeübt  wird,  hat  daher  den  Werth 

Wenn  die  sphärische  Schichte  in  eine  ganz  angefüllte  Kugel 
übergeht,    die  überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  hat  man 

3        ^  3 

das  heifst:  im  Inneren  einer  gleichartigen  Kugel  ist  die  An- 
ziehung dem  Abstände  des  angezogenen  Punktes  vom  Mittel- 
punkte proportional. 

Dieselben  Lehrsätze  finden  auch  dann  noch  statt,  w^enn 
der  Punkt  eine  Abstofsung  erleidet,  sobald  diese  Kraft  sich 
nur  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfer- 
nung ändert, 

102, 

Dafs  ein  Punkt  O,  der  innerhalb  des  Raumes  liegt ,  den 
eine  sphärische  Scliichte  umschliei'st,  und  von  allen  Punkten 
angezogen  odet  abgestofsen  wird,  im  Gleichgewichte  ist,  kann 
leicht  bewiesen  werden. 

Man  nehme  zu  diesem  Zwecke  zuerst  an,  dafs  diese 
Schichte  unendlich  dünn  sey.  Sey  e  ihre  Dichtigkeit.  Man 
zerlege  ihre  Oberfläche  in  unendlich  kleine  Elemente,  und 
bezeichne  durch  w  die  Fläche  desjenigen,  welches  dem  Punkte 
P  entspricht  (Fig.  33).  Die  entsprechenden  Elemente  des  Vo- 
lumens und  der  Masse  dieser  Schichte  werden  €fa  und  geio 
seyn,  und  wenn  man  r  den  Abstand  OP  nennt  _^  so  ist  der 
Werth  der  Kraft,  die  nach  dieser  geraden  Linie  gerichtet  ist, 

r^  • 
Man  denke  sich  einen  Kegel ,  dessen  Grundfläche  co  und 
dessen  Spitze  O  ist;  verlängert  man  die  Linie  OP ,  bis  sie 
in  P*  die  sphärische  Oberfläche  trifft,  und  verlängert  man  auf 
dieselbe '  Weise  alle  Linien ,  die  von  der  Spitze  des  Kegels 
nach  der  Grundfläche  desselben  gezogen  sind,  so  bestimmt 
man  auf  dieser  Oberfläche  ein  zweites  Element,    welches  ich 
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durch  0)'  bezeichne«  Sey  aufserdem  r  der  Abstand  OP\  so 
hat  die  Kraft ,  die  nach  dieser  Linie  ^  der  vorhergehenden 
entgegengesetzt,  geriehtet  ist ,   den  Werth 

r  2 
Ich  behaupte  aber,  '  dafs    diese   beiden   entgegengesetzten 

Kräfte   unter   einander  gleich   seyn   vrerden,   d.  h.  dafs  man 
1    1  •   1  ' 


haben  wird 


W  0)' 


r2    —    /2- 

Seyen  nemlich  POQ  und  P'OQ\  die  Schnitte  der  bei- 
den Kegel,  die  durch  eine  beliebige  Ebene  erzeugt  werden, 
welche  durch  ihre  gemeinschaftliche  Spitze  O  geht.  Die  ähn- 
lichen Oberflächen  co  und  w'  werden  sich  zu  einander  verhal- 
ten, wie  die  Quadrate  der  ähnlich  liegenden  Linien  PQ  und 
P'Q\  Da  die  Dreiecke  POQ  und  P'OQ'  ähnHch  sind, 
so  hat  man  aufserdem 

PQ  :   PQ'   =    OP  :  OP-, 

erhebt  man   nun   die   vier  Glieder   dieser  Proportion  auf  das 
Quadrat,  so  erhält  man 

w  .•  0)'   ==  r^  :  r'^ 
und  mithin  auch  die  vorhergehende  Gleichung. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Wirkungen,  welche  durch  alle 
demente  der  sphärischen  Schichte  auf  den  Punkt  O  ausge- 
übt werden,  sich  paarweise  aufheben.  Die  gesammte  Wir- 
kung dieser  Schichte  wird  daher  Null  seyn,  und  dasselbe  wird 
noch  der  Fall  seyn,  wenn  sie  eine  endliche  Dicke  hat;  denn 
alsdann  kann  man  sie  in  eine  unendlich  grofse  Anzahl  un- 
endlich dünner  Scliichten  zerlegen,  von  welchen  keine  eine^ 
Wirkung  auf  den  Punkt  O  ausübt. 


II.    Formeln  für  das   Ellipsoid. 

103. 
Wenn  der  Punkt  O  (Fig.  32)  der  anziehenden  IVIasse  an- 
gehört,  so   kann  man    die   Integrationen   oft  dadurch  verein- 
fachen,  dafs  man   diesen   Punkt   als  Anfangspunkt  der  Polar- 
coordiaaten  nimmt.     Der  Radius  Yector  eines  beliebii^en  Punk- 
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tes  M  wird  abdann  u  seyn;  nennt  man,  'wie  in  f.  93,  dw 
das  Element  der  sphäriBchen  Oberfläche,  deren  Halbmesser  die 
Einheit  ist,  so  hat  man 

dp  =  u^dudm,      dm  =  gu^dudca] 
und  nennt  man  gy  hy  h  die  Winkel,  welche  die  gerade  Linie 
OM  mit  den  Linien,   die   den  Axen  Dx,  Dy,  Dz  parallel 
und   durch  4en   Punkt  O  gesogen  sind,   einschliefst,  so  hat 
man  auch,  nach  der  Bezeichnung  des  ^.  95, 

X — a  ^        y  —  ß.  j        Ä  —  y 

cosj?*  = ,     cosÄ  =:- —y    cosA?  = ; 

^  u  u  u 

'wodiu'ch  die  Gleichungen  (1)  dieses  ^«  in  folgende  übergehen: 

A  —  —  fjbj  fff  Q  cos  g  du  dtaj 
JB  ;=  —  fjb  J  fff  Q  cos  h  dudo)f 
C  =  —  /jt  J  fff  Q  COS  i  du  dm* 
Die  Integrale    in   Beziehung   aulP  u^   müssen   von  uzuzo 
bis  urzzr  ausgedehnt  werden,  indem  man  durch  r  den  Büdius 
Vector  eines   beliebigen  Punkte«  der  Oberfläche,  die  den  an- 
ziehenden   Körper  begränzt,    bezeiclmet.       Nimmt   man    zur 
gröfseren  Einfachheit   an,    dafs   dieser  Körper  gleichartig  ist, 
so  können  diese  Integrale  unmittelbar  ausgeführt  werden,  und 
man  erhält 


j4  =  —  /tifQffr  cos  g  dm  1 

B  =z  —  fijQ  fff  cos  Ä  dm  r  (a) 


C  =  —  fi^fg  ffr  cos  hdm} 
Um  die  Werthe  von  r  zu  bestimmen,  die  man  in  diese 
Integrale  substituieren  mufs,   sey,  in  rechtwinkligen  Coordina- 

ten  ausgedrückt, 

F{x,  y,  z)  =:  o 

die  Gleichung  der  Oberfläche   des   anziehenden  Körpers«     In 

einem  beliebigen  Punkte  dieser  Oberfläche  h^t  man 

A?  =  ce  -j-  r  cos  ^,    y  z=:  ß  ^  r  cos  h^    z  =  y  -^  r  cos  t 

vermöge  der  vorhergehenden  Werthe  von  cos  g^  cos  7t,  cos  Jfr, 
wo  a,  /?,  y  noch  immer  die  drei  Coordinaten  des  Punktes 
O  bedeuten,  deren  Werthe  gegeben  sind.  Man  kann  daher 
diese  Werthe  von  x,  y ,  z  in  die  vorhergehende  Gleichung 
substituieren.  Die  Gleichung,  die  sich  hieraus  ergiebt,  giebt 
im  Allgemeinen  zwei  Werthe  von  r,  einen  positiven  und  einen 
negativen.     Der  negative  Werth  bleibt  Jedoch  unberücksichtigt. 
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weil  der  Radius  Veclor  r  eine  positive  Grüfse  ist,  deren  Rich- 
tung blos  durch  die  Winkel  g,  Ä,  h  besümmt  wird,  die  spitz 
oder  stumpf  seyn  können« 

Wenn  man  den  Werth  von  r  in  die  Gleichungen  (a)  sub- 
stituiert hat,  so  müssen  die  doppelten  Integrale  auf  alle  Ele- 
mente d(a  der  sphärischen  Oberfläche  ausgedehnt  werden,  die 
vom  Punkte  O  aus  als  Mittelpunkte  und  mit  einem  Halbmes- 
ser, der  der  Einheit  gleich  ist,  beschrieben  ist. 

104. 
Wir  wollen  nun  diese  Formeln  auf  den  Fall  eiries  gleich- 
artigen   Ellipsoids    anwenden,    dessen    Oberfläche    durch    die 
Gleichung 

X^  V2  jg2 

^   •?—    +    —    =   1  (6) 

gegeben  ist,  wo  a,  &,  r,  die  drei  Halbaxen  beseichnen  und 
der  Mittelpunkt  der  Figur  der  Anfangspunkt  D  der  Coordi- 
naten  ist.  Substituiert  man  in  diese  Gleichung  die  vorherge- 
henden Werthe  von  x^y^z,    so  eriiält  man 

pr^  -^  2qr  z=i  l, 
Indern  man  zur  Abkürzung 

cos^^    j^    cos^Ä  cos^  k  

~^         '         p         T-      ^2      —  P 

a  cos  g     ,     (ScoB?i     ,     ycost  _ 
"l^ä         T-       6^8        ■*"      c2  ' 

I  _  ^   _    J*!    _    ?ll  =  / 
a«  62  6-2 

fijelzt.     Wir  haben  also  

V 
Da  aber  die  Grüfse  p  positiv  ist,  und  die  Gröfse  /  eben- 
falls positiv  oder  Null  ist,  weil  der  Punkt  O,  der  den  Coor- 
dinaten  «,  /*,  y  entspriclit,  im  Inneren  des  Ellipsoids,  oder 
höchstens  in  seiner  Oberfläche  liegt ,  so  mufs  man  die 
Wurzelgröfse  mit  dem  positiven  Zeichen  nehmen ,  damit  der 
Radius  /•  nicht  negativ  wird.  Aufserdem  behaupte  ich ,  dals 
man  diese  Wurzelgrötse  in  den  Formeln  (a)  weglassen  kann 
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Denn  der   entsprechende  Tlieil  des  Integrals  y   der  z.  B«  in  ^ 
enthalten  ist,   wäi*e 

/  /    "^  ß^^^  +  P^    cos  g-  d(a. 

Für  jedes  Paar  der  Elemente  dto  aber,  die  so  beschaffen 
sind,  dafs  der  Radius  des  einen  die  Verlängerung  des  Radius 
des  anderen  ist,  heben  sich  die  Elemente  dieses  do'ppelteii 
Integrals  auf.  Denn  wenn  man  von  einem  dieser  Elemente 
doi  zum  anderen  übergeht,  so  ändert  jeder  der  drei  Cosinus 
cos  gf  cos  ?i,  cos  i  das  Zeichen;  die  Gröfsen  p,  i,  q^  aber 
bleiben  dieselben,  und  der  Coefficient  von  do)  unter  dem  In- 
tegrationszeichen hat  in  beiden  Fällen  gleiclie  und  entgegen-» 
gesetzte  Werthe.  Alle  Elemente  des  vorhergehenden  Integrals 
heben  sich  daher  paarweise  auf,  und  der  Wertli  von  u4  wird 


^=>'j^a-'ffT^^'+f^/f''^'' 


CO 


I  y        r*  neos  ff,  cos  l    _    N 

+    c-^JJ  P  ^V 


cos  ff  .  cos  l 

indem  man  den  Werth  von  q  berücksichtigt«  Die  beiden 
letzten  dieser  drei  Integrale  sind  aus  Elementenpaaren  zusam- 
men gesetzt,  die  denselben  Werlhen  von  h  und  k  und  den 
Werthen  von  ff  entsprechen,  die  sich  zu  180^  ergänzen. 
Diese  Elemenlenpaare  heben  sich  also  auf,  und  daher  auch 
die  ganzen  Integrale.  Läfst  man  daher  diese  Integrale  weg 
und  nimmt  mit  den  Werthen  von  B  und  C  ähnliche  Reduc- 
tionen  vor,  so  hat  man   einfach 


c=tMffJ2^d^ 


p 

Sey  nun  &  der  Winkel,  der  zwischen  dem  IJalbmesser 
OM  und  der  Linie,  die  durch  den  Punkt  D  parallel  mit  der 
Axe  Ox  gezogen  ist,  enthalten  ist,  ip  sey  der  Winkel,  den 
die  Ebene  dieser  beiden   geraden  Linien  mit  einer  Ebene  ein-' 
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schliefst ,  die   durch  die   zweite   geht,   und  der  Ebene  der  x 
und  y  parallel  ist.    Wir  haben  also  (f.  8) 
cos^  =  cos  ^,     cos  A  =  sin  ^.  cos  ^,     cosi  =  sin  ^.  sin  % 
und  zu  gleicher  Zeit  (f.  93) 

hieraus  folgt  da,  =  sln^d&dtp, 

a«  b^  c^p  =  62  c2  cos»  ^  4-  (c2  cos»  ^  +  i»  sin»  ^)  a»  sin«  &, 
j  /»/e«     /^/>  cos»^  BJn&d&dilß 

~  a»  yy        p        • 

Die  Integrale  müssen,  damit  sie  die  Richtungen  aller 
Radien  OM  Aunfassen,  von  -^  =  0  und  tljz=:o  bis  <^=  tp 
und  ^  =  '2  ^  genommen  werden.  Da  aber  der  Coefficient 
von  d&  denselben  Werth  für  S"  und  7t  —  &  hat,  so  braucht 
man  nur  von  ^  =  o  bis  ^  =  4  ^  *w  integrieren  und  das 
Integral  doppelt  zu  nehmen,  und  da  der  Coefficient  von  ifß 
derselbe  ist  für  rp  und  für  n  ztz  tfJ,  so  ist  es  auch  hinreichend, 
von  "tpzrzo  bis  ^  =  J  yr  zu  integrieren  und  das  Resultat  vier- 
mal zu  nehmen.     Hiernach  setze  ich  ^ 

(p  =  tang^,    d(p  zu  — |— , 
und  da  ev-.        r  ^^^2^ 

1  «  «>^ 

cos»  'kb  =  — ; r-     sin»  %b  =  — r— ^ 

^         1  +  9*  •  1  +  V* 

ist^  so  folgt  daraus 


J  o    ( 


■  "  '  >  '  "    '_  "'^ 

wodurch  also  der  Werth  von  Jl  nur  noch  von  dem  Integral 
in  Beziehung  auf  S-  abhängt.  Aus  dem  Werlhe  von  A  kann 
man,  ohne  neue  Rechnung,  den  Werth  von  B  ableiten,  indem 
man  ß  statt  a  setzt  und  die  Buchstaben  a  und  c  verwechselt. 
Auf  diese  Weise  findet  man  zuletzt 

/'yp  Jcco8*^sin^rf^ 

•  ^^     "  — 

o     V  (Ä^cos«  ö^  +  a«  sin^Ö^)  (c-*co»*  ö^  +  a^sin*^) 

J    O     V  (a2cos2^4.ir2sin2^)(^Äco»a^-ffc«8iu2Ä^)  '    ^  ^ 

fl  i  cos*  ^  sind- rfÖ- 


^  o    y^(i^ 


co»2^  +  c2»in2*)(a«cos**  +  casia'd). 
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Da  dle$e  Wiertlie  von  ^,  J?,  C,  positiv  sind,  so  folgt 
daraus,  dafs  jede  der  drei  Seitenkräfte  den  Punkt  O  dem  Mit- 
telpunkte des  EUipsoids  zu  nähern  strebt;  das  Entgegengesetzte 
findet  statt,  w^enn  eine  Abstofsung  wirkt,  alsdann  mufs  man 
, — J  statt  y  in  diese  Formeln  setzen. 

105. 

Man  bezeichne  durch  d  eine  positive  constante  Gröfse 
und  nehme' an ^  dafs  man  (1  -j-  d)  a,  (1  -f-  d)  fi,  (t  +  S)  c, 
statt  Uy  by  c  in  die  Formeln  (c)  substituiert.  Der  Factor 
1  -|-  d  wird  verschwinden ,  und  die  Werthe  von  ji^  B ,  C 
werden  dieselben  bleiben»  Durch  diese  Substitution  ist  aber 
das  Ellipsoid  um  einen  Theil  vergrofsert,  der  zwischen  seiner 
ursprünglichen  Oberfläche  und  einer  älinlichen  Oberfläche  ent- 
halten ist.  Da  die  Seitenkräfte  ^,  B,  C,  ihren  Werlh  nicht 
ändern,  so  mufs  man  daraus  schliefsen,  dafs  die  Wirkung 
dieses  hinzugekommenen  Theils  auf  den  inneren  Punkt  O,. 
sich  auf  NuU  red u eiert. 

Eine  gleichartige  Schichte,  die  zwischen  zwei  ähnlichen 
elliptischen  Oberilächen  enthalten  ist,  die  denselben  Mittelpunkt 
^  und  deren  Axen  gleiche  Richtung  haben,  kann  weder  eine 
anziehende,  noch ^ eine  abstofsende  Kraft  auf  einen  Punkt  O 
ausüben,  der  in  dem  leeren  Räume  enthalten  ist,  den  die 
innere  Oberfläche  einschliefst,  so  dafs  dieser  materielle  Punkt 
im  Gleichgewichte  bleibt,  wo  er  auch  in  diesem  Räume  enthal- 
ten sey.  Dieser  Lehrsatz  enthält  zugleich  den  Satz,  den  wir 
früher  für  den  Fall  einer  sphärischen  Schichte  gefunden  haben. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Wirkung  eines  mit  Materie  ange- 
füllten und  gleichartigen  EUipsoids  auf  einen  Punkt  O  seiner 
Masse,  auf  diejenige  zurück  kommt,  die  durch  den  Theil  die- 
ser Masse  ausgeübt  wird,  der  durch  «ine  eUiptische  Oberfläclie 
begränzt  ist,  die  durch  diesen  Punkt  geht,  der  Oberfläche  des 
ganzen  Körpers  ähnlich  iind  ähnlich  gelegen  ist.  Nach  den 
Formeln  (c)  ist  die  Seitenkraflt  dieser  Kraft,  die  jeder  der 
drei  Axen  des  EUipsoids  parallel  ist,  der  Ordinate  des  Punktes 
O  proportional,  die  dieser  Axe  parallel  ist,  und  hängt  nur 
von  dieser  VeränderUchen  ab.  Im  allgemeinen  Falle,  wenn 
die  drei  Halbaxen  a,  b,  c  ungleich  sind,  kann  man  die  Inte- 
grale, die  sich  auf  ^  beziehen,  welche  diese  Formeln  euthal- 
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ten,  in  elliptische  Functionen  verwandeln,  vrodarcli  e«  mög- 
lich wird,  ihre  Werthe,  vermittelst  der  Tafeln,  die  Legendre 
berechnet  hat,  in  Zahlen  anzugeben.  Dieselben  Integrale, 
erhält  man  in  einer  geschlossenen  Form,  wenn  zwei  der  con- 
stanten  Gröfsen  a,  6,  c  gleichen  Werth  haben,  und  man  es 
daher  mit  einem  durch  Umdrehung  entstandenen  Ellipsoide  zu 
thün  hat. 

106. 
Man  nehme  z.  B.  an ,  dafs  c  =  b  sey,  so  wird  die  Form 
der  Integrale  in  Beziehung  auf  &  verschieden  seyn,  je  nach- 
dem das  EUipsoid  abgeplattet  oder  gestreckt  ist,  d.  h.  je  nach- 
dem by^a  oder  &<la  ist«  Man  nehme  an,  dafs  der  erste 
Fall  statt  finde  und  setze,   nach  dieser  Annalune, 

72  2  2    2        47rga^(l  +  e^) 

3 
so  dafs  der  Bruch  e  die  Abplattung  des  Ellipsoids,  und  m  seine 
Masse  ist. 

Hieraus  folgt 

^ftfma    n\7t  cos^^sin^rf^ 

~~^      J  o        l-|-c»cos2^ 
und  wenn  man  die  Integrale  ausführt,   so  hat  man 

^  =  ^^?^  [^  -  arc  (tang  =  e)] 

als  Seitenkraft,  die  der  Umdrehungsaxe  parallel  ist. 

Auch  hat  man 
B   _    C    _       ^fifm       n\n  cos^&6ln&d& 

J   ~    T    ~    a^(l'^e^)J  o       V^i+e^sin»^ 

Da  die  Seitenkräfte  i?  und  C  sich  zu  einander  verhalten, 
wie  die  Coordinaten  ß  uni  y  des  Punktes  O,  so  folgt  daraus, 
dafs  ihre  Mittelkraft  nach  der  senkrechten  tinie  gerichtet  seyn 
wird,  die  von  diesem  Punkte  auf  die  Umdrehungsaxe  gefällt 
wird.  Nennt  man  diese  Kraft  A'  und  die  Länge  der  senk- 
rechten Linie  a',  so  dafs  man 

hat,   und  führt  man  die  angezeigte  Integration  aus,  sx)  findet 


mau 
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Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  A  und  A'  drückt,  der 
Gröl'se  und  Richtung  nach,  die  ganze  Wirkung  des  Ellipsoids 
auf  den  Punkt  O  aus. 

Wenn  e  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  kann  man  diese 
Werthe  von  A  und  Ax  in  sehr  convergierende  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  den  Potenzen  von  e  geordnet  sind.    Da 

arc  (tang  =  e)=c ^  +    ^ ••* 


ist,  so  haben  vrir 


e  —  e^  '\-  e 


5  J.  «5  — 


A  = 


/*  fm  a     f  3  e^ 


^(.-111+...) 


, /t  /  m  a      r  6  e^ 


A'  — 


«5 


(6  e»         N 


Für  den  Fall,  wenn  der  anziehende  Körper  eine  Kugel, 
oder  e  =  o  ist,  ist  die  Mittelkraft  von  A  und  A*  nach  dem 
Mittelpunkte  gerichtet,  und  hat  dieselbe  Intensität^  wie  in 
J.  101. 

107. 
Die  Berechnung  der  Anziehung,  die  ein  gleichartiges 
EUipsoid  auf  einen  äulseren  Punkt  ausübt,  bietet  noch  viel 
grofsere  Schwierigkeit  dar;  man  verdankt  jedoch  Herrn  Ivory 
einen  Lehrsatz ,  vermittelst  dessen  dieser  Fall  auf  den  anderen 
zurück  geführt  werden  kann,  wenn  der  Punkt  tm  Inneren 
des  Ellipsoids  liegt^  wodurch  die  Seitenkräfte  der  Anziehung 
durch  einfache  Integrale  ausgedrückt  werden  können,  die  den 
Formeln  (c)  ähnlich  sind.  Hier  folgt  ein  Beweis  dieses  wich-  . 
tigen  Satzes. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (t)  des  ^.  95    " 

dnt'z^z  Q  dx  dy  dz 
und  bemerkt,   dafs  q  ein  beständiger  Factor  ist,    so  hat  man 

;  '  vyy  [(«-*)24-(^_j)2-f(;,_s)2]i 

Ich   nehme  an,   dafs  die  Gleichung  der  Oberfläche  immer 
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die  Gleichung  (6)  ist,  und   setze  ax',  hy\  cz'  an  die  Stelle 
vou  x^y,  z,    wodurch  diese  Gleichung  in  folgende  übergeht: 


X 


'2 


+  y'2  4-  «'2  _  1. 


-fA 


Zu  gleicher  Zeit  wird  der  Werth  von  jt 

'^^^       JJJ  [(«_a,')«+0*^6y)«+0'-cz'2]i 

und  bezeichnet  man  durch  dir  *i  die  Werthe  von  x\  die 
gleich  gi^ofs  sind  luid  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  welche 
man  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  ableiten  kann,  so  mufs 
das  Integral  in  Beziehung  auf  x'  zwischen  den  Gränzen 
*  =  —  ^x  und  x'  z=:xi  genonmien  werden.  Hierdurch  er- 
hält man 

'•"^       W^[(a— aAri)*+(/?— 6y')2+(;/— c«>J4 

dy'  dz'  V 

Jedes  dieser  beiden  doppelten  Integrale  mufs  auf  alle 
Elemente  der  halben  sphärischen  Oberfläche,  deren  Halbmes* 
ser  die  Einheit  ist,  und  deren  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  liegt,  ausgedehnt  werden.  Das  Produkt  dydz 
ist  die  Projection  eines  beliebigen  Elementes  auf  die  Ebene 
der  y  und  z.  Bezeichnet  man  daher  durch  -^  den  Winkel, 
den  der  Halbmesser,  der  bis  zu  diesem  Elemente  gezogen  ist, 
mit  der  Axe  der  x  einschliefst,  und  durch  ^  den  Winkel,  der 
zwischen  der  Ebene  dieser  zwei  geraden  Linien  und  der  Ebene 
der  X  und  y  enthalten  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieses 
Elementes  sin&d'd'dtpy  seine  Neigung  gegen  die  Ebene  der  y 
und  2  ist  der  Winkel  &y   und  es  folgt  daraus' 

dy' dz'  =  cos -d-  sin  S- d -d- d  tp 
als   Werth    seiner  Projection  auf  diese  Ebene.     Zu  gleicher 
Zeit  hat  man 

A'i  =  cos^,    ^' =  sin^  cos  t^,     ä '  =  sin i^  sin ^. 

Die  Gränzen  der  beiden  Integrale  sind  nun  &z=io  und 
ifiZi^Oy  ^  =  ^  77  und  %fj  zzz  2n\  setzt  man  aber  in  dem 
zweiten  n  —  <^  statt  ^,  so  ist  es  leicht  einzusehen,  dafs  diese 
beiden  Integrale  sich  zu  einem  einzigen  vereinigen  lassen, 
welches  dieselben.  Gränzen  in  Beziehung  auf  t^  hat  ,^  und  des- 
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sen  Gränaen  in  Beziehung  auf  &,  &=o  und  *=7r  werden, 

so  dafs  man  einfach  hat 

/n  p2n     cos^ö"  sin S-d&dtlJ 
oj   o    R  ' 

indem  man  zur  Abkürzung 

B?' = «*+/S^+y^ — ^  («^  co8d-+ ßh  sin  ^  cos  '\^'\'yc  sin  ^  sin  ^) 

4-  a^  cos*  ^  +  6*  sin*  ^  cos*  ^  +  c*  sin*  ^  sin*  t// 
setzt     und  Ä  wie  eine  positive  Grofse  betrachtet. 

Die   beiden    anderen    Seitenkräfte   B   und   C  kann   man 
ebenso  durch  doppehe  Integrale  ausdrücken. 

Man  betrachte  Jetzt  die  Anziehung  eines  anderen  Ellipsoids, 
welches  dieselbe  Dichtigkeit  p,  denselben  Mittelpunkt  und  seine 
Axen  in  denselben  Richtungen  hat,  wie  das  erste.  Seyen 
«i>  ^i>  ^1  d^®  ^rei  Halbaxen,  die  «,  6,  c  entsprechen;  man 
nenne  Oi  den  Punkt,  der  diese  Anziehung  erleidet,  «i,  /?],  yi 
seyen  seine  Coordinaten,  und  Ax^  J^i?  C^  die  Seitenkräfte 
dieser  Kraft,  die  den  drei  Axen  des  EUipsoids  parallel  sind. 
Setzt  man  noch  immer  voraus,  dafs  ^^  die  Masse  des  angezo- 
genen Punktes  sey,  so  hat  man 

nn   p2it     cos&sin&d&difj 

^i^F/bK'iJ  oj  o       ^x ' 

wo  i?!  das  ist,  was  R  wird,  wenn  man  in  dessen  Werth 
a,  b,  c,  a,  /?,  y,  in  öl,  6i,  C2,  «1,  /Ji,  yi  umändert. 
Die  Werthe  von  Bi  und  Ci  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise 
aus  denen  von  B  und  C  ableiten. 

Man    nehme   an,    die   beiden   EUipsoide   hätten    dieselben 
Brennpunkte   und  daher  auch  gleiche  Excentricitäten ,   so  hat 
man 
£2  =  fl*  +  Ä,  .c*  =  a*  +  i&,     6i*=«i*+A,     ci*  =  «i*  +  i, 

wo  A,  hj  h — l  positive  oder  negative  Gröfsen  sind,  die, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  die  Quadrate  der  den  bei- 
den Körpern  gemeinschaftlichen  Excentricitäten  ausdrücken. 
Aufserdem  nehme  man  an,  dafs  der  Punkt  Oi,  der  durch  das 
zweite  EUipsoid  angezogen  wird,  auf  der  Oberfläche  des  ersten 
liege,  und  ebenso  der  Punkt  O^  der  durch  das  erste  angezogen 
wii'd,  auf  der  Oberfläche  des  zweiten.  Nach  der  Gleichung 
(6)  und  der  der  Oberfläche  des  zweiten  EUipsoids  mufs  man 
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^2       "T      ^2      "T      ^2    — 
«1^  ftl^  Cl^    ~ 

haben.     Seyen  endlich  p  und  q  zwei  gegebene  Winkel ,  und 
setze  man 

ai  =a  cospf  ßi'=zb  tinp  cosgr,  yi  =c  sinp  siny,  I 
a  =  aiC08/7^  /?  =  &X  sinp  cos  g,  y  =:ci  sin/JSiny,  |  \' 
welche  Werlhe  den  yorhergehenden  Gleichungen  Genüge  lei- 
sten, und  eine  besondere  Beziehung  zwischen  den  Coordina- 
ten  der  Punkte  O  und  Oi  stiften.  Substituiert  man  diese 
Werthe  von  a,  /?,  y  in  den  Ausdruck  von  Ä^,  und  setzt 
man  zu^eich  die  vorhergehenden  "Werthe  von  6*,  c^,  6i^,  Cj* 
hinein,   so  findet  man 

,    R^  =  «i2  +  a2^^(gin2^co82g  +  sin2i9'Cos2^ 
+  *(8in2^  sin^gr-f  sin^^ein^^) 

—  2  (fli  a  co%pi:oB'd"\-bx  b  sin  p  cosq  Bin&  cos  ip 
-f-  Cj  c  sin  p  sin  q  sin  i^*  sin  y/). 

Man  sieht  aber,  ohne  den  Werth  von  iZj^  zu  schreiben, 
dafs  er  derselbe  seyn  wird ,  wie  der  von  Ä  ^  5  denn  man 
kann  den  ersteren  aus  letzterem  ableiten,  indem  man  a  mit 
ai,  b  mit  &i  und  c  mit  Ci  vertauscht,  ohne  h  und  k  zu 
ändern,  da  diese  Grufsen  beiden  Ellipsoiden  gemeinschaftlich 
angehören,  und  es  ist  offenbar,  dafs  die  letztere  Eormel 
durch  diese  Vertauschungen  ihren  Werth  nicht  ändert.  Da 
i?i  =  iJ  ist,  so  enthalten  die  Werlhe  von  ^  und  -^1  das- 
selbe doppelte  Integral,  eliminiert  man  dasselbe,  so  hat  man 

^i  bc  =  ^bi  Ci, 

In  Beziehung  auf  die  anderen  Seitenkräfte  erhält  man 
ähnliche  Resultate,  so  dafs  man^-^onfetzt,  nach  den  Voraus- 
Setzungen,  die  man  rücksichtlich  der  beiden  angezogenen 
Punkte  O  und  Oi  gemacht  hat,  die  Werthe 

A     ~     bc'      B     ~     ac  '      C    ~     ab  ^^ 

erhält. 

Um  den  Lehrsatz,  den  diese  drei  Gleichungen  enthalten, 
in  Worten  auszudrücken,  nenne  man  correspondierende 
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Punkte  auf  den  Oberflächen  cler  beiden  Ellipsolde,  zwei 
Punkte,  deren  Coordlnaten  sich  zu  einander  verhalten,  -wie 
die  Halbaxen,  mit  welchen  sie  parallel  sind.  Der  correspon« 
dierende  Punkt  des  Punktes  Oi,  der  auf  der  Oberfläche  des 
ersten  Ellipsoids  liegt,  und  dessen  den  Halbaxen  a,  by  c  pa- 
rallele Coordinaten  au  /?i,  yi  sind,  ist  auf  der  Oberfläche 
des  zweiten  Ellipsoids  der  Punkt  O ,  dessen  den  Halbaxen 
^ly  ^19  ^1  parallele  Coordinaten  ccy  fi,  y  sind,  weil  man 
nach  den  Gleichungen  (2) 

«1     a        ßi^    b^       yi    ^ 

a  «1  '      ß  6i'      y    .        ci 

hat. 

Dies  vorausgesetzt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  der 
nachstehende  Lehrsatz  : 

Wenn  man  zwei  gleichartigeEllipsoide  hat, 
die  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Brenn- 
punkte haben,  so  verhalt  sich  die  Anziehung 
nach  jeder  Axe,  die  einer  dieser  Körper  auf  einen 
Punkt  ausübt,  der  auf  der  Oberfläche  des  ande- 
ren liegt,  zu  der  Anziehung,  die  dieser  zweite 
Körper  auf  den  correspon  dierendeii  Punkt  der 
Oberfläche  des  ersten  ausübt,  wie  das  Produkt 
der  zwei  anderen  Axen  des  ersten  Ellipsoids  zu 
dem  Produkte  der  zwei  anderen  Axen  des  zweiten. 

1Q8. 

Wenn  zwei  verschiedene  Ellipsoide  denselben  Mittelpunkt 
und  dieselben  Brennpunkte  haben,  wie  man  es  hier  voraussetzt, 
so  ist  das  eine  ganz  in  dem  anderen  enthalten;  wenn  daher 
der  Punkt  O  aufserhalb  des  ersten  Ellipsoids  liegt,  so  Hegt  der 
Punkt  Ol  innerhalb  des  zweiten.  Um  nun,  vermittelst  des 
vorhergehenden  Lehrsatzes,  die  Anziehung  eines  gegebenen 
Ellipsoids  auf  einen  ebenfalls  gegebenen  Punkt  O,  der  aufser- 
halb desselben  liegt,  zu  bestimmen,  lasse  man  durch  diesen 
Punkt  die  Oberfläche  eines  zweiten  Ellipsoids  gehen,  welches 
denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Brennpunkte,  wie  das 
erste  hat.  Vermittelst  der  Formeln,  die  sich  auf  einen  inner- 
halb eines  Ellipsoids  liegenden  Punkt  beziehen,  kann  man  die 
drei  Seitenkräfte   Ai^  JBx>  Cu   der  Anziehung,    welche   der 
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zweite  Körper  auf  den  Punkt  Oi  der  Oberfläche  des  ersten, 
welcher  der  correspondierende  Punkt  des  Punktes  O  ist,  aus- 
übt, bestimmen.  Die  Gleichungen  (3)  geben  alsdann  die  Sei- 
tenkräfte ^y  B,  C  der  Anziehung,  die  das  gegebene  Ellipsoid 
,  auf  den  gegebenen  Punkt  ausübt.  Das  Ganze  kommt  daher 
darauf  zurück »  die  Werthe  der  drei  Halbaxen  ai,  61,  Cj  des 
zweiten  Ellipsoids  aus  den  Werthen  der  Halbaxen  des  ersten, 
die  durch  a,  by  c  ausgedrüdit  worden  sind,  und  aus  den 
Werthen  der  Coordinaten  €ty  ßy  y  des  gegebenen  Punktes  O 
zu  finden. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  nehme  ich  an, 
es  sey  a  die  kleinste  der  drei  Gröfsen  a,  6,  c,  wodurch  die 
Werthe  der  öröfsen  h  und  h  im  vorhergehenden  f.  positiv 
werden.    Auch  nenne  ich  U  das  Quadrat  von  ai ;    so  hat  mau 

ai  =  '>/^Uy       bi  =  \U'-\'  hy       ci  =  \u  -j-  k 
und    es    mufs   nur   noch   die   unbekannte   Grufse    u   bestimmt 
werden,   die  eine  reelle   und    positive  Grüfse   seyn   mufs.     In 
Folge  der  zweiten  Gleichung  (1)  hat  man 

Diese  Gleichung,  die  in  Beziehung  auf  u  vom  dritten 
Grade  ist,  hat  wenigstens  eine  reelle  positive  Wurzel.  iDenn 
läfst  man  u  von  Null  bis  zum  Unendlichen  wachsen,  so  ist 
der  erste  Theil  der  Gleichung  im  Anfange  gröfser,  und  später 
kleiner  als  der  zweite;  so  dafs  es  wenigstens  einen  positiven 
Werth  von  u  giebt,  der  sie  gleich  macht.  Aufserdem  behaupte 
ich,  dal's  es  nur  einen  solchen  Werth  giebt.  Denn  nimmt 
man  an,  dafs  es  zwei  u  und  u  gäbe,  so  müfste  man  zu 
gleicher  Zeit 

haben,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  ab- 
zieht, und  den  Factor  u  --^u  wegläfst,  der  in  allen  Gliedern 
vorkommt,  so  hätte  man 


11 
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was  oiFenbar  unmöglich  ist«  Es  giebt  also  nur  ein  Ellipsoid, 
welches  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Brennpunkte,  wie 
ein  gegebenes  EUipsoid  hat,  und  aufserdem  diu*ch  einen  gege- 
benen Punkt  gehl.  Die  Gröfse  w,  voh  welcher  die  drei  Halb- 
axen  ai,  61  >  ci  abhängen,  ist  durch  die  Gleichung  (4)  be- 
stimmt^ was  gefunden  werden  sollte. 

109. 
Man  bemerke,  dafs  der  Lehrsatz  in  {.107  auf  alle  Gesetze 
der  Anziehung  pafst,  die  eine  Function  des  Abslandes  sind. 
Denn  der  so  eben  gegebene  Beweis  stützt  sich  auf  die  Form, 
die  der  Ausdruck  von  R^  annimmt,  welche  für  die  beiden 
Punkte  O  und  Oj  dieselbe  ist,  nicht  aber  auf  die  Form  der 
Function  ü,    die  das  Gesetz  der  Anziehung  ausdrückt. 

Wenn  die  beiden  Ellipsoide  concenlrische  Kugeln  sind,  so 
ist  die  Anziehung,  die  eines  derselben  auf  alle  Punkte  der 
Oberfläche  der  anderen  ausübt,  überall  dieselbe,  und  es  ist 
alsdann  nicht  nöthigj  dafs  die  Punkte  O  und  O'  correspondie- 
rende  Punkte  seyeu.  Nennt  mau  a  und  ai  die  Halbmesser 
dieser  beiden  Kugeln,  D  die  Anziehung,  welche  die  Kugel, 
deren  Halbmesser  a  ist,  auf  einen  Punkt  der  sphärischen 
Oberfläche,  deren  Halbmesser  ai  ist,  ausübt,  und  Di  die 
Anziehung,  welche  die  Kugel,  deren  Halbmesser  ai  ist,  auf 
einen  Punkt  der  sphärischen  Oberfläche,  deren  Halbmesser  a 
ist,  ausübt,  welche  Kräfte  nach  den  Halbmessern,  die  nach 
den  angezogenen  Punkten  gezogen  sind,  gerichtet  seyn  wer- 
den, so  hat  man 

D  :  Dl  =  a^  :  at^, 

wie  auch  das  Gesetz  der  Anziehung,  die  eine  Function  des 
Abstandes  ist,  beschaffen  seyn  mag. 

Es  ist  leicht,  die  Richtigkeit  dieser  Proportion  in  dem 
gewöhnlichen  Falle  zu  beweisen,  wenn  die  Anziehung  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  des  Abslandes  steht. 
Nimmt  man  nemlich,  nach  den  Resultaten  des  {.lOi^  an,  dafs 
a>ai  ist,  so  ist  die  Anziehung  Z?,  welche  die  Kugel,  deren 
Halbmesser  a  ist,  auf  einen  innerhalb  derselben  gelegenen 
Punkt  ausübt,  der  vom  Mittelpunkte  derselben  um  «i  absteht, 
und  dessen  Masse  /(  ist, 
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3         ' 
Die  Anziehung  Di ,  Reiche  die  Kugel  ^  deren  Halbmesser 
ai  ist^  auf  einen  aufserhalb  derselben  gdegenen  Punkt  ausübt, 
dessen  Masse  ebenfalls  ft>  ist,  und  der  um  a  von  ihrem  Mittel- 
punkte absteht,  ist 

vergleicht  man  nun  die  Werthe  von  D  und  Di,  so  sieht 
man,  dafs  sie  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Quadrate 
der  Halbmesser  a  und  ai. 
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Zweites     Buch. 


D      y     n      a      m       i      k. 


Erster    Theil. 


Erstes   Kapitel. 
Von  äer  geradlinigen  Beilegung  und  dem  Maafse  der  Kräfte. 

m 

I.     Formeln  für  die  geradlinige  Bewegung. 

110. 
Die  einfachste  Bewegung ,  die  ein  materieller  Punkt  an- 
nehmen kann,  ist  die  Bewegung  in  einer  geraden  Linie  und 
bei  welcher  dieser  Punkt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Haume 
beschreibt.  Diese  geradlinige  Bewegung  nennt  man* die 
gleichförmige;  sie  dient  als  Vergleichungsmittel  für  alle 
anderen  Bewegungen. 

Wenn  sich  das  Verhältnifs  der  durchlaufenen  Räume  zu 
den  Zeiten,  die  zu  Uirer  Beschreibung  angewandt  worden  sind, 
beständig  ändert,  so  ist  die  Bewegung  eine  veränderliche; 
wenn  diese  Veränderung  dagegen  nur  nach  Zeiträumen ,  die 
eine  endliche  Gröfse  haben,  eintritt^  so  ist  die  Bewegung  nur 
eine  Folge  gleichförmiger  Bewegungen. 

Bei  jeder  beliebigen  Bewegung  ist  der  Raum^  den  der 
Körper  durchlauft,  oder  allgemeiner,  sein  Abstand  von  einem 
festen  Punkte,  der  auf  der^Linie,  die  er  beschreibt,  genom- 
men wird;  eine  Function  der  Zeit,-  die  seit  einer  angenom- 
menen Epoche  verflossen  ist.  Nennt  man  diese  Zeit  t^  und 
diesen  Abstand  x^  so  hat  man  daher  in  allen  Fällen 
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und  die  verschiedenen  Arien  der  Bewegung  werden  sich  durch 
die  Fonon  dieser  Function  Ft  von  einander  unterscheiden. 
Die  Veränderliche  /  kann  positiv  odex  negativ  seyn,  ihre  po- 
sitiven Werthe  entsprechen  Epochen ,  die  später  sind  als  die- 
jenige^ von  welcher  an  man  die  Zeit  zählt  ^  und  die  nega- 
tiven Werthe  entsprechen  Epochen^  die  ihr  vorangehen. 

Nennt  man,  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  a  den 
Raum^  der  in  jeder  Zeiteinheit  durchlaufen  wird^  und  b  den 
Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  im  Anfange 
der  Zeit  t^  d.  h.  den  Werth  von  x^  der  tz=:o  entspricht,  so 
hat  man  in  einem  gewissen  Augenblicke 

0?  =  6  -j-  atj 

denn  nach  der  Erklärung,  die  wir  von  der  gleichförmigen 
Bewegung  gegeben  habeii,  mufs  der  Raum  x  — 6,  der  in  der 
Zeit  t  beschrieben  wird,  dem  beständigen  Räume  a,  so  viel 
mal  genommen,  als  t  Einheiten  enthält,  gleich  seyn. 

111. 

Es  soll  hier  weder  der  Begriff  der  Zeit,  noch  des  Rau- 
mes erklärt  werden;  in  der  Geometrie  und  Dynamik  ist  es 
hinreichend,  dals  wir  die  Dimensionen  der  Körper  und  die 
Dauer  ihrer  Bewegungen  messen  können.  Das  Maafs  der 
Länge  gründet  sich  auf  das  Aufeinanderlegen  und  läfst  sich 
ohne  Schwierigkeit  begreifen,  das  Maafs  der  Zeit  dagegen  er- 
fordert einige  Erläuterung. 

Es  würde  offenbar  ein  fehlerhafter  Schlufs  seyn,  wenn 
man  einerseits  sagte,  dafs  die  gleichförmige  Bewegung  dieje- 
nige ist,  bei  welcher  die  durchlaufenen  Räume  den  Zeiten 
proportional  sind,  und  andererseits,  dafs  die  gleichförmige 
Bewegung  das  Maafs  der  Zeit  ist,  d.  h.  dafs  dieselbe  den 
Räumen  proporlional  ist,  die  bei  dieser  Bewegung  durchlaufen^ 
werden.  Der  Begriff  gleicher  Zeiten  und  das  Maafs  der  Zeit 
ist  aber  nicht  nothwendig  auf  irgend  ein  besonderes  Gesetz 
der  Bewegung  gegründet,  und  man  kann  si^  daher  in  der 
'  Erklärung  der  gleichförmigen  Bewegung j|  sowie  jeder  anderen 
Bewegung,   als  bekannt  voraus  setzen. 

Man  denke  sich  neinlicli,  dafs  völlig  identische  Körper 
sich  nach   einander  bewegen ,    und   dafs  jeder   dieser  KöiyW/ 
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wälireud  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  sich  genau  in  dem- 
'  selben  Zustande  befindet,  wie  derjenige,  der  ihm  vorausge- 
gangen ist;  offenbar  werden  alsdann  alle  diese  Bewegungen, 
deren  Gesetz  unbekannt  ist,  in  gleichen  Zeiten  ausgeführt, 
und  ihre  Zahl  kann  als  Zeitmaafs  dienen«  Hat  man  z.B. 
schwere  Körper,  die  durch  eine  feste  horizontale  Axe  gehal- 
ten werden,  und  die  man  alle  gleichviel  von  der  Lage  des 
Gleichgewichtes  entfernt  und  alsdann  sich  selbst  überläfst,  so 
dafs  die  Bewegimg  des  zweiten  anföngt,  sobald  der  erste  in 
diese  Lage  zurück  gekehrt  ist',  und  ebenso  die  des  dritten, 
sobald  der  zweite  in  diese  Lage  zurück  gekehrt  ist  u.s.w«,  so 
kann  es,  möglicher  Weise,  zwischen  diesen  auf  einander  fol- 
genden Bewegungen,  die  in  gleichen  Zeiten  vollführt  werden, 
gar  keinen  Unterschied  geben.  Es  wird  in  der  Folge  gezeigt 
werden,  dafs  es  nicht  notliwendig  ist,  dafs  verschiedene 
Körper  sich  nach  einander  bewegen ,  und  dafs  die  auf  einan- 
der folgenden  Schwingungen  eines. und  desselben  Körpers,  die 
er  auf  beiden  Seiten  um  seine  Lage  des  Gleichgewichtes  voll-' 
führt,  ebenfalls  gleichzeitige,  oder  von  gleicher  Dauer, 
sind.  Die  vorhergehende  Betrachtung,  die  keine  Auflösung 
einer  mechanischen  Aufgabe  voraussetzt,  ist  für  den  gegen- 
wärtigen ^weck  hinreichend. 

Die  Astronomen  haben  durch  sehr  genaue  und  sehr  häu- 
fig wiederholte  Beobachtungen  gefunden,  dafs  die  scheinbare 
Umdrehung  der  Himmelskugel  um  die  Erde  völlig  imverän- 
derlich  ist,  und  auch  die  Theorie  giebt  keine  Ungleichheit  in 
der  Bewegung  der  Umdrehung  der  Erde  an,  die  eine  solche 
scheinbare  Veränderlichkeit  hervorbringen  könnte.  Man  nennt 
die  unveränderliche  Dauer  dieser  Umdrehung  einen  Stern- 
tag, .welche  Dauer  kleiner  ist,  als  die  der  täglichen  Umdre-  ' 
liung  der  Sonne.  Die  letztere  ist  nicht  zu  allen  Zeiten  des 
Jahres  genau  dieselbe;  im  gewöhnlichen  Gebrauche  nimmt 
man  ihre  mittlere  Gröfse  als  Zeiteinheit,  und  nennt  sie  einen 
mittleren  Tag.  Ich  werde  in  diesem  Werke  die  Einthei- 
lung  des  Tages  in  24  Stunden,  der  Stimde  in  60  Minuten, 
der  Minute  in  60  Secunden  beibehalten,  so  dafs  die  Secunde 
der  86400«te  Theil  eines  mittleren  Tages  ist.  Der  Sterntag 
hat  nur  86164,09  Secunden;  hieraus  folgt,  dafs  man,  wenn 
eine  Zeitbestimmung,  die  in  mittleren  Tagen  angegeben  ist,  in 
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Sterntagen  ausgedriickr  werden  soll,  dieselbe  mit  dem  Ver- 
haltnifs  von  86400  zu  86164,09  oder  mit  der  beständigen 
Zahl  1^0027379  multiplicieren  mufs« 

112. 

Eine  gleichförmige  Bewegung  unterscheidet  sich  von  einer 
anderen  durch  die  Gröfse  des  Raumes,  die  in  der  Zeitein- 
heit durchlaufen  wird.  Bei  jeder  gleichförmigen  Bewegung 
nennt  man  diesen  beständigen  Raum  die  Geschwinfdigkeit  des 
Körpers,  will  man  sich  aber  genau  ausdrücken,  so  mufs  man 
sagen,  dafs  dieser  Rapm  blos  das  Maafs  der  Geschwindigkeit, 
nicht  aber  die  Geschwindigkeit  selbst  ist.  'Die  Geschwindig- 
keit eines  materiellen  Punktes,  der  in  Bewegung  ist,  ist 
etwas  in  diesem  Funkte  Befindliches,  das  ihn  bewegt,  und 
von  einem  materiellen  Punkte,  der  in  Ruhe  ist,  unterscheidet, 
aber  keiner  weiteren  Erklärung  fähig  ist*^).  Die  Geschwindig- 
keit, die,  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  durch  den  Raum 
ausgedrückt  wird,  den  der  Körper  in  jeder  Zeiteinheit  be- 
schreibt, setzt  Yoraus,  daf^man  als  Einheit  der  Geschwindig- 
keit die  des  Körpers  anninunt,  der  die  Längeneinheit  in  der 
Zeiteinheit  beschreibt« 

Bei  jeder  veränderlichen  Bewegung  ändert  sich  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in  unendlich  kleinen  Zwischenstu- 
fen, und  sie  ist  eine  Function  der  Zeit,  die  man,  wie  sogleich 
gezeigt  werden  soll,  aus  derjenigen  findet,  die  den  durchlau- 
fenen Raum  angiebt«  Man,  mufs  jedoch  zuvor  die  Art  von 
Bewegung  kennen  lernen,  die  ein  materieller  Punkt  in  Folge 
seiner  erlangten  Geschwindigkeit  annimmt,  wenn  die  Kraft, 
die  ihm  diese  Bewegung  mitgetheilt  hat,  indem  sie  wälirend 
einer  gewissen  Zeit  wirkte,  zu  wiiken  auftiört,  und  der  Kör- 
per sich  selbst  überlassen  wird. 

113. 
Zuerst  ist  es  einleuchtend,  dafs  der  Punkt,  wenn  er  sich 
bis  zu  dieser  Zeit  in  gerader  Linie   bewegt  hat,   auch  ferner 
sich  nach  der  Verlängerung  der  Linie ,  die  er  beschrieb ,  bewe- 
gen wird.    Denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden ,  weswegen  sich 


/ 


*)   Mao  vcrgi.  Zusatz  III.  Anm.  des  Ueber$. 
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dieser  mMerielle  Funkt;  von  der  einmal  angenommenen  Rich- 
tung, eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  entfer- 
nen sollte.  Jedoch  können  wir  nicht  a  priori  behaupten, 
dafs  sicli  die  Geschwindigkeit,  die  er  einmal  angenommen  hat, 
nicht  von  selbst  vermindern  und  zuletzt  ganz  aufliören  könne. 
Nur  die  Erfahrung  und  die  Induction  können  diese  Frage 
entscheiden. 

Nim    sehen   wir   aber   wirklich,    dafs    die   Körper  desto 
länger  im  Zustande  der  Bewegung  beharren,  je  mehr  man  die, 
Hindernisse ,    die  sich  derselben   entgegensetzen ,   wie  die  Rei- 
bung und  der  "Widerstand  der  Mittel,  durch  welche  sie  gehen, 
vermindert,,  und  so  oft  man  ^eine  Aenderung.in  der  Geschwin- 

\  digkeit  bemerkt,  so  findet  man,  dafs  der  Grund  davon  einer 
fremden  Einwirkung  zugeschrieben  werden  mufs.     Dieses  be- 

*  rechtigt  ims  daher  zu  dem  Schlüsse,  dafs,  wenn  es  möglich 
wäre,  dafs  ein  materieller  Punkt,  nachdem  er  einmal  in  Be- 
wegung gesetzt  worden  ist,  ferner  durch  keine  weitere  Kraft 
getrieben  würde,  und  kein  weiteres  Hindernifs  zu  überwindeü 
hätte,  die  Bewegung  desselben  geradlinig  und  gleichförmig, 
d.  h.  die  einfachste  aller  Bewegungen ,  seyn  würde. 

So  z.  B. ,  wenn  ein  Stückchen  Eisen ,  im  leeren  Raunie, 
auf  einer  horizontalen  Ebene  und  ohne  Reibung,  diu'ch  die 
blofse  Wirkung  des  Pols  eines  Magnetstabes  in  Bewegung  ge- 
setzt wird,  und  man  plötzlich  die  Anziehungskraft  dieses  Pols 
aufhebt,  indem  man  einen  gleich  starken  und  entgegengesetz- 
ten Pol  daneben  anbringt,  so  wird  das  Stückchen  Eisen  seine 
Bewegung  gegen  den  ersten  Pol  fortsetzen;  seine  Bewegung 
wird  aber  gleichförmig  und  seine  Geschwindigkeit  mehr  oder 
weniger'  beträchtlich,  je  nachdem  man  die  anziehende  Kraft 
eine  kürzer^  oder  längere  Zeit  hindurch  wirken  liefs. 

Die  Unmöglichkeit^  in  der  sich  alle  materiellen  Punkte  be- 
'  finden,  sich  von  selbst  in  Bewegung  zu  setzen,  oder  die  ihnen 
mitgetheilte  Bewegung  zu  ändern,  ist  das,  was  man  die  Träg- 
heit der  Materie  nennt.  Dieses  Wort  will  aber  nicht  sagen, 
dafs  die  Materie  überhaupt  unfähig  sey  zu  wirken,  denn  im 
Gegentheile  findet  jeder  materielle  Punkt  immer  in  der  Wir- 
kung  anderer  materieller  Punkte  das  Princip  seiner  Bewegung, 
nie  aber  in  sich  selbst. 
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114. 

Am  Ende  der  Zeit  t^  und  wenn  der  Körper  sich  in  der 
Entfernung  jc  von  einem  festen  Punkte  befindet,  der  auf  der 
geraden  Linie ^  die  er  beschreibt,  liegt,  sey  %>  seine  Geschwin- 
digkeit, d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewe- 
gung, die  statt  haben  würde,  wenn  die  Kraft,  die  auf  den 
Körper  wiiiit,  in  diesem  Augenblicke  aufhörte  zu  wirken. 
Da  aber  die  Wirkung  der  Kraft  fortdauert,  so  wird  der 
Raum  dxy  den  der  Körper  im  Augenblicke  dt  beschreibt  ^  in 
Folge  dieser  Wirkung  und  der  Geschwindigkeit  p  beschrieben ; 
der  Theil  von  dxy  der  dieser  Geschwindigkeit  entspricht, 
welcher  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  beschrieben  wor- 
den wäre,  ist  vdt.  Nennt  man  nun  «  den  Theil  dieses 
Raumes,  der  der  Wirkung  entspricht,  welche  die  Kraft  wäh- 
rend des  Augenblickes  dt  ausübt,  so  hat  man 

dx  =  vdt  -j-  e. 

Da  sich  aber  die  Geschwindigkeit  in  unendlich  kleinen 
Zwischenstufen  ändert,  und  diese  Aenderungen  lediglich  von 
der  Wirkung  der  Kraft  herrühren,  die  auf  den  beweglichen 
Körper  wirkt,  so  folgt  hieraus,  dafs  diese  Wirkung,  in  der 
Zeit  tlt  nur  eine  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  hervor- 
bringen  kann.  Daher  kann,  vermöge  dieser  Wirkung,  nur 
ein  unendlich  kleiner  Raum  des  zweiten  Ranges  beschrieben 
werden,  der  kleiner  ist  als  derjenige,  welcher  bei  gleichförmi- 
ger Bewegung  beschrieben  würde,  wenn  der  Körper  im  An- 
fange der  Zeit  dt  die  ganze  Geschwindigkeit  erhielte,  die 
während  der  Dauer  dieser  Zeit  hervorgebracht  wird.  Man 
kann  daher  s  im  Verhältnifs  z\x  vdt  in  der  vorhergehenden 
Gleichung  yernachlässigen ,  üi)d  alsdann  hat  man 

'     dx 

als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  bei  irgend  einer  beliebigen 
Bewegung  *). 

Wollte  man  den  Theil  e  des  Raumes  kennen,  den  der 
Körper  in  der  Zeit  dt,  in  Folge  der  Kraft,  die  ihh  treibt, 
durchlauft,  so  müfste  man  die  höheren  Potenzen  von  dt  in 
Rechnung  bringen.     Nennt  man   nun  x'-^e  Entfernung   des 


*)   Vergl.  Zusatz  111.  Anmerk.  des  Uebcrs. 
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Körpers  von  dem  festen  Punkte  am  Ende  der  Zelt  t'-\-dt, 
80  bat  man;  vermöge  des  Taylor^sclien  Lehrsatzes^ 

dt  .      ^    dt^  ^ 

als  vollständigen  Ausdruck  des  Raumes,  der  während  der  Zeit 
dt  durchlaufen  Mrird«  Das  erste  Glied ,  welches  zzz  pdt  ist, 
ist  der  Raum,  der  von  der  Geschwindigkeit  herrührt ^  die  der 
Körper  nach  der  Zeit  t  erlangt  hat.  Vernachlässigt  man  da- 
her die  Glieder  des  dritten  Ranges  und  der  höheren  Range, 
im  Verhältnisse  zu  denen  des  zweiten  Ranges ;  so  hat  man 

\-  2  dt»   "^^  ' 
oder,  was  dasselbe  ist^ 

e  =  idudt 
als  Theil  des  Raumes  x' —  at,  den  der  Körper,  vermöge  der 
Wirkung  der  Kraft,  durchlauft.  Da  die  Geschwindigkeit,  die 
zu  gleicher  Zeit  durch  diese  Wirkung  hervorgebracht  wird, 
di^  ist,  so  sieht  man,  dafs  der  Raum,  den  der  Körper  gleich- 
förmig, während  dieser  Zeit  dt  beschreiben  würde,  wenn,  er 
im  Anfange  diesen  ganzen  Zuwachs  von  Kraft  erhielte,  dem 
Produkte  aus  dp  und  dt^  oder  dem  Doppelten  des  Raumes  €y 
den  er  wirklich  beschreibt  ^  gleich  wäre. 

115. 

Wenn  der  durchlaufene  Raum  in  einer  Function  der  Zeit 

ausgedrückt  ist,  so  kann  man  die  entsprechende  Geschwindigkeit 

ds 
\  unmittelbar  daraus  vermittelst  der  Gleichung  p  =  -r-  ableiten. 

l'%\       „  .  »i        ^      dt 

^  -j^^  ^  ^ Da  z.  B.  die  Körper,  in  der  At^od'schen  Maschine,  Räume 
jiC**^  beschreiben,  die  wie  die  Quadrate  der  Zeiten  wachsen,  so 
kann  man  daraus  schliel'sen,  dafs  ihre  erlangten -Geschwindig- 
keiten den  Zeiten  proportional  seyn  müssen,  während  welcher 
die  Räume  durchlaufen  werden,  und  die  Maschine  giebt  wirk- 
lich das  Mittel  an  die  Hand,  dies  zu  bewahrheiten. 

Ist  umgekehrt  die  Geschwindigkeit,  nach  der  Definition 
der  Bewegung,  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  kann  man 
daraus,  durch  Integration,  den  Werth  des  durchlaufenen  Rau- 
mes finden.  So  ist,  nach  der  gleichförmigen  Bewegung^  die 
einfachste  diejenige,   bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  glei- 
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chen  Zeiten  um  gleiche  Gröfsen  zu-  oder  abnimmt,  und  die 
man  eben  deswegen  eine  gleichförmig  beschleunigte  oder 
verminderte  nennt.  Nennt  man  daher  g  den  beständigen  po- 
sitiven oder  negativen  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  jeder 
Zeiteinheit,  und  a  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  wenn 
^  =  o  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  p  in  irgend  einem 
Augenblicke  bei  dieser  Bewegung 

p  =  a  -|-  gt. 

Multipliciert  man  durch  dt^  und  integriert  alsdann ,  so 
hat  pian 

X  z=z  b  ^  at  ^  Igt^ 

als  Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  der  geraden 
Linie,  die  er  beschreibt ^  wo  b  diesen  Abstand  im  Anfange 
der  Zeit  t  bedeutet« 

Wenn  die  beiden  Constanten  a  und  b  Null  sind,  so  hat 

man  einfach 

P  =  gt,    X  =  Igt^. 

Der  durchlaufene  Raum  ist  alsdann  dem  Quadrate  der 
Zeit  proportional,  und  die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper 
am  Ende  einer  Zeit  t  erlangt  hat,  ist  so  bescha£Pen,  dafs  er 
vermöge  dieser  Geschwindigkeit  allein,  in  einer  Zeit,  die 
gleich  t  ist,  einen  Raum  i»t  beschreiben  würde,  der  das  Dop- 
pelte des  Raumes  ist,  den  er  durchlaufen  hat« 

Hieraus  folgt,  dafs  man,  wenn  man  den  Raum  kennt, 
der  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  wird,  hieraus,  indem  man 
das  Doppelte  nimmt,  den  Werth  der  beständigen  Geschwin- 
digkeit g  findet,  durch  welche  sich  irgend  eLpe  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung  von  einer  anderen  BeweguBg  dersel- 
ben Art  unterscheidet« 

Eine  solche  Bewegung  ist  die  der  schweren  Körper,  die 
im  leeren  Räume  fallen.  An  demselben  Orte  ist  die  Geschwin- 
digkeit  g  für  alle  ihre  Punkte  dieselbe,  so  dafs  sie  alle,  ver- 
möge einer  und  derselben  Bewegung  dieser  Art,  verticale 
gerade  Linien  beschreiben.  Diese  Geschwindigkeit  ändert  sich 
von  einem  Orte  zum  anderen;  nimmt  man  die  Secunde  als 
Einheit  der  Zeit,  und  das  Meter   als  Längeneinheit,  so  giebt 

die  Erfahrung 

g-  =  9»»,  80896 

auf  der  Pariser  Stern  war  le. 


Vi 

Eine  Kraft,  welche  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Geschwin- 
digkeiten hervorbringt,  ist  für  uns  eine  beständige  Kraft* 
So  ist  die  Schwere  eine  beständige  Kraft,  was  hier  sagen  will, 
dafs  sie  mit  derselben  Intensität  auf  Körper  wirkt,  die  schon 
beliebige  Geschwindigkeiten  erlangt  haben,  nicht  aber,  wie  in 
^.  59,  dafs  ihre  Intensität  in  der  ganzen  Ausdehnung  eines 
,  Körpers  von  gewöhnlichen  Dimensionen  dieselbe  ist. 

116. 

Die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  setzen  durchaus  keine 
besondere  Beziehung  zwischen  den  Kräften  und  den  entspre- 
chenden Geschwindigkeiten  voraus,  und  um  die  Aufgaben  der 
Statik  zu  lösen,  ist  es  hinreichend,  die  numerischen  Verhält- 
nisse der  Kräfte  zu  kennen/  wie  sie  in  f.  5  erklärt  worden 
sind.  Die  Gesetze  der  Bewegung  dagegen  hängen  von  dem 
Verhältnisse  ab,  welches  zwischen  den  Gröfsen  der  Bewe- 
gungen ,  die  durch  gegebene  Kräfte  hervorgebracht  werden, 
statt  hat.  Dieses  Verhältnifs,  das  man,  um  die  Aufgabe  der 
Dynamik  zu  lösen,  nothwendig  kennen  mufs,  ist  dasselbe, 
wie  das  der  Kräfte,  wie  nun  bewiesen  werden  soll. 

Ein  materieller  Punkt  habe  am  Ende  der  Zeit  t  den 
Baum  X  durchlaufen,  und  die  Geschwindigkeit  v  erlangt. 
Man  nehme  an,  dafs  z.u  diesem  Zeltpunkte  zwei  gegebene 
Kräfte  f  und  /'  zu  gleicher  Zeit  auf  den  Körper,  nach  der 
Bichtung  seiner  Bewegung,  wirken.  Man  bezeichne  durch  u 
die  unendlich  kleine  Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  f  dem 
Körper  mitthe^en  würde,  wenn  sie  allein  während  der  un- 
endlich kleinen  Zeit  t  wirkte,  und  durch  u  die  Geschwin- 
digkeit, die  in  derselben  Zeit  durch  die  Kraft/'  hervorgebracht 
würde,  wenn  die  Kraft/  nicht  vorhanden  wäre.  Ich  behaupte 
nun,  dafs  das  gleichzeitige  Wirken  dieser  zwei  Kräfte  die 
Geschwindigkeiten,  die  sie  getrennt  hervorbringen,  nicht  än- 
dern wird,  und  dafs  die  Geschwindigkeit,  die  durch  die  Kraft 
/-}-/'  hervorgebracht  wird,  /^-j-w'  seyn  wird,  d.h.  dafs  die 
Geschwindigkeit ,  die  der  Körper  am  Ende  der  Zeit  t'\^% 
erlangt  hat ,    i'  -f-  w  -|-  u'  seyn  wird. 

Der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  kann  nem- 
lich  nur  von  der  Zeit  r  abhängen,  der  sie  proportional  ist, 
und  von   dem    Zustande    des   materiellen  Punktes,    oder,  mit 
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anderen  Worten ,  von  der  Lage  und  der  Geschwindigkeit ,  die 
er  während  der  Zeit  v  hat.  ,  Die  Wirkung  der  Kraft  f 
müfste  daher  auf  diesen  Zustand  Einflufs  haben ,  wenn  sie 
die  Geschwindigkeit  modificieren  sollte,  die  durch  die  Kraft/ 
hervorgebracht  wird«  Während  der  Zeit  7  kann  sich  aber 
der  Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  und  seine 
Geschwindigkeit  nur  um  eine  unendlich  kleine  Gröfse  ändern, 
welche  man  im  Verhältnisse  zu  x  und  \f  vernachlässigen  kann ; 
die  Aenderungen  der  Abstände  von  anderen  festen  oder  be- 
weglichen Punkten^  von  welchen  die  Kräfte  /  und  j'  ausge- 
hen könnten,  kann  man  ebenfalls  vernachlässigen.  Daher  kann 
die  Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  /*,  während  des  Zeit- 
raumes r,  hervorbringt,  auf  keine  Weise  durch  die  gleichzei- 
tige Wirkung  der  Kraft  /'  abgeändert  werden,  und  ebenso 
verhält  es  sich  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  von  der  Kraft 
y  herrührt,  die  ebenfalls  nicht  durch  die  Wirkung  von  f 
geändert  werden  kann«  Die  ganze  Geschwindigkeit,  welclie 
daher  dem  Körper  während  der  Zeit  r,  durch  die  Kraft /-{"/' 
mitgetheilt  wird,  ist  demnach  z=zu"\-u,*) 

Ebenso  sieht  man,  dafs,  wenn  die  Kraft/  im  Sinne  der 
Geschwindigkeit  i^  und  die  Kraft  /'  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirkt,  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  der  durch  die  Kraft 
/ — /'  hervorgebracht  wird,  gleich  u  —  u    seyn  wird. 

Wie  auch  jede  der  Kräfte  /  und  /'  beschaifen  seyn  mag, 
sobald  sie  dieselbe  Geschwindigkeit  Uj  in  derselben  unendlich 
kleinen  Zeit  hervorbringen,  so  sind  sie  für  uns  gleiche 
Kräfte.  Bringt  man  sie  in  entgegengesetztem  Sinne  an,  so 
werden  sie  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  nicht  ändern, 
wenn  er  schon  in  Bewegung  ist;  ist  er  in  Ruhe,  so  wird 
Gleichgewicht  statt  finden,  was  mit  der  Erklärung  der  gleichen 
Kräfte  in  $.  5  übereinstimmt« 

Wenn  die  Kraft,  die  auf  den  Punkt  im  Sinne  der  er* 
langten  Geschwindigkeit  wirkt,  zwei-  drei-  viermal  u.  s.  w. 
so  grofs  wird,  so  wird  die  Ge8ch\^'indigkeit,  welche  sie  in 
der  Zeit  %  hervorbringt,  nach  demselben  Verhältnisse  wachsen. 
Und  umgekehrt,  wird  diese  Kraft  auf  die  Hälfte,   den  dritten. 


*)  Dieser  Beweis  scheint  durchaus  nicht  strenge  zn  seyn.     Man  sehe  die 
weitere  Ausführung  in  Zusatz  lll.  Anmerk.  des  Uebers. 
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vierten  Theil  Q.  8.  w.  vermindert^  80  'wircl  die  Geschwindig* 
keit^  die  sie  hervorbringt,  in  demselben  Verhältnisse  abneh- 
men, und  im  Allgemeinen  werden  die  unendlich  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten, die  während  gleicher  Zeiten  hervorgebracht 
werden ,  geschehe  dies  nun  im  Sinne  der  erlangten  Geschwin- 
digkeit' oder  in  entgegengesetztem  Sinne,  oder  auch  die  un- 
endlich kleinen  Geschwindigkeiten,  die  einem  Körper,  der  in 
Ruhe  ist,  mitgetheilt  werden,  sich  zu  einander  verhalten,  wie 
die  Intensitäten  der  entsprechenden  Kräfte« 

Auf  diesem  allgemeinen  Principe  beruht  die  Ausmessung 
der  Kräfte  in  der  Dynamik«  Gewöhnlidi  stellt  man  es  als 
H3rpothese  auf,  wir  geben  es  hier  als  eine  nothwendige  Folge 
des  Umstandes,  dafs  die  Geschwindigkeiten,  die  durch  belie- 
bige Kräfte,  in  unendlich  kleinen  Zeiträumen  hervorgebracht 
werden,  immer  unendlich  klein  sind,  und  dafs  zu  gleicher 
Zeit  die  Ortsveränderungen  der  bewegten  Punkte  ebenfalls 
unendlich  klein  sind. 

117. 

Wenn  die  Kräfte,  die  man  unter  einander  vergleichen 
will,  beständige  Kräfte  sind,  so  dafs  jede  derselben,  während 
der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  gleiche  Geschwindigkeiten 
in  gleichen  Zeiten  hervorbringt  ($•  115),  so  verhalten  sich  ihre 
Intensitäten  zu  einander,  wie  die  Geschwindigkeiten,  die  sie 
in  irgend  einer  beliebigen  Zeit  demselben  materiellen  Punkte 
mittheilen.  Wenn  daher  diese  Geschwindigkeiten  durch  die 
Beobachtung  gegeben  sind ,  so  kann  man  daraus  das  Verhält- 
nifs  der  Kräfte  finden,  und  umgekehrt,  wenn  dieses  Verhält- 
nifs  a  priori  gegeben  ist,  so  kann  man  es  für  das  der  Kräfte 
nehmen. 

Man  bezeichne  z.  B.  durch  II  und  11'  die  Intensitäten 
der  Schwere  in  zwei  verschiedenen  Breiten,  und  nehme  an, 
dafs  man,  an  diesen  beiden  Orten  der  Erde,  die  Geschwin- 
digkeiten g  und  g'  bestimmt  habe,  welche  die  Körper,  die 
im    leeren  Räume  vertical  fallen,  in  einer  Secunde  erlangen, 

so  hat  man 

UiW  =  g  :  g\ 

Das  Verhältnifs    dieser   Kräfte  11  und   11 '    ist   auch    das 
der  Gewichte  eines  und  desselben  Körpers,   oder  zweier  ho- 
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mogener  Körper,  die  dasselbe  Volumen  haben,  in  diesen  zvrei 
Breiten.  Die  Beobachtung  zeigt,  dafs  die  Geschwindigkeiten, 
die  von  der  Schwere  herrühren ,  zunehmen ,  wenn  man  von 
dem  Aequator  nach  dem  Pole  hingeht,  und  dafs  der  ganze 
Zuwachs  ungefähr  -^i^  der  kleinsten  Geschwindigkeit  beträgt. 
Hieraus  folgt,  dafs  das  Gewicht  einös  und  desselben  Körpers, 
den  man  vom  Aequator  nach  dem  Pole  hin  bringt,  um  ^i^ 
zilnimmt,  und  dafs,  wenn  die  Gewichte  zweier  homogener 
Körper,  die  sich  an  diesen  zwei  Punkten  der  Erde  befinden, 
im  Gleichgewichte  seyn  sollen,  das  Gewicht  des  Körpers,  der 
sich  am  Aequator  befindet,  das  des  Körpers^  der  am  Pole  ist, 
um  -^i-Q  übertreffen  mufs. 

Seyen  ferner  II  die  Intensität  der  Schwere  in  yerticaler 
Richtung,  und  II i  ihre  Seitenkraft,  die  nach  einer  geraden 
Linie  wirkt,  welche  mit  ihrer  Richtung  den  Winkel  a  ein- 
schliefst. Nach  der  Regel  des  Parallelogramms  der  Kräfte 
hat  man  H^  =  H  cos  «, 

und  wenn  man  g  und  ^i  die  Geschwindigkeiten  nennt,  welche 
in  der  Einheit  der  Zeit  durch  diese  zwei  constanten  Kräfte 
hervorgebracht  werden,  die  getrennt  auf  denselben  materiel- 
len Punkt  wirken,  so  giebt  das  Yerhältnifs 

g  :  gl  z=z  TL  lUi 

auch 

gl  =:  g  cos  a. 

Wenn  dieser  schwere  materielle  Punkt  auf  einer  geneig- 
ten Ebene  liegt,  die  mit  der  horizontalen  Ebene  einen  Winkel 
einschliefst,  der  gleich  90^ — a  ist,  so  kann  man  die  Kraft 
il  in  zwei  andere  zerlegen,  von  welchen  einie  senkrecht  gegen 
die  gegebene  Ebene  wirkt,  und  daher  durch  deren  Widerstand 
aufgehoben  wird,  die  andere  dagegen  nach  ^ie^^i*  Ebene  ge- 
richtet, und  daher  der  Kraft  II  i  gleich  ist.  Diese  letztere 
Kraft  bringt  im  leeren  Räume  die  Bewegung  hervor,  wenn 
man  von  der  Reibung  des  Körpers  gegen  die  geneigte  Ebene 
absieht.  Diese  Bewegung ,  welche  von  einer  beständigen  Kraft 
herrührt,  wird  daher  gleichförmig  beschleunigt  seyn,  und 
wenn  man  Xi  und  f^i,  bezüglich  den  am  Ende  der  Zeit  t 
durchlaufenen  Raum  und  die  alsdann  erlangte  Geschwindigkeit 
nennt,  so  hat  man 

^1  =  ^1  iy      ^\  =  igi  ^^5 
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in  welche  Gleicbangen    man   den  vorhergehenden  Werrh  von 
gi^  setzen  mufs. 

Dieses  Beispiel  ist  sehr  dazu  geeignet ^  zu  zeigen,  wie 
nolhwendig  es  ist,  a  priori  das  Verhältnifs  der  Geschwindig- 
keiten finden  zu  können,  die  von  Kräften  herrühren,  deren 
Verhältnifs  bekannt  ist.  Denn  wenn  man  den  Werth  von  gi 
nicht  aus  der  Geschwindigkeit  gy  die  durch  die  Beobachtung 
gegeben  ist,  ableiten  könnte,  und  man,  um  diese  letzteren 
Gleichungen  anzuwenden,  auch  den  Werth  von  ^i ,  der  jedem 
Werthe  des  Winkels  a  entspricht,  durch  die  Erfalirung  be- 
stimmen müfste,  so  würde  die  Dynamik  fast  nur  eine  experi- 
mentale  Wissenschaft  seyn, 

118. 
Um  eine  veränderliche  Kraft  zu  messen,  mufs  man  die 
Wirkung  derselben  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  be- 
trachten, während  welcher  man  sie  als  eine  beständige  anse- 
hen kann.  Sey  daher  9) ,  bei  einer  beliebigen  geradlinigen 
Bewegung,  die  Kraft,  wdche,  am  Ende  der  Zeit  ^,  auf  den 
bewegten  Körper  wirkt,  und  die  wir  wie  eine  positive  oder 
negative  Gröfse  betrachten,  je  nachdem  diese  Kraft  im  Sinne 
der  erlangten  Geschwindigkeit  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirkt.  Da  diese  Geschwindigkeit  in  demselben  Augenblicke 
f>  ist,  so  ist  sie  v  -|-  du  am  Ende  der  Zeit  t'^^dtj  so  dafs 
die,  Kraft  tp  dem  Körper  in  der  Zeit  dt  die  Geschwindigkeit 
dp  mitgetheilt  hat.  Bezeichnet  man  dalier  durch  II  eine  be- 
kannte beständige  Kraft,  welche  die  Geschwindigkeit  g  in  der 
Zeiteinheit  hervorbringt,  und  daher  dem  Körper  in  der  Zeit 
c/^  die  Geschwindigkeit  gdt  mittheilt,  so  hat  man 

qi  :  TL  z=z  dp  :  gdtj 
und  hieraus  folgt 

_  Udp 

"^  ~  gdt' 

Wenn  man  eine  Längeneinheit  und  eine  Zeiteinheit  will- 

kührlich  gewählt  hat,   so  kann  man  die  beständige  Gröfse  g 

dp 
und  den  Werth  von  --— ,   der  am  Ende^  einer  gegebenen  Zeit 

dt 

statt  hat,  finden.     Diese  Formel  giebt  alsdann,  für  denselben 
Augenblick,    das  numerische  Verhältnifs  der  Kraft  tp   zur  be- 
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kannten  Krnft  11,  und  wenn  diese  die  Schwere  ist,  so  ist 
dies  Verliältnifs  das  der  Kraft  (p  zum  Gewichte  des  Körpers, 
auf  welclien  sie  wirkt,  so  dafs  dieser  materielle  Punkt,  der 
von  der  Schwerkraft,  und  in  entgegengesetztem  Sinne  von  der 
Kraft  rp  getrieben  wird,  ini  Gleichgewichte  bleiben  würde, 
wenn  man  z.  B.  l     di> 

finden  würde. 

Man  kann  die  vorhergehende  Formel  vereinfachen,  wenn 
man  II  und  g,  als  Einheiten  nimmt,  wodurch  sie  in 

rfv 

übergeht.      Die  Einheit   der  Kraft  ist    alsdann   die   beständige 

Kraft,   welche    dem    Körper,   während   der   Einheit  der  Zeit, 

eine   Geschwindigkeit  mittheilt,    die    durch  die  Längeneinheit 

dargestellt   wird,    so   dafs    die   Einheit   der   Kraft,    wenn   die 

zwei   letzteren   Einheiten    die   Secunde    ynd    das   Meter  sind, 

ungefähr   der    zehnte   Theil   des    Gewichtes    des    Körpers   ist, 

vermöge  des  in  }.  115  angegebenen  Werlhes  von  g. 

dif 
IVIan  bemerke,    dafs  dieses  Maafs   -7—   der   veränderlichen 

dt 

Kraft  (p  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  eine  beständige  Kraft 
in  der  Einheit  der  Zeit  hervorbringen  würde,  wenn  sie  wäh- 
rend dieser  Zeit  dieselbe  Intensität  behielte,  welche  die  Kraft 
^.während  der  Zeil  dt  hat.  80  hängt,  bei  der  Bewegung 
eines  Eisentheilchens  zum  Pole  eines  Magneten  hin,  die  wir 
schon  früher  (f.  113)  als  Beispiel  gebraucht  haben,  die  Kraft 
(p  von  dem  Abstände  vom  Pole  ab,  und  ist  daher  veränder- 
lich;, nimmt  man  aber  an,  dafs  der  Pol  in  einem  gegebenen 
Äugenblicke  von  dem  Eisentheilchen  zurückweicht,  so  dafs  der 
Abstand  derselben  conslant  wird,  so  wird  die  Kraft  tp  eben- 
falls constant,  die  Bewegung  geht  in  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte über,  und  ^ie  Zunahme  der  Geschwindigkeit,  die 
in  der  Zeiteinheit  statt  hat,  ist  das  Maafs  dieser  Kraft  für 
den  Augenblick,  in  welchem  sie  constant  geworden  ist. 

Berücksichtigt  man  den  Werth   von  £,   der  in  {.  114   ge- 
funden worden  ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

'^  =  dr^' 

12 
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Aus  dieser  Formel  und  der  vorhergehenden  folgt,  dafs 
eine  Kraft  sowohl  die  Geschwindigkeit,  die  sie  in  einer  un- 
endlicli  kleinen  Zeit  hervorbringt,  durch  diese  Zeit  dividiert, 
zum  Maafse  hat,  als  auch  das  Doppelte  des  Raumes,  den  der 
Körper  vermöge  ihrer  durchlauft,  dividiert  durch  das  Qua- 
drat derselben  Zeit.  Bei  der  gleichförmig  beschleunigten  Be- 
wegung, haben  diese  zwei  gleichgeltenden  Arten  die  Kraft  zu 
messen  ebenfalls  statt,  ohne  dafs  die  Zeit  unendlich  klein  zu 
eeyn  braucht. 

119. 
\Vir  haben  jetzt 

-,  dx  dp 

für  die  allgemeinen  Formeln  der  geradlinigen  Bewegung«  Sie 
geben  die  Verhältnisse  an,  die,  bei  einer  beliebigen  Bewegung, 
zwischen  dem  durchlaufenen  Räume,  der  erlangten  Geschwin- 
digkeit und  der  Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt,  bestehen, 
und  zeigen,  wie  man  diese  drei  Functionen  der  Zeit  aus  ein- 
ander ableiten  kann,  sey  es  durch  Di£Ferentiation  oder  durch 

Integration. 
* 

Eliminiert  man  v  aus  den  z-wci  letzteren  Gleichungen ,  so 
hat  man 

was  voraussetzt,  dafs  man  die  Zeit  t  als  unabhängige  Verän- 
derliche betrachtet,  und  ihr  DiiFerential  dt  constant  ist.  Diese 
Voraussetzung  werden  wir  übrigens  in  allem  Folgenden  bei- 
behalten, ohne  es  besonders  zu  wiederholen. 

Durch  die  Elimination  von  €lt  hat  man  auch 

1  d.P^ 

was  dazu  dient,  v  zu  bestimmen,  wenn  die  Kraft  rp  als 
Function  von  x  gegeben  ist,  und  ebenso  die  Kraft  zu  bestim- 
men, wenn  die  Geschwindigkeit  als  Function  des  durchlaufe- 
nen Raumes  gegeben  ist. 

In   dem    folgenden   Kapitel   werde   ich   verschiedene   An- 
Nv^endungen  dieser  allgemeinen  Formeln  geben. 
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II.     Maafs  der  Kräfte   mit  Rücksicht   auf  die  Massen. 

120. 
Ehe  ich. zeige,  wie  man  die  Massen  in  Rechnung  brin- 
gen mufs,  wenn  man  Kräfte  vergleiclit^  die  auf  verschiedene 
Körper  wirken,  mufs  ich  erst  einen  ungenauen  Ausdruck  ver- 
bessern ^  den  man  sehr  häufig  gebraucht  ^  und  der  von  einer 
Begriffsverwechselung  herrührt. 

Man  denke  sich,  es  sey  ein  Körper  auf  eine  horizontale 
Ebene  gelegt,  und  werde  durch  keine  Reibung  irgend  einer 
Art  auf  derselben  festgehalten.  Will  ich  ihn  auf  derselben 
fortgleiten '  lassen ,  so  mufs  ich ,  wegen  der  Trägheit  der  Ma- 
terie, eine  bestimmte  Kraft  ausüben;  kommt  zu  diesem  Kör-, 
per  noch  ein  zweiter,  dann  ein  dritter  u.s.  w.  hinzu  ^  so  mufs 
ich,  um  dieselbe  Bewegung  hervor  zu  bringen,  eine  immer 
beträchtlichere  Kraft  anwenden.  In  jedem  Falle,  fühle  ich, 
dafs  ich  eine  Kraft  anwenden  mufs,  aber  ich  darf  hieraus 
nicht  schllefsen,  dafs  die  Materie  dieser  Kraft  einen  Wider- 
stand entgegensetze,  und  dafs  sich  in  den  Körpern  etwas  be- 
finde, was  man  sehr  uneigentlich  die  Kraft  der  Trägheit  nennt. 
Wenn  man  sich  so  ausdrückt,  so  verwechselt  man  die  Em- 
pfindung, die  man  gefülilt  hat,  welche  von  der  Kraft,  die 
man  ausgeübt  hat,  herrührt,  mit  der  Empfindung  eines  Wider- 
standes,  der  gar  nicht  vorhanden  ist. 

Wenn  zwischen  dem  Körper  und  der  Ebene  eine  Rei- 
bung- statt  findet,  so  ist  hier  allerdings  ein  Widersland,  der 
sich  der  horizontalen  Bewegung  entgegen  setzt,  vorhanden, 
und  ich  kann  den  Körper  auf  der  Ebene  nicht  verrücken, 
ohne  eine  Kraft  auszuüben,  die  stärker  ist  als  dieser  Wider- 
stand. Ebenso,  wenn  ich  den  Körper  vertical  erheben  will, 
so  stellt  sich  dieser  Bewegung  ein  Widerstand  entgegen,  den 
ich  durch  eine  Kraft,  die  ihn  übertrifft,  überwinden  mufs. 
In  beiden  Fällen  kann  ich  keine  Bewegung  hervorbringen,  so 
lange  ich  nicht  eine  Kraft  ausübe,  die  gröfser  als  das  Gewicht 
des    Körpers,    oder   als    seine    Adhäsion    an    die   Ebene    ist. 

12* 
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Wenn   man    aber   weder   Schwere   noch   Reibung  voraussetzt,  * 
80  kann    ich   den  Körper  in  Bewegung  setzen,    wie  schwach 
auch  die  Kraft,  die  ich  anwende,  und  wie  grofs  die  Masse  des 
Körpers  sey.      Bemerke   ich   alsdann,    dals  man  eine  gröfsere 
Kraft    anwenden   mufs,    um    diese  Bewegung   einem  gewissen 
Körper  mitzutheilen,  als  einem  anderen,  so  ziehe  ich  hieraus 
den  Schlufs,  dafs  der  erste  aus  einer  gröfseren  Oiiantitat  Ma-    * 
terie  besteht,    als   der   zweite,    und  wenn  ich  die  Gröfse  der 
Kräfte,  die  ich  ausüben  mufste,  mit  Genauigkeit  messen  könnte, 
80  wäre  ihr  Verhältnifs   das    der  Massen  dieser  zwei  Körper. 
Auf  einer    älinlichen   Betrachtung    beruht,    wie    dies   sogleich 
weiter   erklärt  werden  soll,    das  Maafs    der  Massen  nach  der 
Gröfse  der  Kräfte ,    die  sie   in   Bewegung   setzen ,   und  umge- 
kehrt das  Maafs  der  Kräfte,    wenn  man  die  Massen   und  die 
Geschwindigkeiten  berücksichtigt* 

121. 

Zwei  materielle  Punkte,  die  Körpern  angehören,  welche 
verschiedeiier  Art  ^eyn  können,  haben  gleiche  oder  ungleiche 
Massen,  je  nachdem  gleiche  Kräfte  ihnen,  in  derselben  Zeit, 
dieselbe  Geschwindigkeit  oder  verschiedene  Geschwindigkeiten 
mitlheilen.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme 
man  an,  die  Kräfte,  die  an  diese  zwei  Punkte  angebracht  sind, 
seyen  vertical  und  hielten  sich  im  Gleichgewichte,  wenn  6ie 
in  die  Schalen  einer  Wage  gelegt  werden.  Diese  Kräfte  w^er- 
den  unter  dieser  Voraussetzung  gleich  seyn,  und  wenn  dalier 
die  zwei  Punkte  völlig  frei  sind  und  durch  dieselben  Kräfte 
getrieben  werden  ^  so  sind  ihre  Massen  gleich  oder  ungleich, 
je  nachdem  sie,  im  ersten  Auge&blicke,  gleiche  oder  ungleiche 
unendlich  kleine  Geschwindigkeiten  annehmen. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  erkannt  hat,  dafs  die  Mas- 
sen verschiedener  materieller  Punkte  gleich  sind,  so  kaiiu 
man,  indem  man  sie  zusammen  nimmt,  andere  Punkte  bilden, 
deren  Massen  unter  einander  beliebige  Beziehungen  haben. 
So  z.  B. ,  wenn  man  /^  die  Masse  jedes  der  gleichen  Punkte 
nennt,  und  m,  m  die  Massen  zweier  anderer  Punkte,  die 
bezüglich  aus  n  und  n  der  ersten  gebildet  sind,  so  verhal- 
ten sich  m  und  m'  zu  einander,  wie  diese  Zalilen  n  und  n 
und  man  hat 
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Seyen  nun  w,  </,  (/'  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten, 
i  und  i    ganze  Zahlen  und 

Wenn  daher  zwei  Kräfte  f  und  J'  den  Massen  /n  und 
m  die  Geschwindigkeiten  p  und  u  in  demselben  Augenblicke 
uiittheilen,   so  behaupte  ich,   dafs  man 

f  :  J'  =  mv  :  m'  u' 
haben  wird. 

Denn  man  kann  die  Kraft  /  als  die  Summe  einer  Anzahl 
n  gleicher  Kräfte  ansehen,  die  jedem  der  n  gleichen  Punkte, 
aus  welchen  m  besieht,  dieselbe  Geschwindigkeit  v  mittheilen, 
so  dafs,   wenn  man  eine  dieser  gleichen  Ki*äfte  k  nennt, 

J  =  nl 
ist. 

Sey  aufserdem  h  die  Kraft,  welche  jedem  dieser  gleichen 
Punkte  in  derselben  Zeit  die  Geschwindigkeit  u  mittheilt,  in 
welcher  die  Kraft  h  ihm  die  Geschwindigkeit  p  mittheilt.  Da 
diese  Kräfte  auf  denselben  materiellen  Punkt  wirken,  so  ver- 
halten sie  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  u  und  p  (f.  116), 
und  da   *>  =  iu  ist,   so  folgt  hieraus 

k  =  i  Iu 

Ebenso  haben  wir 

indem  man  /'  als  die  Summe  der  //'  Kräfte  i'  ansieht,  die 
jedem  der  gleichen  Punkte,  aus  welchen  in  zusammen  gesetzt 
ist,  die  Geschwindigkeit  v  mittheilen  können,  und  h  die  Kraft 
nennt,  welche  jedem  derselben  Punkte  die  Geschwindigkeit  u 
mittheiien  würde.  Da  aber  h  und  li  Kräfte  sind,  die  in 
demselben  Augenblicke  zweien  an  Masse  gleichen  Punkten  die- 
selbe Geschwindigkeit  //  nütlheilen  können,  nemlich  zweien 
der  Punkte,  deren  gemeinschaftliche  Masse  durch  /e  bezeichnet 
worden  ist,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dafs  Ä  =  li 
ßeyn   mufs.      Vermöge    der  vorhergeh^iden    Gleichungen    hat 

mau  alsdann 

fzziinh,     J'  z=z  V  u   h, 

und  wenn  man  die  Werthe  von  m,  m,  p ,  p'  berücksichtigt, 
so  folgt,  hieraus  die  Proportion ,   die  bewiesen  werden  sollte. 
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122. 

Dies  vorausgesetzl  9  bctracbte  man  einen  Körper  von  be- 
liebiger Gröfse  und  Gestalt,  dessen  Punkte  alle  parallele  Li- 
nien mit  einer  gemeinscliafllicben  Gescbwindigkeit  besclireiben, 
die  übrigens  sich  mit  der  Zeit  ändern  kann.  Man  tlieile 
diesen  Körper  in  eine  unendliche  Anzahl  materieller  Punkte, 
die  an  Masse  gleich  sind,  -wie  dies  so  eben  erklärt  wurde« 
Man  kann  die  Bewegung  aller  dieser  Punkte  Kräften  zuschrei- 
ben,, die  in '  der  ganzen  Ausdehnung  des  bev.egten  Körpers 
gleich  und  parallel  sind;  ilire  Mittelkraft  wird,  für  irgend 
einen  Theil  des  Körpers,  ihrer  Summe  gleich  seyn,  und  auf 
den  Schwerpunkt  dieses  Theils  wirken.  Die  Kräfte,  welche 
zwei  beliebigen  Theilen  entsprechen,  werden  sich  daher  zu 
einander  verhalten  wie  ihre  Massen;  nennt  man  nun  /  die 
ganze  Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt,  m  seine  Masse,  und 
q>  die  Kraft,  die  einem  Theile  dieser  Masse,  der  als  Einheit 
genommen  wird,  entspricht,  so  hat  man 

/  =  mtp. 

Was  die  Kraft  y  betrifft,  so  ist  sie  dem  Zuwachs  der 
Geschwindigkeit,  welchen  die  Punkte  des  Körpers  wälirend 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  erlangen,  proportional,  und 
wenn  man  v  diese  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  i  nennt, 
so  kann  man^   wie  in  (.118 


q>  = 

für  ilir  Maafs  nehmen. 
Hieraus  folgt 

f  z=i  m 


dt 


du 

"dt 

als  Ausdruck  der  Kraft  bei  irgend  einer  Bewegung,  indem 
man  auf  die  Masse  des  Körpers  Rücksicht  nimmt,  und  voraus 
setzt,  dafs-  alle  seine  Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  haben« 
Diese  Kraft  fy  welche  die  Mittelkraft  oder  die  Summe 
aller  unendlich  kleinen  Kräfte  ist,  die  man  sich  an  alle  Punkte, 
aus  welchen  der  Körper  besteht,  angebracht  denken  kann, 
nennt  man  die  bewegende  Kraft,  der  Factor  (p  ihres 
Werthes  mtp  heilst  die  beschleunigende  Kraft,  und  ist 
nichts  Anderes,  als  die  bewegende  Kraft  auf  die  Einheit  der 
INIasse  bezogen. 
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Di«  bewegende  Kraft  geht  in  einen  Druck  über^  wenn 
die  Masse ;  auf  welche  sie  wirkt ,  auf  einer  festen -Ebene  liegt, 
die  senkreclit  auf  der  Richtung  der  Kraft  steht.  Ein  Druck 
und  eine  bewegende  Kräh  unterscheiden  sich  daher  nur  da- 
durch, dafs  die  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  ein 
Druck  hervor  zu  bringen  strebt,  beständig  durch  den  Wider- 
stand der  festen  Ebene,  die  den  Druck  erleidet,  aufgehoben 
werden,  während  diejenigen,  welche  wirklich  in  jedem  Zeit- 
theile  durch  die  bewegende  Kraft  hervorgebracht  werden,  sich 
in  dem  bewegten  Köq^er  anhäufen,  woraus  eine  endliche  Ge- 
schwindigkeit nach  einer  endlichen  Zeit  entspringt.  Zwei 
Drucke  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  Massen,  multipli- 
ciert  mit  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  sie 
denselben  in  jedem  Augenblicke  mitzutheilen  streben,  und  die 
sie  ihnen  wirklich  mittheilen  wüi^den,  wenn  die  Massen  frei 
wären. 

t23. 

Wenn  die  Bewegung,  die  allen  Funkten  des  Körpers  ge- 
meinschaftlich ist,  gleichförmig  beschleunigt  ist,  und  man  g  den 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit  nennt,  der  in  jeder  Zeiteinheit 
statt  hat,  so  ist 

(f  =  gy    f—  f^S* 

Für  eine  andere  beständige  Kraft  jT,  die  auf  eine  Masse 
m  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  g^  in  der  Zeiteinheit  her- 
vorbringt, hat  man  ebenso 

=  m  g  . 

Die  Beobachtungen  haben  aber  gelehrt,  dafs  zwei  schwere 
Körper,  wie  auch  sonst  Uire  Mateiie  verschieden  seyn  mag, 
dieselbe  Geschwindigkeit  erlangen ,  wenn  sie  während  dessel- 
ben Zeitraumes  im  leeren  Räume  fallen.  Bei  der  Schwer- 
kraft ist  also  g=z  g\  und  die  Gewichte/  und/'  zweier 
beliebiger  Körper  verhalten  sich  daher  zu  einander,  wie  ihre 
Massen  m  und  w',  so  wie  wir  es  in  §.  60  angenommen  ha- 
ben. Die  blofse  Thatsache ,  die  durch  die  tägliche  Erfahrung 
bestätigt  wird,  dafs  verschiedenartige  Körper  gleiches  Gewicht 
unter  ungleichem  Volumen  haben,  war  nicht  hinreichend,  um 
zu  entscheiden,  ob  ihre  Massen  gleich  oder  ungleich  seyen, 
man    mufste    aufserdem   noch    wissen,    dafs    die    Schwerkraft 
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Urnen  dieselbe  Be\regiing  miltheilt,  um  aus  der  Gleichheit  der 
Gewichte  auf  die  Gleichheit  der  Quantität  ihrer  Materie  schlie« 
fsen  zu  können. 

Das  Gewicht  eines  schweren  Körpers,  der  im  leeren 
Räume  fallt,  ist  seine  bewegende  Kraft  und  die  Schwerkraft 
die  beschleunigende  Kraft.  Der  Kürze  halber  nennt  man  oft 
die  Geschwindigkeit  g  die  Schwere  oder  die  Schwerkraft, 
während  sie  nur  das  INlaafs  dieser  Kraft  ist. 

124. 

Wenn  gegebene  Kräfte  auf  die  Oberfläche  oder  andere 
Theile  eines  festen  Körpers  wirken,  und  hieraus  für  alle  seine 
Funkte  gleiche  und  parallele  Geschwindigkeiten  entstehen,  so 
müssen  diese  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach ,  mit  der  bewegenden  Kraft  zusam- 
men fällt,  wie  diese  so  eben  erklärt  worden  ist,  und  hiera\is 
leitet  man  die  beschleunigende  Kraft  ab,  indem  man  sie  durch 
die  ganze  Masse  des  Körpers  dividiert. 

Man  nehme  z.  B.  an ,  ein  schwerer  Körj^er  falle  in  der 
Luft,  im  Wasser  oder  in  einer  anderen  Flüssigkeit,  und  seine 
Gestalt  und  Dichtigkeit  seyen,  wenn  er  nicht  gleichartig  ist, 
symmetrisch  um  eine  verticale  Axe.  Es  ist  oiTcnbar,  dafs,  da 
alles  um  diese.  Axe.  herum  ähnlich  ist,  alle  Punkte  des  Körpers 
verticale  gerade  Linien  beschreiben  werden;  dies  erfordert,  da 
von  einem  festen  Körper  die  Rede  ist,  dafs  sie  alle  dieselbe 
Geschwindigkeit  in  demselben  Zeitpunkte  haben. 

Der  Widerstand  des  Älittels,  der  auf  die  Oberfläche  des 
Körpers  ausgeübt  wird,  reduciert  sich  daher  auf  eine  Kraft, 
die  nach  der  Axe  seiner  geometrischen  Gestalt  gerichtet  ist. 
Ich  bezeichne  die  Intensität  des  Widerstandes  in  einem  belie- 
bigen Augenblicke  durch  S ,  den  entsprechenden  Theil  der 
beschleunigenden  Kraft  des  Körpers  durch  -^  und  seine  Masse 
durch  Tfi\    alsdann  hat  man 

R 

m 
Da  die  Richtung  dieser  Kraft   derjenigen   entgegengesetzt 
ist,   welche  die  Schwerkraft  während  seines  Falles  dem  Kör- 
per mitlheilt,  so  ist  die  ganze  beschleunigende  Kraft  g  —  ^fj. 
Wenn   der   Körper  vertical    von    unten    nach   oben    geworfen 
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wird,  so  wirken  die  beiden  Kräfte  in  demselben  Sinne,  und 
die  ganze  beschleunigende .  Kraft  ist  alsdann  negativ  und  gleich 
—  S  —  ^-  1^*®  Theorie  des  Widerstandes  der  Flüssigkeiten 
ist  noch  zu  wenig  ausgebildet,  als  dafs  man  den  Werth  von 
R  a  priori  bestimmen  könnte,  indem  dieser  von  der  Ge- 
schwindigkeit p,  die  der  Körper  besitzt,  von  dessen  Gestalt, 
von  der  Dichtigkeit  und  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängen 
kann.  Gewöhnlich  nimmt  man  an,  dafs  er  dem  Quadrate  von 
V  und  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die  ich  durch  q  be- 
zeichne,  proportional  ist,   so  dafs  man 

hat,  wo  o  ein  Coefficient  ist,  der  nur  von  der  Form  und 
den  Dimensionen  des  Körpers,  von  der  Natur  der  flüssigen 
oder  luftförmigen  Flüssigkeit  und  von  ihrer  Temperatur  ab- 
hängen kann. 

Hat  man  eine  Kugel,  so  betrachtet  man  den  CoeiTicienten 
o  als  der  Oberfläche  oder  dem  Quadrate  ihres  Durchmessers 
proportional.  Bezeichnet  «man  durch  r  seinen  Halbmesser, 
durch  D  seine  Dichtigkeit,    so  dafs  seine  Masse 

m  =  —  ur^ 
3 

ist,    so  folgt  hieraus 

"^  —     Dr   ' 

wo  Y  einen  numerischen  Coeificlenlen  bedeutet,    der   für  alle 

Kugeln  dSSselbe  ist,  und  dessen  Werth,  für  jede  besondere 
Beschaffenheit  der  Flüssigkeit,  durch  Versuche  bestimmt  wer- 
den mufs.  Da  die  Gröfse  "tp  derselben  Art  ist  wie  gj  so  folgt 
hieraus,  dafs,  wenn  man  durch  k  eine  gegebene  Geschwindig- 
keit  bezeichnet,   alsdann 

Dr     _    h^ 

YQ     ~     g 
seyn  mufs,  damit  der  Werlh  von  ifj  die  Form 

annimmt,  dem  Principe  der  Gleichartigkeit  der  Gröfsen  gemäfs 

(f.  23). 

125. 

Wenn  eine   und   dieselbe    beständige  Kraft   allmälich   auf 

verscliiedene  Massen  wirkt,  so  bringt  sie  gleichförmig  beschleu- 
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nigttt  Bewegungen  hervor,  bei  welchen  die  besclüeiinigcnde 
Kraft,  oder  der  beständige  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in 
jeder  Zeiteinheit,  sich  umgekehrt  wie  die  Masse  verhält. 

So  z,  B.,  wenn  /  das  Gewicht  mg  einer  Masse  m  ist, 
-  und  man  hängt  diese  Masse  am  Ende  eines  Fadens  auf,  der 
mit  dem  anderen  Ende  an  eine  andere  Masse  rn  befestigt  ist, 
die  auf  einer  horizontalen  Fläche  liegt,  so  ist  es  oiFenbar, 
dafs  diese  beiden  Massen  dieselbe  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  haben  werden,  die  von  der  Kraft  f  herrührt, 
wenn  man  die  Reibung  und  das  Gewicht  des  verticalen  Theils 
des  Fadens  bei  Seite  setzt.  Nennt  man  daher  g'  die  beschleu* 
nigende  Kraft  dieser  Bewegung,   so  hat  man 

oder,  was  dasselbe  ist, 

g    =  g-.cos«, 

indem  man   durch  a  einen  Winkel   bezeichnet,  so  beschaffen, 

dafs  ,       ,        ,T 

7/1  =  (m  -|-  /n  }  cos  a 

ist. 

Die   hier  betrachtete   Bewegung   ist  daher  dieselbe,    wie 

die  eines  schweren  Körpers   auf  einer  geneigten  Ebene  ^    die 

mit  der  Verticalen  den  Winkel  a  einschliefst  (f.  117). 

Da  alle  Körper  beweglich  sind,  und  Geschwindigkeiten 
annehmen  können,  die  iiyi  umgekehrten  Verhält{}Jsse  ihrer 
Massen  stehen,  wenn  sie,  während  derselben  Zeit,  der  Wir- 
kung derselben  Kraft  unterworfen  werden,  so  folgt  hieraus, 
dafs  es  eigentlich  keinen  festen  Körper  giebt,  der  in  Wahr- 
heit unbeweglich  ist.  Die  Körper,  die  man  so  nennt,  sind 
solche,  deren  Massen  sehr  grofs  sind,  im  Verhältnif«  zu  denen, 
von  welchen  die  bewegenden  Kräfte,  die  man'  an  sie  anbringt, 
abhängen  y  und  die  daher  nur  sehr  kleine  Geschwindigkeiten 
durch  die  Wirkung  dieser  Kräfte  erhalten  können.  An  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  dies  die  Körper,  die  an  diese  Ober- 
lläclie  befestigt  sind,  und  nur  eine  Masse  mit  der  des  Erd- 
körpers ausmachen,  und  wenn  man  im  vorhergehenden  Bei- 
spiele diese  Masse  statt  m  nimmt,  so  sieht  man,  dafs  die 
Geschwindigkeit  g\  die  ihr  in  der  Einheit  der  Zeit  durch 
ein  Gewicht  mg^  das  einer  Masse  m  von  gewöhnlicher  Gröfse 
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entspricht  9  nütgetheill  ^ird,    als  ganz   unmerklich  angesehen 
werden  kann* 

126. 
Man  nennt  gewöhnlich  das  Produkt  aus  der  Masse  eines 
Körpers   in  seine  Geschwindigkeit   die  Gröfse  der  Bewe- 
gung   eines   Körper s,    weil   die  Geschwindigkeit  in   dem 
Körper  liegt ,  und  die  Bewegung  nur  eine  Folge  derselben  ist* 

Es  giebt  keine  Kraft ,  die  augenblicklich  eine  Bewegung 
von  endlicher  Gröfse  hervorbringt.  Der  Stofs  eines  festen 
Körpers y  der  in  Bewegung  ist,  gegen  einen  festen  Körper, 
der  in  Ruhe  ist,  theilt  diesem,  in  einer  sehr  kurzen,  aber 
nicht  unendlich  kleinen  Zeit,  eine  Geschwindigkeit  mit,  die 
zuweilen  sehr  grofs  seyn  kann,  und  während  dieses  Zeilraumes 
ändern  die  beiden  Körper  ihren  Ort  nicht  auf  merkliche  Weise« 
So  hart  man  sie  sich  auch  denken  mag,  immer  drücken  sie 
ßich  wechselseitig,  wenn  auch  noch  so  wenig,  zusammen. 
Die  Geschwindigkeit  geht  von  dem  einen  zum  anderen  in 
unendlich  kleinen  Zwischenstufen  über,  und,  wenn  man  die 
Elasticität  beider  Körper  bei  Seite  setzt,  so  hört  ihre  wechsel- 
seitige Wirkung  auf,  sobald  sie  gleiche  Geschwindigkeit  erlaugt 
haben.  Diese  schnelle  Mittheilung  der  Bewegung,  ohne  merk- 
liche Ortsveränderung  der  Massen,  ist  das,  was  man  einen 
Stofs  oder  einen  Impuls  nennt;  er  ist,  wie  man  sieht, 
einer  bewegenden  Kraft  gleich,  die  während  eiuer  sehr  kurzen 
Zeit  ipit  einer  sehr  grofsen  Intensität  wirkt.    . 

Betrachtet  man  daher  den  Stofs  als  die  Summe  der  un- 
endlich kleinen  Wirkungen  einer  bewegenden  Kraft,  so  kann 
man  hieraus  den  Schlufs  ziehen,  dafs  dieser  sich  in  zwei 
andere  Stöfse  nach  gegebenen  Richtungen,  durch  die  Regel 
des  Parallelogramms  der  Kräfte,  zerlegen  läfst,  vne  jede  dieser 
allmälichen  Wirkungen.  Wenn  man  z.B.  auf  den  Rücken 
eines  Keils  einen  senkrechten  Stofs  ausübt,  den  ich  P  nennen 
werde,  so  läfst  sich  dieser  in  zwei  andere  Stoffe  zerlegen, 
die  auf  seine  beiden  Seitenflächen  senkrecht  sind,  und 
wenn  man  diese  beiden  Seitenkräfte  durch  Q  und  Q'  bezeich- 
net, durch  K  und  K'  die  Längen  der  Seitenflächen,  welchen 
sie  eotsprechen ,  und  durch  H  die  des  Rückens  des  Keils ,  so 
siebt  man  leicht»  dafs  man,   nach  der  angeführten  Regel, 
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Q  :  P  =  K  :  H 

,       Q'  :  P  =  K'  :  H 
'  hat,   woraus  maa  findet 

^  —  H    '      ^   ~    H     ' 

Nimmt  man  daher  au,  dafs  dieser  Slofs  von  einer  Masse 
m  herrührt,  die  den  Kopf  des  Keils  mit  einer  Geschwindig- 
keit a  trifft,  so  werden  sich  seine  beiden  Seitenflächen,  oder 
viehnehr  die  festen  Gegenstände,  auf  welche  sie  sich  stützen, 
in  demselben  Falle  befinden ,  als  wenn  sie  senkrecht  durch 
dieselbe  Masse  ni  getroffen  würdeh ,  die  die  Geschwindigkei- 
ten besitzt,  welche  ihren  Längen  proportional  sind  und  durch 

Ka       ^  K  a  i  ••  ,  '  i 

-7=-  und  ■  ausgedruckt  werden. 

//  TL 

127.      * 

Wenn  ein  fester  Körper,  der  in  Ruhe  ist,  zu  gleicher 
Zeit  und  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  zwei  andere 
Körper  getroffen  wii'd^  deren  Massen  m  und  m  und  deren 
Geschwindigkeiten  v  und  v'  sind;  wenn  diese  drei  Körper, 
sowohl  der  Gestalt  als  der  Dichtigkeit  nach,  symmetrisch  ui)i 
eine  und  dieselbe  Axe  gebildet  sind,  und  alle  Punkte  der  zwei 
letzteren  sich  mit  dieser  geraden  Linie  parallel  bewegen;  so  hal- 
ten sich  die  Stöfse,  die  sie  auf  den  zwischen  ihnen  befindlicheu 
Körper  ausüben,  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Gröfsen  der 
Bewegung  mv  und  m  p'  gleich  sind,  d.h.  diese  Gröfsen  der 
Bewegung  werden  in  .einer  sehr  kurzen  Zeit  in  den  dazwi- 
schen liegenden  Körper  übergehen  und  sich  daselbst  auflieben, 
ohne  dafs  dieser  Körper  auf  eine  merkliche  Weise  seinen  Oi  t 
ändert. 

Das  Gleichgewicht  hat  auch  statt,  wenn  man  die  dazwi- 
sehen  liegenden  Körper  wegnimmt  und  die  Geschwindigkeit 
unmittelbar  von  einem  dieser  zwei  Körper  in  den  anderen 
übei*geht.  So  bringen  sich  zw^ei  Körper,  die  einander  be- 
gegnen, in  Ruhe,  abgesehen  von  der  Elasticität,  sobald  sie 
sich  stofsen  und  ihre  Massen  im  umgekehrten  Verhältnisse; 
ihrer  Geschwindigkeiten  stehen,  und  umgekelurt  sind  die  Pro- 
dukte der  Massen  und  Geschwindigkeiten  gleich  >  sobald  im 
Slofse  der  zwei  Körper  Gleichgewicht  ist.      Man    nimmt  hier, 
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wie  gesagt,  an,  dafs  die  beiden  Körper  um  eine  und  dieselbe 
gerade  Linie  symmetrisch  sind ,  und  dafs  die  Geschwindigkei- 
ten aller  ihrer  Punkte  dieser  geraden  Linie  parallel  sind, 
welche  diejenige  ist,  die  durch  die  Schwerpunkte  beider  Mas- 
sen geht.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  bei  dem  Stofse 
dieser  Körper  ist  daher  die  Gleichheit  ihrer  Gröfsen  der  Be- 
wegung oder  die  Gleichung 

mv  =  m  i>* , 
wo  m  und  m    ihre  Massen   und  v  und  v'  ihre  Geschwindig- 
keiten sind. 

Wir  werden  in  der  Folge  die  Bewegungen  bestimmen, 
die  nach  dem  Stofse  statt  haben,  wenn  diese  Bedingungen, 
die  sich  auf  die  Gröfsen  und  die  Richtung  der  Geschwindig- 
keiten und  auf-  die  Gestalt  der  Körper  beziehen,  nicht  vor- 
handen sind,  oder  wenn  man  auf  ihre  Elasticilat  Rücksicht 
nimmt. 

Aus  diesem  Gesetze  des  Gleichgewichtes  beim  Stofse  folgt, 

d.afs  der  Stofs   das   direcleste   Mittel  darbietet,   die  Masse  der 

Körj[)er  zu   bestimmen.     Man  müfste  nemlich   allen  Punkten 

eines  Körpers,  dessen  Masse  als  Einheit  genommen  wird,  eine 

bekannte   Geschwindigkeit  a   miltheilen,    und   wenn  man    die 

Geschwindigkeit  v  genau  bestimmen  könnte,  welche  alle  Punkte 

eines  anderen  Körpers  besitzen  müssen,  damit  dieser  dem  ersten 

das  Gleichgewicht  hält,  wenn  er  denselben  in  einer  Richtung, 

die  dessen   Bewegung   entgegengesetzt  ist,    trifft,    so  wäre  der 

a 
numerische  Werth  der  zweiten  Masse  — ;  indessen  braucht  es 

nicht  besonders  bemerkt  zu  werden,  dafs  dieses  ÜMittel  unaus- 
führbar ist,  und  dafs  man  sich  an  das  Gewicht  der  Körper 
halten  mufs,  wenn  man  ihre  IMassen  messen  will. 

Hieraus  folgt  auch,  dafs  zwei  Stofse,  die  auf  einen  festen 
Körper  ausgeübt  werden,  als  gleich  starke  angesehen  wertlen 
müssen,  wenn  sie  gleichen  Gröfsen  der  Bewegung  entsprechen, 
so  dafs,  im  Beispiele  des  vorigen  {.,  der  Rücken  luid  die 
Seitenflächen  des  Keils  dieselben  Wii*kungen  erleiden  vnirden, 
öder  mit  derselben  Kraft  gestofsen  würden ,  wenn  die  Masse 
ni  und  die-  Geschwindigkeit  a  durch  die  INlasse  rn'  und  die 
Geschwindigkeit  a  ersetzt  würden,  so  dals  man  ina  z=l  ni  a 
hätte. 
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128. 

Wenn  zwei  StOfse^  die  von  Geschwindigkeiten  herrüli- 
ren^  welche  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Massen  stehen, 
zu  gleichen  Zeiten  auf  zwei  Schalen  einer  Wage  ausgeübt 
'werden,  so  wird  Gleichgewicht  vorhanden  seyn.  Die  Wage 
ersetzt  nemlich  hier  den  dazwischen  befindlichen  Körper,  yon 
welchem  im  vorhergehenden  §.  die  Rede  war.  Dies  ist  z.  B. 
der  Fall  bei  zwei  schweren  Körpern,  deren  Massen  m  und 
m'  sind,  und  die  in  demselben  Augenblicke  auf  diese  zwei 
Schalen  fallen,  nachdem  sie  die  Geschwindigkeiten  ^  und  u' 
erlangt  haben,   so  dafs  man  ?nu  =  m  p'  hat* 

Wenn  die  Masse  m  in  einer  der  Schalen  in  Ruhe  ist, 
so  übt  ibr  Gewicht  einen  Druck  aus,  der,  im  Allgemeinen, 
durch  den  Stofs  der  anderen  Masse  aufgehoben  wird.  Es  ist 
aber  nicht  richtig,  wenn  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
sagt,  dafs  dies  immer  statt  habe,  wde  grofs  auch  der  Druck 
in  seiner  Art  und  wie  gering  der  Stofs  in  der  seinigen  sey. 

Man  kann  nemlich  den  Stofs  von  m'  durch  eine  bewe- 
gende Kraft  ersetzen,  die  auf  eine  der  beiden  Schalen,  ohne 
sie  merklich  von  ihrem  Orte  zu  entfernen,  während  einer 
sehr  kurzen  Zeit,  die  ich  durch  t  bezeichne,  wirkt.  Bezeich- 
net man  ferner  durch  m  udt  die  unendlich  kleine  Gröfse 
der  Geschwindigkeit,   welche  diese  veränderliche  Kraft  wäh- 

,rend  der  Zeit  dt  hervorbringt,  so  ist  das  Produkt  m    j     udt 

die  Gröfse  der  Geschwindigkeit,  welche  sie  der  Wage  wäh- 
rend der  Zeit  t  mittheilt.  Während  dieser  Zeit  bringt  das 
Gewicht  m  eine  Gröfse  der  Bewegung  hervor,  die  durch  nigT 
ausgedrückt  wird,  wenn  man  die  Schwerkraft  durch  g  be- 
zeichnet.     Damit   Gleichgewicht    ia  dem    Systeme   ist,   mufs 

daher  das  Integral   /     udt ,  die  ganze  Geschwindigkeit  v  seyn, 

welche  die  Masse  m  in  dem  Augenblicke  besitzt,  w^enn  der 
Stofs  beginnt,  so  daifs  sie  gar  keine  Geschwindigkeit  mehr 
hat;  wenn  der  Stofs  zu  Ende  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ist 
es  hinreichend,    dafs    die   Gröfsen    der  Bewegung  mgt   und 

m  I  udt,  die  der  Wage  während  der  Dauer  des  Stofses 
in  entgegengesetztem  Sinne  mifgetheilt  werden,  einander  gleich 
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sejren.    Die  Bedingung  dieses  Gleichgewichtes  wird  daher  durch 
die  Gleichung 

mV  =  ^g"^ 
ausgedriickty  und  |e  nachdem  man,  im  entgegengesetzten  Falle, 
/n  V  >  mgT  oder  m  V  <  ^^g*^  hat,  so  ist  der  Stofs  dem 
Drucke,  oder  der  Druck  dem  Stofse  überlegen.  Wiewohl 
aber  die  Zeit  t  sehr  klein  ist,  so  kann  der  letztere  Fall  doch 
eintreten,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Masse  m  im  Ver« 
hältnifs  zur  Masse  m  lünlänglich  grofs  ist.  Sollte  dieser  Fall 
nicht  eintreten  können^  so  müfste  die  Dauer  des  Stofses  un- 
endlich klein  seyn,   was  in  der  Natur  nicht  statt  findet. 

Die  Djmamik  ist  eine  fortgesetzte  Anwendung  der  Prin- 
cipien,  die  wir  in  diesem  Kapitel  ausführlich  erläutert  haben, 
und  von  welchen  man  eine  klare  Vorstellung  haben  mufs, 
ehe  man  es  versuchen  kann ,  die  verschiedenen  Aufgaben, 
welche  sich  auf  die  Bewegung  der  Körper  beziehen,  auf- 
zulösen. 
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Z  w  ei  t  es    K  a  pi  t  el. 

Beispiele    der  geradlinigen  Bewegung, 

129. 
Nach   dem,    was  man    in   f.  119   gesehen   hat,    smd  die 
Gleicliungen     der    geradlinigen    Bewegung     eines     materiellen 
Punktes  folgende: 

dx  di>  d^x 

Die  letzte  Gleichung  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  zwei 
anderen;  x  bezeichnet  den  Abstand  eines  Körpers  von  einem 
festen  Funkte  der  geraden  Linie,  die  er  beschreibt,  am  Ende, 
der  Zeit  tj  v  seine  erlangte  Geschwindigkeit,  ^  die  Kraft, 
die  ihn  treibt.  Dieser  Ausdruck  (p  kann  positiv  oder  negativ 
seyn,    j«   nachdem   diese  Kraft  im  Sinne  der  Geschwindigkeit 

V  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  wjrkt.  Diese  Gleichungen 
gelten  nicht  blos  für  einen  einzelnen  materiellen  Funkt,  son- 
dern auch  für  einen  festen  Körper  von  beliebiger  Gröfse, 
dessen  Funkte  alle  gerade  parallele  Linien  beschreiben,  und 
daher  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  haben;  9)  ist  alsdann 
die  beschleunigende  Kraft,  die  der  bewegenden  Kraft,  durch 
die  Masse  des  Körpers  dividiert,  gleich  ist.  Der  Werth  von 
(p  mufs  ber  jeder  Aufgabe  gegeben  seyn,  und  die  Frage  be- 
steht darin,  aus  demselben  durch  Integration  die  Werthe  von 

V  und  X  als  Functionen  von  t  abzuleiten.  Diese  Wertlie 
enthalten  zwei  willkührliche  Constanten,  deren  Werth  man 
nach  den  Werthen ,  die  x  und  v  im  Anfange  der  Bewegung 
haben,  welche  bei  jeder  Aufgabe  bekannt  seyn  müssen,  be- 
stimmt. Ich  werde  von  jetzt  an  voraussetzen,  dafs  man  die 
Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung  an  zählt,  so  dafs  die  ge- 
gebenen Werthe  von  x  und  v  dem  Werthe  von  ^  =  o  ent- 
sprechen. 

Die  Integration  in  geschlossener  Form  ist  nur  dann  all- 
gemein möglich,  wenn  y,  wie  wir  in  den  folgenden*  Beispie- 
len voraussetzen  werden,  nur  von  einer  der  Gröfsen  t^  v<,  x 
abhängt.     Wenn  der  gegebene  Werth  von  (p  si6  alle  drei  oder 
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nur   zwei   enthält,   so    lassen    sich  die  Werlhe   von   x  und  p 
nur  durch  Reihen  ausdrücken • 

V 

130. 

Man  nehme  zuerst  an,  die  Kraft  (p  sej  eine  beständige, 
und  man  wolle ,  z.B.,  die  verticale  Bewegung  eines  Körpers 
erfahren ,  der  im  leeren  Räume ,  diu'ch  die  Schwerkraft  ge« 
trieben,   fallt. 

Bezeichnet  man  diese  Kraft  durch  g,    so  hat  man 

d^x  

di^  ~  ^'  ■       ' 

und  hieraus  folgt 

und  folglich 


ff^  =  2gx 


> 


indem  man  annimmt,  dafs  der  Abstand  x  vom  Ausgangspunkte 
des  Körpers  gezählt  wird,  und  die  anfängliche  Geschwindig- 
keit Null  ist,    so  dafs  xzno  und  v=:  o  ist,  wenn  t  z=z  o  ist. 

Nennt   man   a    die  Geschw^indigkeit,   die   der  Körper  er- 
langt, wenn  er  von  einer  Höhe  h  fällt,  so  liat  man 

a  =  yf^gh^ 
was  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  für  eine  beliebige  Ge- 
schwindigkeit darbietet,  vermittelst  der  Höhe,  von  welcher 
ein  schwerer  Körper  fallen  mufs,  um  sie  zu  erlangen,  und 
der  beständigen  Geschwindigkeit  g*  Bezeichnet  man  die  Zeit, 
die  der  Körper  braucht,  um  von  dieser  Höhe  zu  fallen,  durch 
S- y  so  hat  man  auch 

Wird  der  Körper  vertical  von  unten  nach  oben  geworfen, 
so  ist  die  Gleichung  seiner  Bewegung  iiXi  leeren  Räume 

d^x  _  _ 
dt^  —  «"^ 
wo  g  dieselbe  beständige  Geschwindigkeit  ist,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  da  man  annimmt,  dafs  die  Wirkung  der 
Schwere  auf  die  sich  bew^enden  Körper,  ebensowohl  von 
der  Richtung,  nach  welcher  sie  sich  bewegen,  als  auch  von 
der  Gröfse  der  Geschwindigkeit,  unabhängig  ist.     Nimmt  man 

13 
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an,  ilafs  a  die  anfängliche  Gescliwindigkelt  ist,   so  findet  man 

literans 

f/_=  a  —  gty     X  =  at  —  ig^^ 

für  die  Greachwindigkeit  in  einem  gewissen  Augenblicke  und 
den  bis  dahin  durchlaufenen  Raum,  Es  ist  offenbar,  dafs  der 
Körper  sich  so  lange  erheben  wird,  bis  diese  Geschwindigkeit 
Null  ist.  Nennt  man  daher  d-'  die  Zeit,  während  welcher  er 
in  die  Höhe  steigt,  und  h'  die  Höhe 9  die  er  erreicht,  so 
hat  man  ^  w         a^ 

und  da  diese  Werthe  mit  denen  von  d-  und  h  im  vorherge- 
henden Falle  zusammen  fallen,  so  findet  man  daraus,  dafs 
ein  schwerer  Körper,  der  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  die 
Höhe  geworfen  wird,  sich  im  leeren  Räume  bis  zu  der  Höhe 
erhebt,  von  welcher  er  herab  fallen  ihäfste,  um  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit zu  erlangen,  und  dafs  die  Zeit,  während  wel- 
cher er  sich  erhebt,  dieselbe  ist,  wie  die,  während  welcher 
er  fallt. 

Gewöhnlich  nennt  man  h  die  Höhe,  die  zu  der  Geschwin- 
digkeit a,  und  umgekehrt  a  die  Geschwindigkeit^^  die  zur 
Höhe  h  gehört. 

131. 
Es  ist  immer  hinreichend,  der  Körper  mag  nun  in  die 
Höhe  steigen  oder  herab  fallen,  um  die  Gleichungen  seiner 
Bewegung  auf  einer  geneigten  Ebene  zu  bilden,  dafs  man  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  ^  cos  es  statt  ^  setzt,  indem 
man,  wie  in  {»ll?,  durch  a  das  Complement  des  Winkels, 
der  die  Neigung  der  gegebenen  Ebene  gegen  die  horizontale 
Ebene  angiebt,   bezeidmet« 

Fällt  der  Körper,  so  hat  man 
V  :=.  gt ,  cos«,     *v  =  i^^^QOS  cf,     v^  =  2  gxto^tjt,^ 
nennt   man   aber  die  Länge    der  geneigten  Ebene  l  und   ihre 
Höhe  A,  so  hat  man 

U  zu  l  cos  a , 

und  bezeichnet  man  durch  i  die  Öesdiwindlgkeit ,  welche  der 
Körper  erlangt  hat,  nachdem  ei^  diese  ganze  Xiange  durclüau- 
fen  hat,  so  hat  man 

i^  =  2^Z  cos«  =  2^A, 
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woraus  hervorgeht,   daft  diese  Geschwindigkett  L  dieselbe  Uf 
als  wenn  der  Körper  die  Verticale  7t  durchlaufen  hätle. 

Sey  j4BC  (Fig.  34)  die  Perii>herie  eines  Kreises,  dessen 
Ebene  verlical  ist.  Man  nehme  an,  es  bezeichne  u4B  seinen 
verlicalen  Durchmesser  und  suche,  nach  den  vorhergehenden 
Gleichungen,  die  Zeit,  die  ein  schwerer  materieller  Punkt 
braucht,  um  die  Sehne  u4C  zu  durchlaufen , 'die  nach  dem 
oberen  Ende  dieses  Dui*chmessers  gezogen  ist.  Fällt  man  von 
dem  Punkte  C  die  senkrechte  Linie  QI^  auf  ^S,  so  hat  man 
in  dieseni  Falle 

^C  =  /,     ^D  =  h. 
Bezeichnet  man  aber  durch  &  die  fragliche  Zeit,  so  hat  man 

l  =  ig&^  i:osa  =  g  YJ- • 

Aufserdem  hat  man,   vermöge  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kreises, 

/2  =  Aft, 

wenn   man   durch   b   den  Durchmesser  ^JB  bezeichnet,    und 
hieraus  ^Igt 

^Ä  ff 

Diese  Zeit  ist  aber  dieselbe,  wie  die,  welche  der  Kör- 
per braucht,  um  von  einer  verticalen  Höhe  b  herab  zu  fal- 
len; hieraus  folgt  ^so,  dafs  die  Sehne  ^C  in  derselben  Zeit 
durchlaufen  wird,  wie  der  Durchmesser  ^B. 

Man  findet  dasselbe  Resultat,  wenn  man  die  Bewegung 
auf  der  Sehne  CB  betrachtet,  die  nach  dem  untereh  Ende 
von  ^B  gezogen  ist,  und  ebenfalls  in  derselben  Zeit  durcln 
laufen  wird,  wie  dieser  verticale'  Durchmesser. 

Dieser  Lehrsatz,  der  nicht  von  der  Länge  der  durchlau- 
fenen Sehne  abhängt,  ist  auch  noch  wahr,  wenn  diese  un- 
endlich klein  wird,  was  daher  rührt,  dafs  alsdann  auch  die 
Seitenkraft  der  Schwerkraft,  die  nach  dieser  Länge  wirkt, 
keine  endliche  Gröfse  mehr  sejn  wird,  v 

132. 
Man  betrachte  jetzt  die  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers,  welcher  von  oben  nach  unten  oder  von  unten  nach 

13* 
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oben  in  ein  widerstehendes  IVtittel  geworfen  wird,  und  dessen 
Punkte  sämmtlich  verticale  gerade  Linien  beschreiben.  Damit 
die  beschleunigende  Kraft  nur  von  der  Geschwindigkeit  ab- 
hänge, werde  ich  annehmen,  dafs  das  Mittel  überall  dieselbe 
Dichtigkeit  habe. 

Für  den  Fall,   dafs  der  Körper  fällt,   hat  man 

indem  man  annimmt,  dafs  der  Widerstand  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist  ({.  124),  und  durch  i^ine  be- 
ständige gegebene  Geschwindigkeit  bezeichnet.  Da  dieser  Werlh 
von  (p  eine  Function  von  v  ist,  so  mufs  man  die  zweite 
Gleichung  (1)   anwenden,   luid  man  findet  daraus 

Integriert  man,  und  setzt  die  Anfangsgeschwindigkeit  ==  o, 
so  dafs  fZ=:o  ist,  wenn  tz=o  ist,  so  folgt  daraus 

und  umgekehrt 

k —  ^  _    ^g^ 

woraus  akdann  folgt 

e  k     J^    C       k 

Ich  bezeichne  liier  durch  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen und  durch  log  einen  Logarithmen  dieser  Art.  Die- 
ses werde  ich  auch  überall  im  Folgenden  thun,  jedoch  aber 
zuweilen  den  Buchstaben  e  anwenden,  um  andere  Gröfsen,  in 
Formeln,  wo  die  Basis  dieser  Logarithmen  nicht  vorkommt, 
zu  bezeichnen.     Der  genäherte  Werth  dieser  Basis  ist 

e  ZZ  2,7182818 
^bod   der   des   beständigen  Modulus,    durch  welchen   man  den 
natüriichen  Logarithmen  irgend  einer  Zahl  multiplicieren  mufs, 
um  daraits  den  gewöhnlichen  Logarithmen  dieser  Zahl  abzu- 
leiten, ist  0,4342945. 
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Da  (ix  =  vdtf   so  hat  man 

^  =  —  logil^e/c     +  c       kj 


(3) 


wenn  man  integriert  und  «  =  o  setzt,  wenn  ^  =  o  ist.     Auch 
hat  man 

und  daher 

als  Werth  von  x,  in  einer  Function  von  p  ausgedrückt. 

133. 
Diese  Formehi  cnlhalten  die  vollständige  Auflösung  der 
Aufgabe.  Man  kann  daraus  die  Folgerung  ziehen,  dafs  die 
Geschwindigkeit,  wenn  die  Zeit  unaufliürlich  zunimmt,  sich 
immer  mehr  der  Gleichförmigkeit  nähert,  und  dafs  sie  ^als 
gleichförmig  angesehen  werden  kann,  wenn  die  Geschwindig- 
keit gt,  die  durch  die  Schwerkraft  erzeugt  wird,  sehr  grofs 
im  Verhältnifs   zu  k  geworden  ist.     Vernachläfsigt  man  nem- 

lieh  alsdann  die  Exponentialgröfse  e      k )  die  ein  sehr  kleiner 
Bruch  ist,   so  hat  man 

|.2 

p  =  £,     w  z=z  Oy     X  z=z  ht log  2. 

5' 

Da  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  eine  Kraft  ist,  die 
an  der  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  wird ,  so  ist  die  daraus 
entspringende  Kraft  unabhängig  von  der  Masse,  und  würde 
dieselbe  seyn ,  sowohl  wenn  der  Körper  aus  einem  sehr  dich- 
ten Stoffe  gebildet  wäre,  als  auch,  wenn  man  den  im  Inneren 
des  Körpers  befindlichen  Stoff  wegnähme,  und  denselben  auf 
eine  dünne  Rinde  reducierte.  Da  sich  aber  die  beschleuni- 
gende Kraft  aus  der  bewegenden  ergiebt,  wenn  man  letztere 
durch  die  Masse  des  Körpers  dividiert,  so  folgt  hieraus,  dafs 
die  erstere  dieser  beiden  Kräfte,  wenn  sonst  Alles  gleich  ist, 
im  umgekehrten  Verhältnisse  dieser  Masse  stehen  wird ,  und 
folglich  h  in  geradem  Verhältnisse  der  Quadratwurzel  derseL- 
ben.  Daher  bewegt  sich  auch  ein  schwerer  Körper  zuletzt 
desto   schneller    in    einem    widerstehenden   Mittel  ^    je    gröfser 


t 

3 
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seine  Dichtigkeit   ist,   wenn  die  Gestalt  und  Aiisdeliming    der 
Oberiläclie  dieselbe  bleibt. 

Wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels  im  Verhältnisse  zu  der 
des  Körpers  sehr  gering  ist,  so  ist  i  sehr  grofs,  und  es  nähert 
sich  daher  die  Bewegung  erst  nach  langer  Zeit  der  Gleichför- 
migkeit. So  lange  die  Geschwindigkeit  gt  nicht  selir  bedeu- 
tend ist,  hat  man /in  convergierenden  Reihen, 

0  f + e-  f ) = . +«j^' + 0: + ... 

lind  die  Formeln  (2)  und  (3)  werden 

p-5/4 

Wenn  die  Dichtigkeit  des  ]\littels  völlig  Null  ist,  so  dafs 
also  t  unendlich  grofs  ist,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichun- 
gen, wie  dies  nuch  seyn  mufs,  in  die  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung. 

134. 
Wenn  der  Körper  von  unten  nach  oben  geworfen  wird, 
hat  man 

Ist  seine  obere  Oberfläche  dieselbe,  wie  die  untere,  so 
ist  auch  die  Constante  k  dieselbe,  wie  wenn  der  Körper  fällt; 
sind  aber  diese  beiden  Theile  der  Oberfläche  verschieden,  so 
ist  dies  auch  bei  den  Werthön  von  i  der  Fall,  und  wenn  es 
sich  z.B.  von  einem  Kegel  handelt,  dessen  Gi^undfläche  hori- 
zontal steht,  so  wird  die  Gröfse  k  viel  gröfser  oder  viel  klei- 
ner bei  der  aufsteigenden  Bewegung,  als  bei  dem  Falle  des 
Körpers  seyn,  je  nachdem  die  Spitze  über  oder  unter  der 
Grundfläclie  liegt. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,    nehme  ich  an. 
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der  Körper    sey  ,  eine   gleichartige   Kugel ;    nennt   man   ihren 
Halbmesser  r,    ihre  Dichtigkeit  D,   die  des  I^littek  ^,   so  hat 

man  (f.  124) 

t» = ^^ 

rQ 

wo  y  eine  Constante  bedeutet ,  die  nur  von  der  Natur  des 
Mittels  abhängen  kann,  das  flüssig  oder  luftförmig  seyn  kann. 
Und  von  der  Temperatur   desselben. 

Substituiert  man  diesen  Werth  \on  ^  in  die  zweite  Glei- 
chung (l),    so  hat  mau 

Idi^        gdt 

integriert  man,  und  bezeichnet  die  Anfansggesch windigkeit  des 
Körpers  durch,  a ,  so  folgt  daraus 


arc. 


(tang.  =  J)  =  arc.  (tong.  =  J)  _  ^. 


Der   Werth   von   p,    den  man   hieraus   findet,    iafst  sich 
leicht  unter  die  Form 

8^         L  ...  ff^ 


k  la  cos^ k  sin  ^  I 


a  sin  ^ 1-  Je  cos 


€1 
k     '  i 

bringen.     Multlpliciert  man  mit  dt  und  integriert .  von  Neuem, 
so  dafs  »  =  o  ist,  wenn  <  =  o  iet,  >o  findet  man  hieraus 

*  =  F     *  VI  ""  T  +  *="•  T> 

Auch  hat  man 

und  daher 

k2  i^-fa^ 


X 


~  2g   ^""^  i^  +  v 


2 


1 

Setzt  man  -7-  =  a  und  alsdann  a  =  o,  um  diese  Formeln 
k 

auf  den  Fall  des  leeren  Raumes  anzuwenden,  so  erscheinen 
sie  unter  der  Form  %  und  nach  der  gewölmlichen  Regel  findet 
man  alsdann ,  wie  dies  auch  seyn  mufs, 

i>  =  a  —  gt^     X  =  at  -^  ig^^i 
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welches  Resultat  man  aucli  durch  die  Entwickeluug  in  Reihen, 

wie  im  vorhergehenden  f.,  erhält. 

f 

135. 
Man  nenne  h   die  gröfste  Höhe,   zu  welcher  der  Körper 
aufsteigt  und  die  dem  Werthe  vzzio  entspricht,  so  haben  wir 

Ä    =-  log    rV-T-  • 

Sey   ferner  ^1   die  Zeit,    die   der   Körper   braucht,    um 
.dorthin  zu  kommen,    so  ist 

g     ^""'^    \^    ~    TJ* 

Ist  der  Körper  in  dieser  Höhe  angelangt,  so  fällt  er  zu- 
rück, und  seine  Bewegung  wird  durch  die  Formeln  des  ^.132 
ausgedrückt.  Bezeichnet  man  durch  a  die  Geschwindigkeit, 
die  er  erhält,  wenn  er  von  dieser  ganzen  Höhe  h  herab  ge- 
fallen  seyn  wird,    so  hat  man  nach  der  Gleichung  (4) 

Ä  =  •—  log 


I 


f  o> 


2g      °  k^  —  a'^ 
und  setzt  man  diesen  Werlh  von  h  dem  vorhergehenden  gleich, 
so  hat  man      '  j^2  j-z    t    ^o. 

und  folglich 

« '  -  :rq:p- 

Hieraus  folgt  a  <<  a,  so  dafs  die  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers, wenn  er  zu  seinem  Ausgangspunkte  zurück  gekommen 
ist,  kleiner  ist,  als  seine  anfängliche  Geschwindigkeit. 

Sey  auch  &'  die  Zeit  des  ganzen  Falles,  welche  p  z=z  a 
entspricht.     Man  hat  alsdann 

^'  =  —  log  r-^-r, 

2g  Je  —  a 

oder,   wenn  man  für  a    seinen  Werth  setzt, 

&    =-—   log  — zz~= ? 

^ff  V^  +  A^  —  « 

welcher  Werth  verschieden  ist  von  dem  der  Zeit  ^ ,  während 

welcher  der  Körper  in  die  Höhe  steigt. 
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Multipliciert  man  mit  V  a^-{-ifc^  —  a  den  Zähler  und 
Nenner  des  Bruches ,  der  unter  dem  Logarithmen  enthalten 
ist,  so  hat  man  noch  einfacher 

-ö-    =  -   log 


und   nennt  man  '<^  die   ganze   Zeit    &'  -f-  S-i    des   Aufsteigens 
und  Herabfallens  des  Körpers,  so  findet  man  daraus 

^   —   =   arc  (  tang  =   --  1  +   log  ■  ;. 

Ist  der  Körper  eine  Kugel,  die  aus  einer  vertical  gerich- 
teten Kanone  in  die  Luft  geschossen  wird,  so  kann  man,  un- 
geaditet  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung,  die  Zeit  S-  mit 
einiger  Genauigkeit  messen,  und  kennt  man  aufserdem  die 
Wurfgeschwindigkeit  a ,  so  dient  die  vorhergehende  Gleichung 
dazu,  den  Werth  von  h  zu  bestimmen,  der  sich  auf  den  Halb-* 
messer  r  der  Kugel  bezieht.  Bezeichnet  man  durch  h*  das, 
was  h  in  Beziehung  auf  eine  andere  Kugel  wird,  die  aus  dem- 
selben Stoffe  besteht  und  den  Halbmesser  r'  hat,  so  findet  mau 

k'  =  h  /Z 

r 

vermöge  des  Werthes  von  i^  im  vorhergehenden  f. 

136.  * 
Wenn  man  von  der  Schwerkraft  abstrahiert,  und  annimmt, 
dafs  der  Widerstand  des  Mittels  einer  Potenz  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  deren  Exponent  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  so  bietet  die  Auflösung  der  Aufgabe  eine  Besonderheit 
dar,  diQ  bemerkt  zu  werden  verdient. 

Man  nehme  an ,  man  habe  z.  B. 

wo  g  und  h  noch  immer  die  Schwerkraft  und  eine  bestän- 
dige und  gegebene  Geschwindigkeit  bedeuten.  Die  Gleichung 
der  Bewegung  ist  alsdann 


202 

entwickelt   man  daraus   den  Werlh.  von  gdt,   integriert  und 
bezeichnet  die  AnfaugftgescLwindigkeit  durch  a,  so  findet  man 

gl  =  y/^k  (v^a  —  y/^p) 
und  daher 


=  (^-  -  m 


Multipliciert  man  mit  dl  und  integriert   noch  einmal^   so 
dafs  X  zzzo  ist ,  wenn  t  z=z  o  ist ,  so  findet  man 

ayTak     ,       1       ,     ^  /""7^5 

3g       ^  Sgk   \^  ^ 

als  Werth  des  Raumes,  der  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
zurück  gelegt  worden  ist. 

Aus  dem  Werllie  von  «^  ergiebt  sich,  dafs  die  Gesell win-  ^ 
digkeit  vom  Anfange  der  Bewegung  an  abnimmt ,  bis  zu  dem 

Augenblicke,   der  t  =  entspricht;    in  diesem   Augen- 

,  blicke  ist  die  Geschwindigkeit  Null,  und  später  geht  die  Be- 
wegung nach  derselben  Richtung,  wie  früher,  fort,  und  die 
Geschwindigkeit  nimmt  immer  zu.  Da  aber  die  Geschwindig- 
keit in  einem  gewissen  Augenblicke  Null  ist,  so  ist  al;daun 
die  beschleunigende  Kraft  ebenfalls  Null;  daher  mufs  der 
Körper  in  diesem  Augenblicke  stille  stehen  und  in  Ruhe 
bleiben.  Man  mufs  aber  bemerken,  dafs  die  Gleichung  der 
Bewegung  auch  eine  besondere  Auflösung  p  zu  o  zulafst,  so 
dafs  ilire  vollständige  Auflösung  ihr  Integral  und  die  Gleichung 
p  z=:o  umfafst.     Hieraus  folgt  also,  dafs  der  Aufgabe  von  der 

Gränze   t  zz:  o   bis   zu   i  z=z    — durch    das    Integral '  der 

ff 
Gleichung  der  Bewegung  und  für  gröfsere  Werthe  von  t  durch 

die  besondere  Auflösung  Genüge  geschieht.    Während  des  ersten 

Zeitraums  beschreibt  der  Körper,  mit  fortwährend  abnehmen- 

ciyj   ak 
der  Geschwindigkeit,   eine  Linie,  die   = ist,     und 

wenn  er   das  Ende  .dieser  Linie  erreicht  hat,   so   hört   seine 
Bewegung  auf  und  er  bleibt  in  Ruhe. 

Dieses  rein  hypothetische  Beispiel  ist  hinreichend,  um  zu 
zeigen,   wie  noth wendig  es  ist,   dafs   man  auf  die  besonderen 
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iDgen   der  Differentialgleicliiingeii   der  Bevrogung  Rück- 

liinnit,  "wenB  solche  vorbanden  sind^  -was  in  der  That 

\s  bei  den  Bewegungen ,   die  in  der  Natur  vorkommen, 

[Iiar,   wie    aus  den  Ausdrücken    für    die  Kräfte,  die   als 

lionen  der  erlangten  G escb windißkeit    und   des   durcblau* 

Raumes  gegeben  sind,  erhellt 


¥ 


137. 
^kh  werde  nun  Beispiele  der  Beweguug  geben,   bei  wel- 

sich    die   beschleunigende  Kraft   mit  dem   durchlaufenen 
He  ändert.     Der  einfachste  JFall  tritt  dann  ein,  wenn  man 

materiellen  Funkt  betrachtet,  der  zu  einem  festen  funkte, 

fn*adem   Verhältnisse   des  Abstandes   von   diesem   Punkte, 

L^en  w^ird,    den  man  sich  auf  der  geraden  Linie,    die  der 

;gliche  Punkt   beschreibt,   liegend   denkt.     Am    Ende   der 

t  sey   dieser  Abstand  jc,    und   mau   nelune  an,  dafs   bei 

\n  gegebenen  Abstände  a^    die   beschleunigende  Kraft  der 

'erkraft  ff  gleich  sey^   so  hat  man,    nach  dem  gegebenen 

5lze, 

als  ihren  Werth  in  einem  beliebigen  Augenblicke.  Ist  x  der 
Raum,  der  bis  zu  demselben  Augenblicke  durchlaufen  worden 
ist,  und  ist  der  sich  bewegende  Punkt  von  einem  Punkte  aus- 
gegangen, der  um  c  vom  Mittelpunkte  der  Anziehung  absteht, 
indem  er  sich  zugleich  nach  diesem  Mittelpunkte  hin  bewegt, 
so  bat  man  auch 

jcr=  c  —  J5,    •    i^rr   —  — — 

dt 

und  die  dritte  Gleichung  (l)  wird 

^  -  _  £-x 

Ihr  vollständiges  Integral  ist 

«  =  ^  cos  <   /^X  +  5  sin  *  /^Jl, 

a  a 

WO  ^  und  B  die  zwei  willkührlichen  Constahten  bedeuten« 
Nimmt- man  au,  dafs  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  sich  be- 
wegenden Punktes  Null  isl,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 
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dz 


t      =      Oy  Z       =      C,  —       =     O, 

lind  hieraus  echllei'st  man 

j4      -=1     Cy  B     =     Oy 

und  dalier 

js^=  c  cos  t 


a 


Diese  Formel  zeigt ,  dafs  der  Abstand  z  Null  ist ,  oder 
der  sich  bewegende  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Anziehu&g 
am  Ende  einer  Zeit  erreicht,  die  unabhängig  von  der  Ent- 
fernung c  seines  Ausgangspunktes   und  zz:  J  71;  /^  JL  ist ;    er 

wird  alsdann  um  diesen  IVIittelpunkt  nach  beiden  Seiten  hin 
Schwingungen    machen,    deren    beständige   Weite    und    Dauer 

dieser  Abstand  c  und  diese  Zeit  J  jt  f^  JL  seyn  werden. 

g 

138. 
Als  anderes  Beispiel  betrachte  man  die  Bewegung  eines 
schweren  Körpers  im  leeren  Räume;  man  nehme  au^  dafs 
er  von  einer  hinlänglich  greisen  Höhe  herabfalle,  so  dafs  man, 
wälirend  seines  Falles ,  auf  die  Veränderungen  der  Schwere 
Rücksicht  nehmen  mufs. 

Sey  BAE  (Fig.  35)  ein  verlicaler  grofser  Kreis  der  Erde, 
D  der  Ausgangspunkt  des  Körpers  in  dieser  Ebene,  M  die 
Lage,  die  er  am  Ende  der  Zeit  t  auf  der  geraden  Linie  DC 
hat,  die  sich  im  Mittelpunkt«  C  der  Erde  endigt,  und  ihre 
Oberfläche  in  A  trilTt.  3VIan  nenne  r  den  Halbmesser  CAy 
h  die  Höhe  AD^  x  den  Raum  DMy  den  der  Körper  dAirch- 
lauft,   z  seinen  Abstand  CM  vom  Mittelpunkte  C,  so'  dafs  mau 

-  Ä  rz:  r  -j-  Ä  —  x 

hat.  Die  beschleunigende  Kraft  tp  ist  die  Scliwerkraft  im 
Punkte  My  bezeichnet  man  nun  noch  immer  durch  g  die 
"Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde  d.h.  im  Funkte  A,  und 
nimmt  man  an,  dafs  ihre  Gröfse  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  des  Abstandes  vom  Punkte  C  sich  ändert, 
so  hat  mau  daher 

,      (p  :  g  =  r'^  i  z\ 
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und  hieraus  findet  man 

wodurch  die  diutte  Gleichung  (l)  in 


übergeht« 

-Icli  multipliciere  die  beiden  Tlieile  dieser  Gleichung  durch 

2dxy    integriere  alsdann ,   und  bestimme  darauf  die  M^illkühr- 

dx 
liehe  Constante^  so  dafs  man  3—  =  o  hat,    wenn  /  =  o  ist, 

dt 

so  findet  man 

dx"^  _  ^  r  1 1     N 

'dW  ~  ^^'^     \r'\^  li  —  x   ~  7^1)' 
wodurch  man   die    Geschwindigkeit,    die   der  Körper    erlangt 
hat,  wenn  er  sich  in  einem  Abstände  x  von  seinem  Ausgangs- 
punkte  befindet,   erfährt.     Im  Punkte  ^,  wo  x  z=z  h  ist,  ist 
diese  Geschwindigkeit 

und  daher  kleiner,  wie  dies  ai^h  seyn  mufs,  als  wenn  die 
Schwere  in  der  ganzen  Höhe  A  dieselbe  Gröfse  hätte,  wie  an 
der  Oberfläche  der  Erde. 

Die  vorhergehende  Gleichung  giebt 

l/JgJ^  ^^  _  {r^h  —  x)dx 

''  +  '*  V"(/'  +  A)^— :v2* 

Vergleicht  man  aber  diese  Differentialgleichung  mit  der 
Gleichung  {a)  des  f.  73 ,  so  sieht  man,  dafs,  wenn  man  eine 
halbe  Cykloide  DOC  construiert,  deren  Spitze  im  Punkte  D 
und  deren  Anfangspunkt  im  Punkte  O  ist,  welcher  auf  der 
Linie  CO  liegt,  die  auf  CZ?  senkrecht  steht,  und  wenn  zu- 
gleich CD  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  dieser 
Cykloide  ist,  welcher  daher  gleich  r -|- Ä  ist,  wenn  man  fer- 
ner durch  den  Punlit  M  die  Linie  MN  senkrecht  auf  DC 
zieht,  welche  die  Cykloide  im  Punkte  iV  treffen  wird, 


r» 


JHiV  =  t     l/lÄ. 


206 

seyn  wird,  so  dafs  die  Ordinale  MN  desiPunkles  N  die  Zeil 
t  anzeigt,  welche  der  Körper  braucht,  um  die  Abscisse  DM 
tu  durchlaufen.     Unter  endlicher  Form  hat  man 


wenn  man  integriert  und  bemerkt,  dafs  Arr=o  ist,  wenn  tz=o 
ist. 

Wenn  die  Höhe  h  und  daher  auch  der  Absland  x  sehr 
klein  im  Yerhältnifs  zu  r  sind,  so  kann  diese  Formel  nur 
wenig,  von  der  verschieden  seyn,  die  der  unveränderlichen 
Schwere  entspricht.     Wirklich  hat  man 

ist  nun  der  Sinus  sehr  klein,  so  kann  man  ihn  statt  des  Bo- 

.  gens  nehmen ,  wodurch  sogleich  das  zweite  Glied  im  zweiten 

Theile  der  vorhergehenden  Gleichung  dem  ersten  gleich  wird. 

Auch  kann  man  den  Halbmesser  r  an  die  Stelle  von  r  -4-  A  —  x 

setzeh,  und   daher  ihre  Summe  durch  2  V  rx  ersetzen;    auf 
diese  Weise  geht  die  Gleichung  in 

r  -j- A 

über,  oder  mau  hat 

X  =  igt^ 

wenn  man  h  gegen  r  vernachlässigt. 

Ich  begnüge  mich ,  den  Fall ,  in  welchem  der  Körper^  der 
einer  veränderlichen  Schwerkraft  unterworfen  ist,  von  unten 
nach  oben  geworfen  wird,  als  Rechuungsbeispiel  blos  anzu- 
deuten, und  will  als  letztes  Beispiel  der  geradlinigen  Bewe- 
gung, die  eines  materiellen  Punktes  betrachten,  der  nach  zwei 
festen  Mittelpunkten  gezogen  wird,  die  auf  der  geraden  Linie, 
welche  er  beschreibt,  liegen. 

139. 

Seycn  ^  und  B  (Fig.  36)  die  zwei  Mittelpunkte  der  An- 
ziehung, M  die  Lage  des  sich  bewegenden  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  t  und  D  sein  Ausgangspunkt.  Um  einen  bestimmten 
Fall  zu  betrachten,  nehme  man  an,  die  Bewegung  habe  zwi- 


ausgehen ,    so  Jial  man  — ^  und  -, ^  als  Werlli   der  ent- 


207 

sehen  den  zwei  Mittelpunkten  der  Anziehung  statt  und  geh« 
Ton  ji  nach  B^  man  setze 

so  dafs  X  der  durchlaufene  Raum,  z  der  Abstand  des  sieh 
bewegenden  Punktes  vom  Punkte  Aj  a  der  anfängliche  Ab- 
stand und  c  die  Länge  der  geraden  Linie  AB  ist.  Nimmt 
man  noch  immer  an,  dafs  die  Anziehungen  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Abstände  stehen ,  und  bezeich- 
net man  durch  a^  und  b^  die  Gröfsen  der  Kräfte,  die,  in 
der  Einheit  des  Abstandes,  von   den  IVIittelpunkten  A  und  B 

a^         ,        b^ 

{c  —  zy 

sprechenden  Gröfsen  für  den  Fall,  wenn  der  materielle  Punkt 
in  M  ist.  Die  beschleunigende  Kraft  ^  ist  der  Ueberschufs 
der  zweiten  Kraft,  welche  den  Raum  x  zu  vergröfsern  strebt, 
über  die  erste,  welche  ihn  zu  vermindern  sucht,  daher  hat 
man,  da  dx  =;=  dz  ist, 

d^z  _        &g        _    a2 

dt^    ~  (c—z)^         z^'  ^^^ 

in  welchen  Ausdruck  hier  die   dritte  Gleichung  (1)  üher|(eht; 

dz  . 

•y    ist   die    Geschwindigkeit  v    des    materiellen    Punktes    im 

»iL 

Punkte  M. 

Multipliciert  man  die  Gleichung  (a)   durch  2dz    und  in- 
tegriert, so  hat  man 

dz^     ^       2b^       ,     2a^         ^  ,,, 

dJ^  =  7=7  -^  —  ^^^         ^''\ 

wo  y  die  willkührliche  Constante  ist.  Um  sie  zu  bestimmen, 
bezeichne  ich  durch  i  die  Anfangsgeschwindigkeit,  die  dem 
Werthe  z  z=z  a  entspricht,  so  hat- man 

y  z= k^. 

'         c  —  a  a 

Zieht  man   diese  Gleichung  von  der  voriiergehenden  ab, 

so  folgt  hieraus  . 

dt^  *  \c — z         c  —  a/  \a        zj^' 

welcher  Ausdruck  die;  Geschwindigkeit  des  Punktes,  in  einer 
beliebigen  Lage  zwischen  den  zwei  Punkten  A  und  i?,  angiebt. 
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140. 
Es  giebt  auf  der  geraden  Linie  AB  einen  gewissen  Punkt 
C\  in  welchem  die  beiden  Anziehungskräfte  gleich  sind^  so 
dafs,  wenn  man  den  materiellen  Punkt  dorthin  bringt,  oder 
derselbe,  ohne  irgend  eine  Geschwindigkeit  erlangt  zu  haben, 
dorthin  kommt,  er  daselbst  in  Ruhe  bleiben  wird.  Nennt 
man  h  den  Absland  AC^  so  hat  ,man 

62         _    a2 

Hieraus  findet  man  zwei  Werthe  von  /*,  von  weichen- 
der eine  dem  Punkte  C  angehört,  der  zwischen  A  und  B 
liegt,  der  andere  einem  Punkte,  der  auf  der  Verlängerung  von 
AB,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes,  der  die  schwächere 
Anziehung  ausübt,  liegt.     Der  erste  dieser  zwei  Werthe  ist 

ac 


h  = 


Man  nenne  f  die  kleinste  Anfangsgeschwindigkeit,  die  man 
dem  Punkte  beilegen  mufs,  damit  er  in  C  ankomme,  so  dal's 
seine  Geschwindigkeit,  wenn  er  in  diesem  Punkte  angelangt 
ist,  Null  ist,  60  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

*=/,     z=h,    ^^=o, 

und  in  Folge  der  Gleichung  (c)  und  des  Werthes  von  ?i  folgt 
hieraus 

c  —  a  a  c  ^ 

Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  h  kleiner  als/  ist,  so 
fällt  der  materielle  Punkt  auf  A  zurück,  ist  sie  grüfser,  so 
geht  er  über  den  Punkt  C  hinaus  und  fällt  auf  Ä  Ist  hz=zf, 
so  braucht  der  Punkt  eine  unendlich  grofse  Zeit,  um  den  Punkt 
C  zu  erreichen,  weil  er  in  einem  unendlich  kleinen  Abstände 
von  diesem  Punkte  nur  noch  eine  unendlich  kleine  Geschwin- 
digkeit besitzt,  und  von  einer  unendlich  kleinen  Kraft  getrie« 
ben  wird. 

141. 
Sind  A  und  B  die  Mittelpunkte  zweier  gleichartiger  Ku- 
geln, oder  solcher,  die  aus  concentrischen  gleichartigen  Schich- 
ten zusammen  gesetzt  sind,  so  kann  man  annehmen,  dafs  diö 
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Anziehungen,  die  mau  betrachtet,  die  der  zwei  Kugeln  sind* 
alsdann  verhalten  sich  die  Grufsefl  a^  und  b^  wie  die  Massen 
(^^.  10t).  ISinimt  man  z.B.  an,  dafs  ^  der  Mittelpunkt  des 
jMondes  und  B  der  der  Erde  ist,  und  vernachlässigt  man  die 
Abweichung  dieser  Körper  von  der  Kugelgestalt  ^   so  hat  man 

/5 
denn  die  Masse  des  INTondes,   aus    der  Kraft,    mit  welcher  er 
das   Wasser    des    Meeres    in    die   Höhe   zieht,   berechnet,   ist 

1 
—  der  Masse  der  Erde*),     Daher  hat  man 

*  =  l.{,^75  =  (0,10352)  c,    ' 

so  dafs  der  Punkt,  der  auf  gleiche  Weise  durch  die  Erde 
und  ihren  Trabanten  angezogen  wird,  sich  ungefähr  im  zehnten 
Theile  ihres  Abstandes,   vom  Monde  aus  gerechnet,  befindet. 

Sey  r  der  Halbmesser  der,EixIe,  so  kann  man  60  r  für 
den  Abstand  c  des  Mondes  von  der  Erde  nehmen ,  und  wenn 
der  sich  bewegende  Körper  von  der  Oberfläche  des  Mondes 
ausgegangen  ist,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

_  ^'^ 
"  ~  TT 

vermöge    des    bekannten   Verhältnisses    des   Durchmessers   des 

!Mündes  zu  dem  der  Erde.      Vermittelst  dieser  Werthe  von  r 

und  «  und  des  Werthes  a  =   --^ — ,  wird  die  Gleichung  (d) 

y2  =  (0,044894)  ^:^— . 

Bezeichnet  man  die  Anziehung  der  Erde  an  ihrer  Ober- 
fläche durch  g,  so  hat  mau 

für  diese  Kraft  in  der  Einheit  des  Abstandes.     Setzt  man  daher 

(0,044894)  r  =  r\ 
so  folgt  hieraus 

/'2  =  2g  r\ 

I  ■  ■■>■■■      ^w         ■    ■  ■  ^ 

t 

- )    Vergl.  §.  246.    Herr  von  Lindenau  hat  die  Masse  des  Mondes ,  nacli 

1        . 
einer   Methode,   die  grofserer   Genauigkeit   fähig  ist,   zu  --   a«r 

ErdniHsse   berechnet.  Anm.  d.  Uebers. 

14 
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Die  Auzieliung  g  kann  aber  für  die  Scliwerkraft  genom- 
men werden,  von  welcher  sie  den  Haiipttheil  aiismaclit,  daher 
ist  y   die   Geschwindigkeit,    welche    zu    der  Höhe  r'  gehurt, 

und  da 

g  =  9'»,80896,      nr  =  20000000  w 

ist,    so  hat  man 

/=  2368'». 

Da  der  Mond  keine  Atmosphäre  hat,  deren  Widerstand 
die  Geschwindigkeit  der  Körper,  welclie  von  seiner  Oberfläche 
ausgehen,  vermindern  könnte,  so  folgt  hieraus,  dafs,  wenii 
die  Erde  und  der  Mond  in  Ruhe  wären,  ein  Körper,  der 
von  der  Oberfläche  des  INlondes  nach  dei-  Erde  hin  mit  einer 
Geschwindigkeit  geschleudert  würde,  die  mehr  als  2361  Meter 
in  einer  Secünde  betrüge,  über  den  Punkt,  in  welchem  die 
Anziehung  gleich  ist ,  hinaus  gehen  und  auf  die  Oberilä-che 
der  Erde  fallen  würde.  Bei  der  Bewegung  des  Mondes  um 
die  Erde,  trilTt  die  gerade  Linie  ^B,  welche  von  einem  Mit- 
telpunkte zum  anderen  geht,  die  Oberfläche  "des  Mondes  be- 
ständig in  demselben  Punkte,  welches  der  Punkt  D  seyn 
müfste,  von  welchem  aus  der  Körper  nach  der  Richtung  DB 
geworfen  wurde.  Da  aber  der  Punkt  1) ,  während  einer  Se- 
cunde,  auf  dem  Kreise,  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
beschrieben  wird ,  eine  Länge  von  ungefähr  1000  Meter  durch- 
lauft, so  wird  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Körpers,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach,  die  IMitlelkraft  der  Geschwindigkeit, 
die  nach  I)B  gerichtet  ist,  und  einer  Geschwindigkeit  von 
1000  Meter,  die  senkrecht  auf  DB  ist,  seyn.  Hiernach  bleibt 
der  Körper  nicht  auf  der  Linie  ^B  ,  sondern  beschreibt  eine 
krumme  Linie  im  Räume;  die  vorhergehenden  Formeln  kön- 
nen daher  nicht  auf  seine  Bewegung  angewandt  werden,  und 
er  fällt  nicht  mehr  auf  die  Oberfläche  der  Erde,  wie  in  dem 
Falle,  wenn  der  Mond  unbeweglich  wäre. 

142. 
Löfst  man   die    Gleichung   (J)   in  Bezieliung  auf  dt   auf, 
so  hat  man 

V^cz  ^  z^  dz 

d^  =  - — —  « 

V  2  a»  c— (2 a^— 2  62 -f.  c;/)  s -}- ;/ js  2 

Das   Integral   dieser  Formel  kann  immer   vermittelst   der 
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elliplisclK^n  Fuiiclionen  ausgedrückt  werden ,  so  dafs  man  mit 
Hülfe  der  Tafeln  für  diese  Functionen,  die  Zeit,  die  einem 
gegebenen  Abslande  z  entspricht,  und  umgekehrt  berechnen 
kann.  Aber  abgesehen  von  dem  Falle,  wenn  eine  der  zwei 
Anziehungen  NuH  ist,  giebt  es  noch  andere,  in  welchen  das 
Integral  der  vorhergelienden  Formel  in  endlicher  Gestalt  er- 
halten w^erden  kann.  Diese  Fälle  treten  dann  ein,  wenn  die 
im  Nenner  unter  dem  Wurzelzeichen  enthaltene  Grofse  ein 
vollständiges  Quadrat  ist,  wenn  also 

aus  welcher  Gleichung  man 

c 
findet.     Setzt  man  diesen  Werth  dem  Werthe  von  y  in  f.  139 
gleich,   so  findet  man 

262  2^2  2(a±:by 

c  —  a  a  c 

Einer  dieser  zwei  Werthe  von  l^  ist  der  von  /^,  der 
andere  ist  offenbar  gröfser.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  keine 
dieser  Äwei  Grofsen  a  und  b  Null  ist,  man  die  Zeit  unter 
endlicher  Fpmi  als  Function  von  z  darstellen  kann,  wenn 
der  Körper  die  kleinste  Geschwindigkeit  /  erhalten  hat,  mit 
welcher  er  den  Punkt  C  erreichen  kann,  und  wenn  man  ihm 
eii^e  gewisse  Geschwindigkeit  beilegt,  die  gröfser  ist  als  diese. 

Ich  substituiere  den  doppelten  Werlli  von  y  in  den  Aus- 
druck von  dtf&o  erhalte  ich 

\cz  —  z^  dz 


/i 


2 

Z.  dt  =, ^— - , 

c  ac  —  {a  -±1  o)z 


welche  Formel  man  ralia»al  machen  und  ohne  Schwierigkeit 
nach  bekannten  Regeln  integrieren  kann.  Das  Differential  dt 
mufs  immel*  positiv  seyn,  das  Differential  dz  ist  positiv,  wäh- 
rend sich  der  Körper  von  D  nach  B  bewegt,  und  negativ, 
wenn  er   nach  A  zurück  kommt.      Im 'ersten  Falle  mufs  n^an 

die  Wurzelgröfse  V^cz  —  z^  mit  demselben  Zeichen  nehmen, 
wie  den  Nenner  ac  —  {a-±zb)zy   und  im  zweiten  Falle  mit 
^  entgegengesetztem  Zeichen. 

14* 
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143,. 
Sowohl   weDii    man  bz^-Oy   als  auch  wenn  man  c  =  OO 
setzt ^   ist   der  Körper   nur   der   Anziehung   des    JNliUelpunkles 
j4  unterworfen.     Die  Gleichung  (e)  gehl  alsdann  in 


--—   =  i2  _   0  a2  ( ) 


(e) 


über;  der  Werlh  von  dt,  der  sich  hieraus  ergiebt,  kann  un- 
ter endlicher  Form  integriert  werden,  und  giebt  den  Werlh 
-von  t  in  einer  Function  von  z  ausgedrückt. 

dz 
Selzt  man  ——  1=  o^   so  hat  man  die  Gleichung 
dt  ' 

l^   =  . , 

a  z 

wm  den  Abstand  2,  in  welchem  der  Körper  sich  zu  bewegen 
aufliört,  zu  bestimmen.  Ist  2  a^  =' l^  a,  so  ist  dieser  Ab- 
stand unendlich  grofs,  was  so  viel  sagen  will,  als  dal's  der 
Körper  nirgendwo  stille  steht.  Dies  ist  auch  der  Fall,  wenn 
2  rt^  <C  ^'^  a  i8t>  ^"S  welcher  Annalime  für  z  ein  negativer 
Werlh  folgen  würde,  der  keinem  Punkte  der  unbestimmten 
geraden  Linie  BD  angehören  kann,  nach  welcher  der  Kör- 
per bewegt  worden  ist.  In  diesen  zwei  Fällen  nähert  sich 
die  Bewegung  immer  mehr  der  Gleichförmigkeit;  je  mehr  sich 
der  Körper  von  ^  entfernt. 

Wenn   der  Abstand  z  sehr  grofs,  und  die  Bewegung  fast 
gleichförmig    geworden    ist,     so    ist    die    Geschwindigkeit    des 

Körpers,  nach  der  Gleichung  (e),  beinahe  =    f\     i*— ^ , 

oder  =  vi*  —  2^a,  wenn  man  annimmt,  dafs  a^=zga% 
d«  b.  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Körper  von  der  Oberfläche 
einer  Kugel  ausgegangen  ist,  deren  Halbmesser  a  ist,  und  an 
welcher  die  Anziehung  gleich^  war.  Dies  zeigt,  dafs  die 
Verminderung  der  anfänglichen  Gesclnvindigkeit  i'  um  so  be- 
deutender seyn  wird>  je  gröfser  diese  Kraft  und  dieser  Halb- 
messer ist. 


iiii 


Drittes    Kapitel. 
Fori    der   krummlinigen   Bewegung, 

I.     Allgemeine  Fornjelii   dieser  Bewegung. 

144. 
^ei  der  kruniniHnigeu  Bewegung  ist  die  krumme  Linie, 
die  durch  den  sich  bewegenden  Tunkt  beschrieben  wird ,  das, 
was  man  die  Trajectqrie  dieses  materiellen.  Punktes  nennt. 
Am  Ende  einer  Zeit  i  sey  il  (Fig.  37)  der  Ort  des  Punktes. 
JVennl  man  s  den  Bogen  CM  der  Trajectorie,  der  zwischen 
dem  materiellen  Punkte  und  einem  festen  Punkte  C  enthalten 
ist,  welchen  mau  willkülirlich  auf  dieser  krummen  Linie  ge- 
wählt  hat,  so  ist  s  eine  Funclion  von  /,  so  dafs  maU;  bei 
einer  beliebigen  krummlinigen  Bewegung, 

hat.     Bezeichnet  man  zu  gleicher  Zeit  durch  x^  y  ^  z  die  dreP 
rechtwinkligen  Coordinateu  des  sich  bewegenden  Punktes,   so 
werden  dfese  Veränderlichen    ebenfalls  Functionen  von  t  seyn 
und  man  hat 

^  =  ft,    y  =  f't,    z  =  f't. 

Sind  diese  drei  letzteren  Gleichungen  bekannt,,  so  kann 
man  daraus,  durch  Elimuiation  von  /,  die  zwei  Gleichungen 
der  Trajectorie,  in  Jt-,  y  und  z  ausgedrückt,  fuiden.  Vermit- 
telst der  Gleichungen  dieser  krummen  Linie,  kann  man  »  al* 
Function  einer  dieser  drei  Coordinaten,  und  daher  auch  als 
Function  von  t ,  bestimmen ,  wodurch  man  das  Gesetz  der 
Bewegung  auf  der  Trajectorie  kennen  lernt.  Jede  dieser  drei 
vorhergehenden  Gleichungen  ist  die  der  geradlinigen  Bewegung 
der  Projeetion  des  materiellen  Punktes  auf  eine  der  Coordi-  ' 
natenaxen.  Hieraus  folgt  also,  dafs  die  vollständige  Bestim- 
mung der  krummlinigen  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  im 
Räume  auf  die  dreier  geradliniger  Bewegungen  zurück  kommt, 
welche  die  Bewegungen  seiner  Projectionen  auf  die  drei  Coor- 
djnatenaxen  Ox  ^    Oy  ^    Oz    seyn   werden.      Wenn    diese    drei 
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V- 


Bewegungen  gloicliTürmig  sind,  so  isl  clie  des  inaleriellen  Punl 
les  ebenfalls  gleiclifürniig  und  geradiinig,  und  iinigekelirt. 


145. 

Während  des  Augenblickes  dt  wird  der  Körper  das  Ele- 
ment ds  der  Trajeclorle  beschreiben;  vernachlässigt  man,  in 
diesem  unendlich  kleinen  Zeiträume,  die  Wirkung  der  Kräfte 
die  ilin  treiben,  so  kann  mau  seine  Bewegung  als  eine  gerad- 
linige und  gleichfürmige  betrachten.  Nennt  man  daher  p  die 
Geschwindigkeit,   die  er  am  Ende  der  Zeit  t  erlangt   hat,    so 

hat  mau  ^ 

ds 

^  ~  d7  ' 

Würden  die  Kräfte  wirklich  in  dem  Augenblicke,  den 
man  betrachtet,  zu  wirken  auüiüren ,  so  würde  sich  der  Kör- 
per mit  dieser  Geschwindigkeit  v  und  nach  der  Verlängerung 
-/li7'des  Elementes  c?6',  d.  h,  nach  der  Tangente  der  Trajectorie 
fort  bewegen,  weil  er,  wegen  der  Trägheit  der  Materie,  als- 
dann weder  die  Richtung  seiner  Bewegung,  noch  die  Gröfse 
seiner  Geschwindigkeit  ändern  könnte  (f.  113).  INIan  kann 
daher  einen  materiellen  Punkt,  der  eine  beliebige  ki'umnie 
Linie  beschreibt,  so  ansehen,  als  hätte  er  in  jedem  Augen- 
blicke eine  Geschw^indigkeit,  die  nach  der  Tangei:.le  dieser 
krummen  Linie  gerichtet  ist ,  und  deren  Werth  durch  das  Ver- 
hältuifs  des  Differentialelenientcs  der  krummen  Linie  zum 
Differential  demente  der  Zeit  ausgedrückt  wii^d. 

Bezeichnet  man  durch  p,  q ,  r,  die  Geschwindigkeiten 
der  Projectionen  des  Körpers  auf  die  drei  Axen  der  x,y,  Zy 
am  Ende  der  Zeit  /,  so  hat  man  auch,  bei  diesen  drei  gerad- 
linigen Bewegungen, 

dx  dy  dz 

^~'dt'  ^~'dt'  ^ ~irt^ 

Bezeichnet  man  aber  durch  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche 
die  Tangente  der  Trajectorie  oder  die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit V  mit  den  Linien  macht,  die  den  Axen  der  x,  y,  z 
parallel  sind,  so  hat  man  ^}.  17) 

dx  dy  dz 

cos  a  =  -rr-  y      COS  ß  =  -7-  ,       COS  V  r=   ---  , 

ds  ds  ds 
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und  hieraus  fiodet  mau 

p  z=z  u  cos  a,     q  z=z  p  cosßy     r  r=z  if  cos  y  (1) 

und  zu  gleicher  Zeit 

v2  =  pÄ  +  y2  ^  ,.2, 

Da  die  Zeit  t  beständig  wächst,  io  ist  ihr  DilTerential 
immer  positiv.  Die  Geschwindigkeiten  jj,  q,  r  sind  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Coordinalen  x,y,  z  wachsen 
oder  abnehmen.  In  den  Gleichungen  (l)'kann  man  die  Ge- 
schwindigkeit V  wie  eine  positive  Gröfse  ansehen^  die  Rich- 
tung, dieser  Geschwindigkeit  oder  der  Theil  MT  der  Tangente 
der  Trajeclorie,  nach  welchem  sie  gerichtet  ist,  bestimmt  sich 
alsdann  durch  die  Zeichen  von  p^  q,  /•,  w'elche  angeben,  ob 
die  \S'iukel  a,  ß,  y,  spitz  öder  stumpf  sind.     In  der  Gleichung 

ds 
^  =  -TT   >"iifö   "^a"    ^i«   Geschwindigkeit   v    als   positiv    oder 

negativ  ansehen,  je  nachdem  der  Bogen  8  wächst  oder  abnimmt. 

Seiteugeschw^indigkei ten  der  Geschwindigkeit  p 
eines  materiellen  Punktes  nennt  mau  die  Geschwindigkeiten 
p,  q^  r  seiner  drei  Projectionen  auf  rechtwinklige  Axen;  jede 
dieser  drei  Seitengeschwindigkeiten  ist  das,  was  man  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Körpers  parallel  mit  der  Axe,  der 
die  Projection  entspricht,  nennt. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (l)  mit  denen  des  f.  31, 
so  sieht  man ,  dal's  diese  Zusammensetzung  der  Gescliwindig- 
keiten  auf  dieselbe  Weise  vollzogen  wird ,  wie  die  der  Kräfte. 
Zieht  man  nach  dieser  Analogie  durch  den  Punkt  M  eine  be- 
liebige gerade  Linie  Mj4,  welche  mit  den,  den  Axen  der 
x,y,z  parallel,  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Linien,  die 
spitzen  oder  stumpfen  Winkel  a,  6,  c  cin«chliefst,  so  hat  die 
Seitengeschwiudigkeit  dieser  Geschwindigkeit  v  nach  der  Rich- 
tung der  geraden  Linie  Mj4  den  Werth 

p  cos-a  -|-  q  cos  6  -|-  r  cos  c. 

Die  Gröfse  der  Bewegung  (§.  126)  eiQes  isolierten  mate- 
riellen Punktes  und  die  eines  Körpers,  dessen  Punkte  alle 
gleiche  und  pai^allele  Geschwindigkeiten  besitzen ,  können  in 
andere  Gröfsen  dieser  Art  zerlegt  und  diese  wieder  auf  eine 
einzige  zurück  geführt  werden,  ganz  nach  denselben  Regeln, 
wie  die  Gesell windigkeite»,  die  sie  als  Factor  enthalten. 


\ 
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Am  Ende  der  Zeiten  ^  -|-  rf^,  seyen  />-{-/>',  ?"!"?'> 
r '\' r'  das,  was  die  drei  Seileiigescliwindigkeilen  der  Ge- 
schwiodigkeit  des  Körpers  werden ,  die  den  Axen  der  Xy  y^  z 
parallel  sind,  so  dafs  p\  q\  r\  die  unendlich  kleineu  Zu- 
nahmen der  Geschwindigkeiten  vorslellen ,  welche  während  der 
Zeit  dt  nach  diesen  Richtungen  statt  haben.  Der  Zuwachs 
der  Geschwindigkeit  nach  der  geraden  Linie  31 A  ist 

p'  cos  a  -j-  ?'  cos  6  -}"  ^'  cos  c. 

Wie  aber  auch  die  Grüfsen  /?',  q\  r'  beschaffen  seyn 
mögen,  so  kann  man  immer,  sobald  man 


u^=p'^-\.g'<^^ 


r 


'2 


setzt,  und  u  als  eine  positive  Gröfse  betrachtet,   drei  Winkel 
<x  ,  fi  ,  y  ,  die  spitz  oder  stumpf  seyn  können ,  finden ,  so  dal's 

p'  =  u  cos  «',     q'  =z  u  COS/?',     r'  =  u  cos  y' 
ist,  wonach  also  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  nach  M^ 

u  (cos.a  cos  a  -{-  cos  b  cos  ß'  -{-  cos  c  cos  y  )  * 
wird.  Aufserdem  ist  die  in  den  Klammern -enthaltene  Gröfse 
der  Cosinus  eines  gewissen  Winkels,  den  ich  er  nenne.  Der 
eben  erwähnte  Zuwaclis  ist  daher  gleich  u  cos  o;  daher  ist 
//  sein  gröfsler  Werth ,  welcher  derjenigen  Richtung  der  ge- 
raden Linie  MA  entspricht,  für  welche  die  Winkel  a,  6,' c 
dieselben  sind,  wie  a\  ß' ,  y\  wodurch  der  Coefficient  von  tt 
der  Einheit  gleich  wird,  Iji  jeder  anderen  Richtung  ist  der 
"Zuwachs  der  Geschwindigkeit  gleidi  dem  INlaximum  «,  niul- 
tipliciert  mit  dem  Cosinus. des  Winkels  a,  den  diese  beliebige 
Riclitung  mit  der  des  Maximum  einschliefst,  woraus  hervor- 
geht, dafs  er  für  alle  Ridilungen ,  welche  auf  der  seines 
gröfslen  Werthes  senkrecht  stehen,    Null  seyn  wird. 

Wie  auch  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers in  der  Zeit  dt  ^  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  beschaifen 
seyn  möge,  so  giebt  es  immer  eine  Richtung,  für  welche  die 
Zunahme  der  Geschwindigkeit  die  gröfste  ist,  und  welche  die 
Eigenschaft  hat,  dafs  die  Geschwindigkeit  nach  allen  Richtun- 
gen ,  welche  auf  dieser  senkrecht  stehen ,  weder  vermehrt  noch 
verringert  wird. 
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147. 

Die  Richtung  einer  Kraft,  vrelcite  auf  einen  sich  bele- 
genden materiellen  Punkt  wirkt\  ist  die  gerade  Linie,  nach 
welcher  sie  die  erlaugte  Geschwindigkeit  vermehrt  oder  ver- 
mindert, während  sie  nach  der,  auf  dieser  senkrecht  stehenden 
Riclilung,  gar  keine  Aenderung  in  der  Geschwindigkeit  her- 
vorbringt. Wenn  wir  daher  sagen,  dafs  die  Schwere  eines 
Körpers,  der  sich  nach  irgend^  einer  Richtung  bewegt,  verlical 
ist,  wie  die  eines  ruhenden  Körpers,  so  verstehen  wir  hier- 
unter, dafs  diese  Kraft  die  verticale  Geschwindigkeit  vermehrt, 
die  horia&ontale  dagegen  gar  nicht  ändert. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  mau,  am  Ende  der  Zeit  t, 
durch  Uj  U\  TJ"  u.  8.  w.  die'  Gröfsen  der  verschiedenen 
Kräfte,  die  auf  dei^  materiellen  Punkt  wirken,  dessen  krumm- 
linige Bewegung  wir  betrachten ;  ferner  durch  a,  h,  c,  «',  6',  c', 
a",  6",  c"  u.  8.  w.  die  Winkel,  welche  ihre  gegebenen  Rich- 
tungen mit  Linien  machen,  die  den  Axen  der  x,  jy^  z  parallel 
sind,  und  durch  X,  Y^  Z  die  Summen  ihrer  Seiteukräfl« 
nach  diesen  Axen ,   so  haben  wir  zuerst  (f.  32) 

X  z=z   U  cos  a  -f-   f/'  cos  a    -[-   U"  cos  a"  r{-  ... 

Y  =1  U  cos  &  -j-  C/'  cos  6'  -|-   U"  cos  6"  •\-  ... 

Z  =:>    U  cos  c  -^   U'  cos  c'  -f-    t/"  cos  c"  -|*  i.. 

Seyen  ferner  w,  //',  «",  u.  s.  w.  die  unendlich  kleinen 
Geschwindigkeiten,  welche,  diese  Kräfte  U,  U' ,  ü"  u.  s.  w. 
während  der  Zeit  dt  ^  nach  ihren  bezüglichen  Richtungen  her- 
vorbringen würden ,  wenn  jede  allein  auf  den  Körper  wirken 
w'ärde,  der  die  Geschwindigkeit  if  besitzt.  JNIan  sieht  leicht, 
wie  in  f.  116,  dafs  das  Zu§anunenwirken  dieser  Ki'äfte  auf 
die  Gröfsen  und  Richtungen  der  Geschwindigkeiten,  die  wirk- 
lich hervorgebracht  werden,  durchaus  keinen  Einilufs  hat; 
wenn  man  datier  noch  immer  />',  g',  /•'  die  unendlich  klei- 
nen Gröfsen  nennt,  um  welche  die  Geschwindigkeiten  p,  gr,  r 
der  Projectionen  des  Körpers  auf  die  Axen  ä\,  y,  s,  in  der 
Zeit  dt  wachsen,  so  werden  diese  Gröfsen  die  Summen  der 
Seitenkräfle  von  ^^,  u\  u\  u.  s.  w.  nach  diesen  drei  Axen 
/seyn,  so  dafs  man  hat 

p*  =  a  cos  a  -|-  a'  cos  a  -|-  w"  cos  a"  -j-  ... 
q  -ziz  u  cos  6  -j-,  w'  cos  6'  -{-  u'  cos  V  -[-••*• 
r    -zz,  u  cos  c  -^  u    cos  c    -j-  w"  ces  c"  -{-  ... 
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Wendet  man  aber  auf  jede  dieser  Kräfte  w,  u\u"  u.s.w. 
das  an,  was  man  (f.  118)  für  das  Maafs  einer  Kraft,  nacli 
der  Geschwindigkeit  die  sie  hervorbringt^  gefunden  hat,  so  hat 
man  auch 

71  =   Udtj     u    ==   V\ltj     u'  =z   U'^dt  U.S.W. 

Vergleicht  maü  nun  die  Werlhe  von  />',  q' ,  r  mit  denen 
von  JC,    Y  y  Z  j  eo  erhält  man 

p  =  Xdt,  q  —  Ydt,  r'=Zdt, 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Zuwachs  der  Seiteukraft  der 
Geschwindigkeit  des  Körpers  nach  jeder  Axe,  welchen  er  im 
Augenblicke  dl  erhält,  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  wäh- 
rend dieser  Zeit  durch  die  nach  dieser  Axe  gerichtete  Seiten- 
kraft aller  gegebenen  Kräfte,  die  auf  diesen  niateriellen  Punkt 
wirken,    hervorgebracht  wird* 

Der  Grund  hiervon  liegt  darin ,  dafs  die  Kräfte  den .  Ge- 
schwindigkeiten,  welche  sie  dem  Körper"  in  einer  unendlich 
Ideinen  Zeit  mittheilen,  propoi'tional  sind,  welche  unendlich 
kleineu  Geschwindigkeiten  sich  nicht  andern,  mögen  nun  diese 
Kräfte  gelrennt  oder  vereint  wirken.  Hierausfolgt  auch,  dafs, 
wenn  die  Kräfte,  die  an  den  Körper  angebracht  sind,  z.  B* 
drei  sind,  welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  man  auf 
den  Richtungen  dieser  drei  Kräfte  U,  U\  V'\  indem  man 
von  ihrem  AngriiTspunkte  ausgeht,  gerade  Linien  von  endlicher 
Gröfse  nimmt,  welche  sich  wie  die  entsprechenden  Geschwia- 
digkeiten  w,  u\  u"  verhalten,  und  man  das  ParalleJoxiipedum 
bildet,  dessen  drei  an  einander  stofsende  Seiten  diese  geraden 
Linien  sind,  die  Mittelkraft  dieser  Kräfte  nach  der  Diagonale 
gerichtet  seyn ,  und  ihre  Gröfse  .sich  zu  der  jeder  der  drei 
Kräfte  verhalten  wird,  wie  die  Diagonale  zur  entsprechenden 
Seite. 

148. 

Wenn  die  Kräfte,  welche  auf  den  Körper  wirken,  von 
seiner  Geschwindigkeit  und'  seiner  Lage  im  Räume  unabhän- 
gig sind,  so  werden  auch  die  Bewegungen  seiner  drei  Projec- 
lionen  auf  die  Coordinatenaxen  von  einander  unabhängig  seyn, 
so  4afs  seine  Projection  auf  jede  Axe,  am  Ende  einer  belie- 
bigen Zeit,  in  demselben  Punkte  seyn  und  dieselbe  Gesch-win- 
digkeit  haben  wird,  wie  wenn  die  Kräfte  und  Geschwindig- 
keiten,  parallel  mit   den  beiden   anderen  Axen,  Null   wären. 
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Im  AUgenieinen  wird  dies  nicLt  der  Fall  seyn,  wenn  die  gege- 
benen Kräfte,  der  Grüfse  oder  Richtung  nadi ,  sich  mit  der 
Lage  des.  Körpers  oder  seiner  erlangten  Geschwindigkeit  än- 
dern; immer  aber  kann  man  seine  Geschwindigkeit  und  seine 
Lage  in  jedem  Augenblicke  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Da  alle  Kräfte,  welch«  auf  den  Rürj)er  wii*ken,  immer 
auf  eine  einzige  zurück  geführt  werden  können  >  so  uclimo 
man  an ,  dafs  17,  was  die  Geschwindigkeit  u  hervorbringt, 
diese  einzige  Kraft  scy,  und  bezeichne  durch  e  den  Bainn, 
durch  welchen  sie  den  Körper  während  der  Zeit  dt^  nach 
ihrer  Richtung^  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  t^,  die 
der  materielle  Punkt  ajn  Ende  der  Zeit  l  hat,  treibe.  Nach 
dem,  was  man  in  ^.114  gesehen  hat,  hat  man 

£  =z=  \udt. 
In  Folge   der  erlangten  Geschwindigkeit  t^  und  der  Wir- 
kung   der    Kraft     U  oder    ihrer   Seitenkräfte ,    sind    aber    die 
Räume,    welche    die   Projeclionen    des   Körpers  auf   die  Axen 
der  Xy  y,  z  während  der  Zeit  dt  durchlau  Ion ,  ~ 

pdt^lp'dty     qdt  +  iq'dt,     rdt -{^  Ir'dt,   ' 
folglich  hat  man,    da^ 

p '  zz:  u  cos  a,     q'  zuz  u  cos  6 ,     r    z:z  u  cos  c 
ist,    wenn   mau  zugleich    die  Gleichungen  (l)  und   Ana  Werlh 
von  €  berücksichtigt, 

x'  —  X  rz:  w  cos  a  -j"  *  ^^®  ^ 
y'  —  y  :=z  ü)  cos  ß  '\'  e  cos  b 
z     —  z  z=  0)  CüS  y  -^  €  CÜSC, 
wo  (0  der  Raum  t'dt  ist,   welchen'  der  Körper,  während  der 
Zeit  dt,  blos  vermöge  der  Geschwindigkeit  r  beschreibt,  und 
x\  y\   z'  die   drei  Coordinaten    am    Ende    der  Zeit   ^  rj- c?^ 
sind,  welche  jc,  y,  "i  am  Ende^  der  Zeit  t  waren. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  noch  immer  M  (Fig.  37)  der- 
Funkt  der  Trajectorie,  dessen  drei  Coordiiiaten  x^  y,  z  sind, 
und  MT  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v.  Ferner  sey 
'  MA  die  der  Kraft  (7.  Man  nehme  auf  MJ  und  MT  die 
geraden  Linien  MH.  und  MK ,  die  gleich  ß  und  w  sind,  und 
vollende  das  Parallelogi^amm  MH M'K,  dessen  zwei  zusam- 
menstofsende  Seiten  diese  geraden  Linien  sind.  Der  Eudpiuikt 
M    seiner  Diagonale  wird,  in  Folge  der  vorhergehenden  Glei- 


1 


220 

cliungen,  der  Punkt  seyn,  dessen  Cootdinalen  x\  y\  s'  sind, 
oder  der  Ort  des  Körpers  anr  Ende  der  Zeit  t  -|-  dt. 

Ferner  nenne  man  v  die  Gesell  windigkeit  des  Kürpeuß 
im  Punkte  itf ',  welche  nach  der  Verlängerung  M'  T'  der 
geraden  Linie  MM*^  gerichtet  seyn  wird,  und  deren  "VVerlh 
die  Seitenkraft  von  v  nach  MM ',  vermehrt  um  die  Geschwin- 
digkeit, die  nach  dieser  Richtung,  durch  die  Wirkung  der 
Kraft  U  während  der  Zeit  dt,  hervorgebracht  wird,  ist.  Da 
der  Raum  €  im  VerhälUiirs  zu  o)  unendlich  klein  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  der  Winkel  ^IMM'  ebenfalls  unendlich  klein 
ist,  die  Seitenkraft  von  u  ist  daher  diese  Geschwindigkeit 
selbst,  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grofsen  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt.  Bezeichnet  man  aufserdem  durch  & 
den  Winkel  AMM' ,  welchen  die  Richtung  der  Kraft  U  mit 
der  Seite  MM  der  Trajeclorie  einsclüiefst ,  so  ist  u  co%  S  der 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  der  durch  die  Wirkung  dieser 
Kraft  hervorgebracht  wii*d.     Hieraus  folgt 

V    z=z  V  -^^  u  cos  d* 

Ich  setze  v'dt  =  o/,  und  nehme  auf  M  1^  einen  Theil 
M  K' ,  welcher  gleich  w  ist,  ich  bezeichne  durch  M' A'  die 
Richtung  der  Kraft,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  wenn  er 
in  M'  angekommen  ist;  auf  dieser  geraden  Linie  nehme  ich 
einen  Theil  M' H  ,  -welcher  dem  Räume  gleich  ist,  durch 
welchen  diese  Kraft  den  Körper  in  der  Zeit  dt  treibt,  icli 
vollende  das  Parallelogramm  M' H'  M" K'\  so  wird  der  End- 
punkt M"  der  Diagonale  ein  dritter  Punkt  der  Trajectorie 
seyn* 

Fängt  man  diese  Reihe  von  Coustructionen  in  dem  Punkte 
an,  von  welchem  der  Körper  ausgelit,  und  wo  man  seine  Ge- 
schwindigkeit der  Gröfse  und  Richtung  nach  kenneu  mufs,  so 
ist  es  offenbar,  dafs  man  allmälich  alle  Punkte  der  ebenen 
oder  doppelt  gekrümmten  Trajectorie  bestimmen  wird,  und  zu- 
gleich auch  die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  in  jedem 
seiner  Punkte  hat.  Wenn  die  Zeitabschnitte,  welche  man  un^ 
endlich  klein  gesetzt  und  durch  dt  bezeichnet  hat,  nur  sehr 
klein  sind,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Punkten,  die  die 
Spitzen  eines  Vielecks  sind,  welches  sich  um  desto  weniger 
von  der  Trajectorie  unterscheidet,  je  kleiner  seine  Seiten  sind. 
Nimmt  man  an,    dafs  die  Geschwindigkeit  auf  jeder  Seite  der 
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Trajectorie  coii«tant  ist,  und  ulnimt  die  halbe  Sumiiic  der 
Gescliwindigkeiteu  9  die  man  an  den  beiden  Enden  der  Seile 
gefunden  bat,  für  deren  Werlli,  so  kann  man  die  Zeil  be- 
rechnen, welche  der  Körper  braucht,  um  einen  Theil  des 
Vielecks  zu  durchlaufen.  Man  findet  daher,  auf- diese  Weise, 
die  krumme  Linie,  welche  der  Körper  beschreibt,  so  "wie 
seine  Geschwindigkeit  und  seine  Lage  auf  dieser  krummen 
Linie  in  einem  bestimmten  Augenblicke,  mit  jedem  beliebigen 
Grade  von  Genauigkeit.  £s  ist  aber  besser,  dafs  man  die 
Werthe  der  Coordinaten  des  Körpers,  in  Functionen  der  Zeit 
ausgedrückt,  von  DiiTerentialgleichujigeu  abhängen  läfst,  die 
man  nachher,    wenn  es  angeht,   integriert. 

149. 

Diese  DiiFerentialghsichungen  der  krummlinigen  Bewegung 
sind  eine  unmittelbare  Folge  des  in  ^.147  aufgestellten  Pi*incjps^ 

Denn  da  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit 

des  Körpers,  welche  den  Axen  der  Coordinaten  x,  y^  z  parallel 

clx    dy    dz  ,  .  •        , 

sind,   -TT-,  -7—,  — :-  am   Ende   der  beliebigen  Zeit  t  sind,    so 
'    dt     dt     dt  ^  ' 

d  X 
sind    ihre  Zunahmen,  während  des  Augenblickes  rf/,  ^ - --r' ^ 

dy  d  z 

d .  -7- ,   d .  -7— ,    und  da  jede   dieser  Zunahmen  nur  von  der 
dt  dt  ' 

nach  der  enlsprechenden  Axe  gcrichlelen  Seilenkraft  der  Kraft 

herrührt,  welche  in  diesem  Augenblicke  auf  den  Körper  wirkt, 

so  folgt,    dafs,   wenn  man  X ,    Y^,  Z   die  Seitenkräfte   dieser 

Kraft,    die  den  Axen   der  Coordinaten    x,y,  z   parallel  sind, 

nennt ,    alsd^inn 

d.'^  =  Xdt,    d/^=zYdt,    d'^  =  Zdt\ 
dt  ^  dt  dt  ^ 

oder,  was  dasselbe  ist, 

dt^  —  ^'  dt»  ~    '  dt»  "■    '      ''-'^ 

4 

ist. 

Die  Aufgfibe  besieht  nun  in  jedem  Falle  darin ,  diese  drei 
Gleichungen  der  Bew^egung  zu  integrieren,  und  man  kann,  in 
Rücksicht  auf  diese  Integration,  das  Verfahren  des  vorherge- 
henden §.   wie  eine   allgemeine  Näherungsmethode   betrachten. 
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Ilire  Integrale  cntliallcn  scclis  willküJirliclie  Conslaiiten ,  die 
vermittelst  der  drei  Coordinalen,  welche  dem  Körper  im  An- 
fange der  Bewegung '  zugchören ,  und  der  drei  Seilenkrafle 
der  Anfangsgeschwindigkeit,   d.  h.  verniitlelst  der  Wertlie  der 

d  X    dy    dz 
sechs  Grüfsen  x,  y^  ä,  -r— ,  --r— ,  -— ,  die  für  tzizo  gegeben 

sind,  bestimmt  werden.  Diese  Integrale  und  ihre  ersten  Dif- 
ferentiale geben  alsdann  die  Lage  des  Körpers  in  irgend  einem 
beliebigen  Augenblicke  an,  und  ebenso  die  Gröfse  und  Rich- 
tung seiner  Gcsch-windigkeit,  Eliminiert  man  die  Zeit  t  aus 
diesen  Gleichungen,  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen  der 
Trajectorie.  Weifs  man  im  Voraus,  dafs  diese  krumme  Linie 
eine  ebene  ist,  so  kann  man  ihre  Ebene  allenfalls  für  die  der 
X  und  y  nehmen,  wodurch  die  drei  vorhergehenden  Gleichun- 
gen  auf  die  zwei  ersten  reduciert  werden. 

/' 
150. 

Am  Ende  der  Zeit  t  seyen  a,  6,  c  die  drei  Coordinaten 
eines  zweiten  materiellen  Punktes,  mit  dessen  Lage  man  die 
des  ersten  vergleichen  will»  Da  die  Axen  dieser  Coordinaten 
die  der  x ,  y  j  z  sind,   so  setze  ich 

X  "^^  a  -^  x\    y  z=z  b  -^  y\     z  zu  c  ^  z\ 

Die  Veränderlichen  x' ,  y\  z  geben  in  jedem  Augenblicke 
die  Lage  des  ersten  Punktes  im  Verhältnisse  zum  zweiten  an, 
und  nach  den  Gleichungen  (2)  hat  man 

d'^x' d'^a     d'^y' d'^b     d^z' d'^c 

'di^~  dt^'    'dT^~  dt^'    'dt^~  dW 

um  sie  in  Funclioneu  der  Zeit  zu  bestimmen. 

Wenn  die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  nicht  bekannt 
ist ,  und  nur  die  mit  den  Coordinatenaxen  parallelen  Seiten- 
kräfle  j4,  li,  C  der  Kraft,  die  ihn  treibt,  gegeben  sind,  so 
hat  man        ^^2^  _  ^/26  _  d'^c  _ 

dt^-^'    dT^--^'    Tu^-^' 

und  hierauf  folgt 
-^_JL-ui,     -^^Y-U,    .^-^_Z-C 

für  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  Beziehung  auf  den  ersten 
Punkt. 
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Wenn  die  Kraft,  deren  Seitenkräfte  A^  B^  C  sind,  zu- 
gleich auf  beide  Körper  wirkt,  so  erscheinen  diese  Seiten- 
krjifte  auch  in  den  Werllien  \on  X,  Y,  Z^  und  verschwin- 
den daher  aus  den  letzteren  Gleichungen.  Dies  ist  z.B.  der 
Fall  bei  Körpern,  die  sich  an  der  Oberfläche  der  Erde  be- 
wegen, und  deren  Lagen  mau  auf  beslinimte  Punkte  dieser 
Oberfläche  bezieht.  Die  Kräfte,  welche  von  der  täglichen 
Bewegung  der  Erde  herrühren,  kommen  in  den  Gleichungen 
der  verschiedenen  Bewegungen,  die  man  betrachtet,  nicht  vor, 
und  man  kann  völlig  von  ihnen  absehen,  wenn  man  diese 
Gleicliungen  bildet. 

Dennoch  soll  hiermit  nicht  gesagt  seyn,  dafs  die  Bewe- 
gungen, w^elche  wir  beobachten,  immer  ganz  unabhängig  von 
der  Geschwindigkeit  der  Umdrehung  der  Erde  seyen.  Viel- 
mehr hat  sie  allerdings  einigen  Einfluf's  auf  die  Gröfse  der 
Schw^ere,  und  daher  auch  auf  die  verlicalen  Beweginigen. 
Aufserdem  ist  die  Umdrehungsgeschv\'indigkeit  eines  Körpers, 
wenn  er  von  einer  beträchtlichen  Höhe  herab  fallt,  in  seinem 
Ausgangspunkte  etwas  gröfser,  als  am  Fufse  der  Verticalen, 
die  durch  diesen  Punkt  geht. 

Hieraus  kann  man  leicht  den  Schlufs  ziehen,  dafs  der 
Körper  sich  ein  wenig  von  dieser  geraden  Linie  entfernen 
nujfs,  und  die  Erde  in  einem  kleinen  Abs  lande  vom  untersten 
Ende  dieser  Linie  treffen  wird.  Diese  Abweichung,  die  man 
wirklich  beobachtet  hat,  zeigt,  durch  einen  directeu  Versuch, 
die  Umdrehiuig  der  Er^e  um  ihre  Axe. 

Die  Bewegungen,  welche  unabhängig  von  dieser  Umdre- 
hung sind,  sind  die,  welche  der  Slols  der  Köqwjr  hervor- 
bringt, und  auch  die,  welclie  von  der  ÄluskeJkraft  der  Men- 
schen und  Tliiere  herrühren. 

loL 
Die  Gleichungen  (2)  sind  die  der  Bewegung  eines  völlig 
freien  materiellen  Punktes,  es  .ist  aber  leicht,  sie  auf  einen 
materiellen  Punkt  aus  zu  dehnen,  der  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bewegen.  Hierzu  ist  es 
hinreichend,  wie  im  Falle  des  Gleichgewichtes  ({.  36),  zu  den 
gegebenen  Kräften ,  welche  auf  den  Körper  wii'ken  ,  noch  eine 
Kraft   von   unbekaunler  Gröfse   hinzu   zu  fügen,    welche   den 
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Widerstantl  der  Oberfläche  vorslellt.  Diese  Kraft  slelil:  auf  der 
gegebenen  Oberfläche  senkrecht ;  ich  bezeichne  sie  durcli  A^, 
und  durch  X,  fii y  Vy  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Verlän- 
gerungen der  Coordinaten  x,  y,  z  des  Körpers  einschliefst. 
Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 

1^  t=  r  +-  N  C08  /»  >  (3) 

d'^z 

rf72=-^+A^C08^ 

Bezeichnet  man  durch  IjZzzq  die  Gleichung  der  gegebenen 
Oberfläche  9  und  setzt  zur  Abkürzung 

^    —    —    \dx'^    "*"    c/j2     "T    -d^2j  , 

SO  hat  man  zu  gleicher  Zeit  (^^.21) 

.  rrdL  j^dL  dL 

cos  A  =    V  -y—  ,     cos  Li=:  y  -T— ,     cos  1/  =  f^  -7—  . 

dx  dy  dz 

Hat  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (3)  substituiert^ 
so  eliminiert  man  das  Produkt  'JSIV  aus  denselben;  die  hier- 
aus entstehenden  zwei  Gleichungen,  verbunden  mit  i  =  o, 
dienen  dazu ,  x  ^  y  ^  z  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen. 
Man  kann  alsdann  aus  einer  der  Gleichungen  (3),  oder  aus 
einer  beliebigen  Verbindung  dieser  Gleichungen,  den  Wertli 
von  iV/^  finden,  und  da  iV  immer  eine  positive  Grüfse  seyn 
mufs,  so  findet  man  din-ch  das  Zeichen  dieses  Produktes  das 
Zeichen  von  /^,  wodurch  die  senkrechte  Kraft  iV  und  die 
Richtung,  nach  welcher  sie  wirkt,  vollkommen  bestimmt  sind. 

Wenn  der  Körper  gezwiuigen  ist,  sich  auf  zwei  gege- 
benen Oberflächen  oder  auf  der  krummen  Linie,  in  welcher 
sie  sich  schneiden ,  zu  bewegen ,  so  kann  man  ihn  noch  immer 
wie  einen  völlig  freien  betrachten,  sobald  man  zu  den  gege- 
benen Kräften  zwei  unbekannte  Kräfte  N  und  iV'  lünzu 
fiigt,  welche  senkrecht  auf  diesen  Oberflächen  stehen.  Be- 
zeichnet man  durch  A,  /f,  Vy  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tungen der  ersten,  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x,  y^  z 
bestimmen,  und  durch  A',  /*',  y',  die  Winkel,  welche  der 
zweiten  entsprechen,  so  hat  man 
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^  =  X  +  iVco»  i  +  JV' coeA' 
^  =:   Y -l- N  CM  ft -{- N' CO»  ft'    }  (4) 

3-5-  =  Z  "^  NcoBv  '{'  N'  cosy' 

für  die  Gleichungen  der  Bevregung«  Ist  Lzi^o  die  Oleichung 
der  Oberfläche 9  deren  Widerstand  N  ist^  und  bezeichnet  man 
durch  jL'  =  o  die  der  Obeirfläche^  welcher  N'  entspricht^  so 
sind  die  Werthe  von  cos  X9  cos  /i,  cos  Vf  dieselben,  \vie 
früher,  und  die  von  cos  X',  cos  f*,  cos  p  ,  können  dafaus 
abgeleitet  werden,  wenn  man  f^  und  L  in  f^'  und  L'  um- 
ändert. Hat  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (4)  substU 
tuiert,  so  eliminiert  man  die  Produkte  NF'  und  N'V.  Die 
hieraus  entstehende  Gleichung  und  die  Gleichungen  L:=zOy 
L'  z=zo  dienen  alsdann  dazu,  die  Werthe  von  x^y^  Zj  als 
Functionen  von  /,  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  fin- 
det man  aus  zweien  der  Gleichungen  (4)  die  Werthe  von 
JV^  und  N'F'j  deren  Zeichen  dieselben,  vrie  die  von  y 
und  fr'  seyn  werden ,  und  auf  diese  Weise  erfährt  man  den 
Werth  der  senkrechten  Kräfte  N  und  N\  und  die  Richtung, 
nach  welcher  sie  wirken.  Ihre  Mittelkraft  ist,  der  Gröfse 
und  Richtung  nach,  der  Widerstand  der  krummen  Linie,  auf 
welcher  der  Körper  sich  bewegen  muls. 

152. 
Um  den  Gleichungen  (4)  eine  einfachere  Gestalt  zu  geben, 
sey  m  die  Masse  des  Körpers,  und  mP  der  Druck,  den  er 
während  seiner  Bewegung,  auf  die  krumme  Linie,  die  er  be- 
schreiben mufs,  ausübt.  Man  bezeichne  durch  II,  11',  ü" 
die  Winkel ,  welche  die  Richtung  dieser  Kraft  mit  den  nach 
der  positiven  Seite  hin  verlängerten  Coordinaten  x,  y^  z 
dieses  Punktes  einschliefst;  der  Widerstand,  welchen  die 
krumme  Linie  der  Bewegung  des  Körpers  entgegensetzt,^ 
eine  beschleunigende  Kraft  betrachtet,  ist  gleich  P  und  ihm 
entgegengesetzt.  Verbindet  man  denselben  mit  den  gegebenen 
Kräften  X,  Y,  Z,  welche  auf  den  Körper  wirken,  so  haben 

wir,  statt  der  Gleich luigen  (4), 

15 
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|^  =  x-PcoBn 

^=  Y-P  cosn'\  (5) 

-^  =  z-p  cosn 

Die  Richtung  der  Kraft  P  ist  nicht  a  priori  bekannt, 
man  'weifs  blos,  dafs  sie  auf  der  gegebenen  krummen  Linie 
sebkrecht  steht.  Hieraus  folgt 9  dafs  der  Cosinus  des  Winkels, 
welcher  zwischen  dieser  Richtung  und  der  Berührungslinie 
der  Trajectorie  enthalten  ist  ^  gleich  Null  seyn  mufs.  Hier- 
durch erhSlt  man 

dx  --r    ,    dy  TTf     I    ^^  TT  ff  /  \ 

--r—   cos   11   -4-    -y-    cos   11      +   -7-    COS  11       =   O  (6) 

ds  ds  ds 

Die    Winkel    H,  II',    II"    sind    aufserdem    durch    die 

Gleichung 

cos2  II  -I-  cos2  n'  +  cos^  n"  =  1 

unter  einander  verbunden. 

Eliminiert  man  P,  IT,  II',  II'  aus  diesen  Gleichungen, 
indem   man  die  Gleichungen  (5)   zusammen  addiert,  nachdem 

dx    dy    dz 
sie  mit   -z-j  -^— >  "T"  multipliciert  worden  sind,  beriicksiclitigt 
ds     ds     da 

man  die  Gleichung  (6)    und  setzt  zur  Abkürzung 

so  hat  man  alsdann 

dxd^x  -|-  dyd^y  -}-  dzd^z    

dsdt^  ~   ^' 

DifiEerentiiert  man  die  idmtische  Gleichung 
dx^  -f  dy^  +  dz^  _  ds^ 
dt^  ~dt^' 

und  dividiert  man  durch  2c25,    so  sieht  man,   dafs  der  erste 

d^s 
Theil    der    vorhergehenden  Gleichung   dasselbe  ist   wie  -7— jr, 

dt^ 

man  hat  also  einfach 

äT^^v  (7) 
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Die  Kraft  tp  ist  die  Summe  der  Seiteuki*äfte  der  gegebe- 
nen Kräfte,  nach  der  Rklitiiug  der  Tangente  der  Trajectorie 
und  diese  Seitenkräfte  miifs  man  als  positive  oder  negative 
Grüfsen  ansehen,  je  nachdem  sie  den  Bogen  «,  welchen  der 
Körper  beschreibt,  zu  vergrofsern  oder  zu  vermindern  streben. 
Die  Gleichung  (7)  sagt  daher,  dafs  bei  der  krummlinigen,  wie 
«bei  der  geradlinigen  Bewegung,  die  Kraft,  welche  auf  den 
Körper  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  wirkt,  dem  zweiten 
DüTerentialcoeificienten    des    durchlaufenen  Raumes   gleich  ist, 

und  da  V  =  — ,   so  kann  man  auch  sagen,  dafs  diese  Kraft 

dem  ersten  Dififerentialcoefficienten  der  eiiangten  Geschwindig- 
keit V  gleich  ist. 

Da  diese  Gleichung  vom  Widerstände  der  krummen  Linie 
völlig  unabhängig  ist,  so  gilt  sie  für  die  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes ,  der  völlig  frei  -ist ,  und  für  die  eines  materiel- 
len Punktes,  der  auf  einer  krummen  Oberfläche  bleiben  mufs; 
diese  Gleichung  wird  aber  besonders  in  dem  Falle,  wenn  sich 
der  materielle  Punkt  auf  einer  gegebenen  krummen  Linie  be- 
wegt, von  Nutzen  seyn.  Aus  den  Gleichungen  dieser  krum- 
men Linie  findet  man  die  Werthe  von  x^y^zin  Functionen 
von  s  ausgedrückt,  und  nachdem  man  sie  in  die  Gleichung 
(7)  substituiert  hat,  so  braucht  man  nur  noch  diese  Gleichung 
der  zweiten  Ordnung  zwischen  s  und^  zu  integrieren.  ,  Die 
beiden  willkührlicheu  Constanten,  welche  ihr  Integral  enthält, 

kann  man  vermitielst  der  Werihe  von  s  und  -7-,  welche  dem 

Werihe  t  =:  o  entsprechen,  bestimmen,  dl  h.  vermittelst  der 
anfänglichen  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Körpers.  Sind 
die  di*ei  Coordinaten  x,  y,  z,  als  Functionen  von  ^,  vermöge 
des  Integrals  1  der  Gleichung  (7)  verbunden  mit  den  zwei  ge- 
gebenen Gleichungen  der  Trajectorie  bestimmt,  so  geben  die 
Gleichungen  (5),  für  jeden  beliebigen  Augenblick,  die  drei 
Seitenkräfte  des  Druckes  P,  welchen  die  krumme  Linie,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegen  mufs,  erleidet.  Im  folgen- 
den Kapitel  findet  man  eine  einfachere  Bestimmung  dieser  . 
Kraft,   ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach. 


15 
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II.     Wichtigste  Folgen  iev  voriiergelienden  Formeln. 

153. 
Wenn  der  Körper  durch  eine  Kraft  getrieben  wird,  welche 
nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist,  so  erhält  man  unmittel- 
bar drei  erste  Integrale  der  Gleichungen  (2).  Hierzu  verlege 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  Xy  y^  z  in  diesen 
Punkt ,  stelle  die  Krafe ,  welche  den  Körper  treibt ,  ihrer 
Gröfse  und  Richtung  nach,  durch  den  Radius  Vecjor  dar, 
und  construfere  das  Parallelopipedum,  dessen  Diagonale  dieser 
Radius  ist,  und  de«sen  drei  zusammen  stofsende  Seiten  auf 
den  Axen  der  x,  y,  z  liegen.  Die  drei  Coordinaten  at,  y,  z 
des  Körpers  werden  die  Längen  dieser  drei  Seiten  seyn,  und 
die  drei  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kraft  darstellen,  so  dafs  man 

X  :   Y  :  Z  =   X  :  y  :  z 

hat,  woraus  sich 

Xy  =  Yx,     Zx  =  Xz,     Yz  =  Zy 
erglebt.      Aufserdem   können   die    Gleichungen  (2)   durch   fol- 
gende ersetzt  werden : 

yd^x  —  xd^y  =  {Xy  —  Yx)  dt^   J 
^d^z  —  zd^x  =  [Zx  —  Xz)  dt^   J  (a) 

zd^y  —  yd^z  =  {Yz  —  Zy)  dt^  ) 
Die  zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  sind  aber,  in  Folge 
der   vorhergehenden     Gleichungen,    gleich   Null,    und   da   die 
ersten  Theile   die  Differentiale  von  ydx  —  xdy ,  xdz  —  zdx^ 
j^dy — ydz  sind,  so  hat  man,  wenn  man  integriert, 

ydx  —  xdy  =  cdt      ^ 
xdz  —  zdx  =  cdt     \  (h) 

zdy  —  ydz  =  c"dt    } 
wo  c,  c',  c"  willkührliche  Constanten  bedeuten. 

154. 
Um  den  Lehrsatz  auszusprechen,  der  in  den  ersten  Inte- 
gralen 3er  Gleichungen  der  Bewegung  enthalten  ist,  betrachte 
man  die  Projection  JMB  (Fig.  38)  der  Trajectorie  des  Kör- 
pers auf  die  Ebene  der  Coordinaten  x  und  y^  deren  Axen 
Ox  und  Oy  sind.     Am  Ende  der  Zeit  t  sey  M  ^ie  Projection 
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H  Körpers,  OP  und  MP  seine  Abscisse  x  und  Ordinate^, 
d  da  C  der  Punkt  ist,  wo  diese  krumme  Linie  die  Axe  Oy^ 
hneidet,  so  nenne  man  u  den  Sector  COM,    p  die  Fläche 
OPMj   q  das  Dreieck  OPM,  so  hat  man 

u  =  p  —  qy    q  z=z  ixy. 
Ist  M'    die   Frojection   des.  Körpers    am  Ende   der  Zeit 
'   Kdf/,  so  ist  MOM*  die  Fläche,  welche  der  Radius  Vector 
u(eser  Frojection,  während  der  Zeit  dt^   beschreibt,   dies  ist 
auch  das  Differential  von  u  oder  p  —  q,  und  da 
dp  ==  ydx^    dq  z:z  i  xdy  -f-  \y^^^ 

so  hat  man 

du  z=i  \  (jydx  —  xdy). 

Die  erste  Gleichung  (&)  sagt  daher,  dafs  die  Fläche,  welche 
der  Radius  Vector  der  Frojection  M  des  Körpers,  während 
jedes  Zeitmoments  dt  beschreibt,  eine  beständige  Gröfse  und 
gleich  \cdt  ist;  daher  ist  auch  die  Fläche,  welche  wälirend 
einer  Zeit  t  besclirleben  wird,  dieser  Veränderlichen  propor- 
tional und  gleich  \ct.^  Die  Flächen,  welche  in  dieser  Zeit 
durch  die  Radius  Vector  der  Frojectionen  des  Körpers  auf  die 
Ebenen  der  x  und  Zy  und  der  y  und  Zy  beschrieben  werden, 
sind  ebenso  gleich  ict  und  \c't. 

Hieraus  l^ann  man  den  Scblufs  ziehen,  dafs,  wenn  ein 
materieller  Punkt  einer  Kraft  unterworfen  ist,  die  beständig 
nach  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  die  Flächen, 
die  der  Radius  Vector  seiner  Frojection  auf  irgepd  eine 
Ebene,  welche  durch  diesen  Funkt  geht,  um  diesen  Punkt 
beschreibt,  den  Zeiten,  die  während  ihrer  Beschreibung  ver- 
flössen  *sind ,  proportional  sind*  Hat  umgekehrt  diese  Eigen- 
scliaft  in  Beziehung  auf  drei  rechtwinklige  Ebenen  statt,  die 
durch  den  Mittelpunkt  der  Flächen  gezogen  sind,  so  kann 
man  hieraus  schliefsen ,  dafs  die  Kraft,  oder«  die  Mittelkraft 
der  Kräfte,  welche  den  Körper  treiben,  immer  nach  diesem 
festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist.  Denn  sind  die  Gleichungen 
(&)  gegeben,    so  hat  man,   wenn  man  sie  dlfferentiiert, 

yd^x  —  xd^y  z=  o ,     xd^z  —  zd^x  z=zo,     zd^y  —  yd'^z  =  o ; 

in   Folge   der   Gleichungen    (a),    welche    die    einer  beliebigen 
Bewegung  sind;  man  hat  daher  audi 

Xy  =  Yxy    Zx  =  X5,     Yz  =  Zy, 
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daher  verhalten  sicli  die  Kräfte  X,  Y j  Z  zu  einander,  wie 
die  Coordinaten  x^  y ,  z  des  Körpers  \  dies  ist  hinreichend, 
damit  ihre  Mittelkraft  immer  nach  dem  Anfangsx^nnkte  der 
Coordinaten  gerichtet  sey.  Uebrigens  kann  diese  Kraft  eime 
anziehende  oder  abstofsende  seyn,  d.  h.  sie  kann  nach  dem 
Radius  Vector  des  Körpers ,  oder  nach  seiner  Verlängerung 
wirken. 

155. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  einer  Kraft  unterworfen  ist, 
welche  nach  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  ist  es 
offenbar,  dafs  seine  Trajectorie  eine  ebene  krumme  Linie 
seyn  wird,  weil  kein  Grund  vorhanden  ist,  weswegen  er 
eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  aus  der  Ebene 
heraus  treten  sollte,  die  durch  die  Richtung  seiner  anfänglichen 
Geschwindigkeit  und  den  festen  Mittelpunkt  geht.  Dies  kann 
man  auch  aus  den  Gleichungen  {b)  ableiten.  Denn  addiert 
man  sie,  nachdem  man  sie  durch  z^y,  x  mnltipliciert  und 
ivxch  dt  dividiert  hat,  so  erhält  man 

c  y  ^  c  X  zzz  o. 

Man  kann  diese  Ebene  für  die  der  x  und  y  nehmen, 
die  Fläche  welche,  durch  den  Radius  Vector  des  Körpers,  in 
der  Ebene  der  Trajectorie  beschrieben  wird,  ist  daher  der 
Zeit  proportional,  und  aufserdem  reduciert  sich  der  vorher- 
gehende Lehrsatz  auf  diese  Proportionalität.  Denn  hat  sie 
für  die  Fläche  statt,  welche  auf  der  Ebene  der  Trajectorie 
beschrieben  wird,  so  gilt  sie  aiich  für  diejenige  Fläche  welche, 
durch  den  Radius  Vector  der  Projection  des  Körpers  auf  jede 
andere  Ebene,  beschrieben  wird.  Denn  diese  andere  Fläche 
ist  nichts  Anderes,  als  die  Projection  der  ersten  auf  diese 
Ebene,  und  wir  wissen  ($.  10),  dafs  die  Projection  einer  ebe- 
nen Fläche  ein  beständiges  Verhältnifs  zu  der  projici^rten 
Fläche  hat. 

156. 
Die  unendlich  kleine  Fläche  MOM'  kann  ebenfalls  durch 
Polarcoordinaten  ausgedrückt  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
bezeichne  man  durch  r  den  Radius  Veclor  OMj  und  durch 
&  den  Winkel  MOxy  den  er  mit  der  Axe  der  x  einschliefst. 
Man  beschreibe  aus  dem  Punkte  O  als  Mittelpunkt  den  Kreis- 
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bogen  AIN ,  welcher  im  Punkte  N  den  Radius  Veclor  OM' 
schneidet^  der  dem  Winkel  &  —  d&  enlspnclit,  und  dessen 
Länge  rc?^  ist.  Der  Ausschnitt  MON  ist  gleich  lr^d&  und 
kann  für  die  Fläche  MOM'  genommen  werden,  wenn  mau 
die  Fläche  MNM\  die  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist;  vernachlässigt.     Man  mufs  daher 

ydx  —  xdy  =  r^dd' 
haben;   welcher  Gleichung  man  wirklich  durch  die  Werthe 

X  'TZ  r  cos  -ö*,    y  =  r  sin  ^ 
und  ihre  Differentiale ,  welche  nemlich 

dx  =  cos^c?r  -|-  r  ^iad'dd' 

dy  =  sin  d'dr  —  r  cäs  ^d^ 

sind;  da  hier  das  DiiTerential  von  &  gleich  — dS'hXj  Genüge 

leistet.     Auf   diese  Weise   nimmt  die  erste  Gleichung  (6)  die 

Gestalt 

r^dd'  —  cdt 

an,  unter  welcher  man  sie  gewöhnlich  anwendet. 

Ebenso  kann  man  das  Element  der  krummen  Linie  in 
Polarcoordinaten  ausdrücken«  Bezeichnet  man  den  Bogen  CM 
durch  0;  und  dieses  Element  durch  doy  so  hat  man  zu  glei- 
cher Zeit 

MM'  —  doy     MN  =  rd&,    NM'  =  dr, 
betrachtet  man  MN M'  wie  ein  geradliniges. Dreieck;   das  in 
N  einen  rechten  Winkel  hat,   so  findet  man  hieraus 

dG^  =  dr^  +  r^d&^, 
was  man  auch  aus  der  Formel 

da^  =  dx^  +  djy^ 
vermittelst   der  vorhergehenden  Werlhe  von  dx  und  dy  ab- 
leiten .  kann. 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit;  dafs  bei  einer  ebenen 
Trajectorie  die  Seitengeschwindigkeilen  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers  nach  der  Verlängerung  MO'  des  Radius  Veclor 
MO  und  nach  der  Richtung;  die  auf  diesem  Radius  senk- 
recht steht;  durch 

dr       rd& 

dJ'       dt 
ausgedrückt  werden.    Denn  der  Winkel  O'M  T,  welchen  diese 
Verlängerung    mit    der    Tangente    itf  2'    einschliefst;    ist   das 
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Complemenl  de6  Winkels  M  des  Dreiecks  M'MN ',   hier  hat 
man  also 

cosO'Jtfr  =  ~,     8inO'JHr=^, 

aa  da 

und  wenn  man   diesen   Cosinus  und  diesen  Sinus  durch  die 

Geschwindigkeit  -771  die  nach  jlf  2^  gerichtet  ist,  multipliciert, 

so   bat  man   die   Seitengeschwindigkeiten,    von   welchen    die 

Rede  ist.     Man   kann   sie   oft  mit  Nutzen  gebrauchen«    Sie 

dx  '       dv 
sind  von  den  Seitengeschwindigkeiten  -7-  und  ~  darin  ver- 

dt  dt 

schieden,  dafs  die  Richtungen  fester  sind,  während  die  der 
vorhergehenden  sich  mit  der  Lage  des  Körpers  ändern« 

Die  Geschwindigkeit  — -,  mit  welcher  der  Radius  Vector 

OM  den  Winkel  COM  beschreibt,  welcher  von  einer  festen 
Linie  aus  gerechnet  wird,  ist  das,  was  man  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  nennt«    Man  kann  sie,  wie 

man  sieht,  aus  seiner  Geschwindigkeit  ■   ,    ■,  die  er  senkrecht 

dt 

auf  OM  hat,  ableiten,  indem  man  diese  durch  die  Länge 
dieses  Halbmessers  dividiert« 

157. 
Ich  komme    jetzt  auf  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung zurück« 

Addiert  man  die  Gleichungen  (5)  des  $«152,  nachdem 
man  sie  mit  dxj  dy^  dz  multipliciert  hat,  berücksichtigt  man 
die  Gleichung  (6)  in  demselben  $.  und  bemerkt,  dafs 

dxd^x  -{-  dyd^y  -f-  dzd'^z  _  ,  ,  da^  _  t  ^     2 

dt^  ^      dt^        ^ 

ist,  so  folgt  hieraus 

id.P^  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz.  (c) 

Man  nehme  an,  dafs  die  Ausdrücke  für  die  gegebenen 
Kräfte  JSC,  Y",  Z  weder  die  Zeit  tj  noch  die  Geschwindigkeit 
V  entwickelt  enthalten,  und  dafs  die  Formel  (c),  'wenn  man 
X,  y,  z  als  unabiiängige  Veränderliche  betrachtet,  ein  voll- 
ständiges Differential  sey;   man  setze  daher 

Xdx  -f  Ydy  -f-  Zdz  =  d.F(x,  y,  ä), 
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wo  JP  eine  gegebene  Function  bedeutet.  Integriert  man  die 
Gleichung  (c)^  und  bexeicfanet  durch  C  die  willkührliche  Con- 
etante,  so  hat  man 

XJm  diese  Constante  zu  eliminieren^  seyen  a^  by  Cf  h  die 
anfönglichen  Werthe  von  x^  y^  z^  v,   so  hat  man 

12  —  2F{a,  6,  c)  +  C, 
und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abzieht, 
P^  =z  l^  +  2F{x,y,  z)  —  2jP(a,  6,  c).  {d) 

Da  dieses  Resultat  vom  Widerstands  N-  der  krummen 
Linie  unabhängig  ist,  welcher  der  Kraft  P,  die  in  den  Glei- 
chungen, aus  welchen  das  Resultat  abgeleitet  wurde,  vorkommt, 
gleich  und  entgegengesetzt  ist ,  so  folgt  hieraus ,  dafs  es  sowohl 
bei  der  Bewegung  ein<es  völlig  freien  materiellen  Punktes  statt 
hat,  als  auch  bei  der  Bewegung  auf  einer  Oberfläche  oder 
einer  gegebenen  krummen  Linie. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Gleichung  (<2)  ist  die,  dafs 
die  Geschwindigkeit  constant  und  die  Bewegung  gleichförmig 
ist,  sobald  der  Körper  durch  keine  gegebene  Kraft  getrieben 
wird.  Denn  die  Function  F  ist  alsdann  Null,  und  man  hat 
^  =  it,  mag  nun  die  Bewegung  auf  einer  Oberfläche  oder 
einer  gegebenen  krummen  Linie  statt  hAben^  oder  derKöiper 
völlig  frei  seyn. 

Diese  Gleichung  zeigt  uns  aufserdem,  dafs,  in  der  Voraus- 
setzung, welche  man  über  die  Natur  dei-  Kräfte  _X,  Y",  Z 
gemacht  hat,  der  Zuwachs  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers,  wenn  er  aus  einer  Lage  in  die  andere  kommr, 
immer  derselbe  ist,  wie  auch  die  krumme  Linie ^  die  er  be- 
schreibt, beschaffen  seyn  mag,  und  nur  von  den  Cöordinaten 
a,  6,  c,  Xy  y,  z  der  zwei  äufsersten  Punkte  abhängt.  Wenn  diese 
krumme  Linie  gegeben  ist,  oder  auch,  wenn  der  Körper  ge- 
zwungen ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bewegen, 
80  kann  man  für  h  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  nehmen, 
die  nach  der  Tangente  dieser  krummen  Linie  oder  dieser 
krummen  Fläche  gerichtet  ist.  Wenn  der  Stofs,  der  auf  den 
Körper  im  Anfang  der  Bewegung  ausgeübt  wird,  nicht  diese 
Richtung  hat,  so  kann  man  ihn  in  zwei  andere  zerlegen,  von 
welchen  die  eine   nach    der  Normalen,    die    andere'  nach  der 
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» 

Tangente  gerichtet  ist,  die  erste  Kraft  wird  durch  den  Wider- 
stand der  gegebenen  krummen  Linie  oder  krummen  Fläche 
aufgehoben,  und  die  zweite  bringt  die  Geschwindigkeit  i  her- 
vor^ und  bestimmt  deren  Richtung« 

Bezeichnet  man   durch   C  eine   willkührliche  Constante^ 
so  ist  die  Gleichung 

die  einer  Oberfläche,  welche  mit  gleicher  Geschwindigkeit  von 
allen  Körpern  erreicht  wird,  die  von  denselben  Kräften  ge- 
trieben werden,  und  von  dem  Pimkte,  dessen  Coordinaten 
a ,  b,  c  sind ,  nach  verschiedenen  Richtungen  und  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  i  ausgegangen  sind.  Wenn  z.  B.  diese  Kör- 
per nur  von  der  Schwerkraft  getrieben  werden,  so  ist  diese 
Gleichung  die  einer  horizontalen  Ebene. 

In  dem  Falle,  wenn  eine  krumme  Linie  gegeben  ist,  kann 
man  aus  ihren  Gleichungen  die  Werthe  von  ^,  y,  z,  in 
Functionen   des  Bogens   s   ausgedrückt ^    ableiten,    substituiert 

ds 

man  sie  in  die  Gleichung  (d)  und  setzt  —  an  die  Stelle  von 

Pf   80  findet  man 

dt  z=  S.dßi 

wo  S  eine  gegebene  Function  von  s  ist.  In  diesem  Falle  ist 
daher  die  Bestimmung  der  Zeit,  in  einer  Function  des  durch- 
laufenen Raumes  ausgedrückt,  auf  die  Integration  eines  gege- 
benen DüFerentials  zurück  geführt.  Aber  die  Voraussetzung, 
auf  welche  die  Gleichung  (d)  gegründet,  ist ,  und  daher  auch 
diese  Gleichung,  haben  nicht  statt,  wenn  der  Körper  den 
Widerstand  eines  Mittels  erleidet,  welcher  eine  Kraft  ist, 
die  von  der  Geschwindigkeit  abhängt;  ebendies  wird  der  Fall 
seyn ,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punk- 
tes handelt ,  der  von  anderen  Funkten ,  die  selbst  in  Bewe- 
gung sind^  angezogen  oder  abgestofsen  wird,  durch  welchen - 
Umstand  die  Zeit  t  in  den  Wertheü  von  Xy  Y",  Z  ent- 
wickelt erscheinen  würde.  In  beiden  Fällen  kann  man, 
wenn   die  Trajectorie   eine   gegebene   krümme  Linie  ist,    die 

ds 
Gleichung  (c)  anwenden,   in   welcher  man  -7—  statt  p  setzen 

(t  t 

kann,   und   die   sich  alsdann   in   die  Gleichung  (7)  des  §,152 

verwandeln  wird. 
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158, 
Die  Formel 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

wird,  wie  es  eben  aDgenommen  wurde,  ein  vollständiges  Dif- 
ferential seyn,  sobald  der  Körper  von  festen  Punkten,  ange- 
zogen oder  abgestofsen  wird,  und  die  Gröfsen  dieser  Kräfte 
werden  durch  Functionen  des  Abstandes  von  den  Mittelpunk- 
ten ,  von  welchen  sie  ausgehen,  ausgedrückt  werden. 

Seyen  nemlich  ^^  fy  S  ^^^  ^^^  Coordinaten  eines  der 
festen  Mittelpunkte,  die  auf  dieselben  Axen  wi«  Xj  y^  z  be- 
zogen sind.  Man  bezeichne  durch  r  den  Abstand  des  Kör- 
pers von  diesem  Punkte,  so  hat  man 

r2  =  (e- *)2 -f- (/_y)2  +  (g-_;=)2 

und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  gerade  Linie  r 
mit  den  Axen  einschliefst,  die  durch  den  Körper  nach  den 
Richtungen  der  positiven  x ^  y  j  z  gezogen  sind,  sind  die  Ver- 
hältnisse von  e  —  X  ,  f — y^  g  —  z  zu  r.  Bezeichnet  man 
daher  durch  R  die  anziehende  Kraft,  die  vom  Körper  nach 
diesem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  sind  die  Werthe 
ilirer  drei  Seitenkräfte 

R{e  —  x)       R{r—y)      ^(g—^) 
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r  r  r 

und  daher  ist  der  Theil  von  Jüdx  -|-  Ydy  -f-  ZdZy  welcher 
von  Ä  herrührt, 

—  \S.e  —  x)dx^{f—y)dy^{g  —  z)dz'\. 

Dliferentüert  man  aber  den  Werth  von  r^,  so  hat  man 

rdr  =  —  {e  —  x)  dx  —if—y)  dy  —  {g  —  z)  dz y 

wodurch  die  vorhergehende  Gröfse  in  ^  Rdr  übergeht. 
Wenn  die  Kraft,  welche  von  dem  festen  Mittelpunkte  aus- 
geht, eine  abstofsende  ist,  so  ist^  es  hinreichend,  das  Zeichen 
dieser  Gröfse  zu  ändern,, welche  daher  Rdr  wird,  wenn  man 
in  allen  Fällen  R  wie  eine  positive  Gröfse  betrachtet.  Hier- 
aus schliefst  man,  dafs,  wenn  der  Körper  durch  eine  Anzahl 
von  Kräften  R,  R\  i? ". . .  getrieben  wird ,  welche  von  festen 
Punkten  ausgehen,  deren  Abstände  von  diesem  materiellen 
Punkte  r,  r',  r'\  . .  sind,  so  hat  man 

Xdx'\-  Ydy  -f-  Zdz  =  ::p  Rdr  =i=  R'dr'  =p  R*'dr"  —  ... 
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WO  die  oberen  Zeichen  im  Falle  einer  Anziehung  und  die 
unteren  im  Falle  einer  Abstofsupg  gelten.  Nimmt  man  aber 
an,  dafs  jede   dieser  Kräfte  eine  gegebene  Function  des  ent- 

m 

sprechenden  Abstandes  ist,  so  sind  alle  G^eder  des  Werthes 
von  Xdx  -|-  Ydy  -f-  Zdz  Differentiale,  welche  von  einer 
einzigen  Veränderlichen  abhängen  und  daher  wird  diese  For- 
mel ein  vollständiges  Differential  seyn,  was  zu  beweisen  war. 
Auch  sieht  man  hierdurch  und  vermöge  der  Gleichung 
(ß) ,  dafs  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit, 
welcher  von  jeder  der  Kräfte  R^  R\  Ä"  • . .  herrührt,  der- 
selbe seyn  wird,  als  wenn  sie  allein  nur  vorhanden  wäre. 
So  z.  B.  wird  dieser  Zuwachs  in  Beziehung  auf  die  Kraft  Ä 
durch  rp  J3 /!Srfr  ausgedrückt,  wo  das  Integral  so  genommen 
wird,  dafs  es  für  den  Anfangswerth  von  r  verschwindet. 

159. 

In  dem  Falle,  wenn  ein  materieller  schwerer  Punkt  sich 
im  leeren  Baume ,  auf  einer  krummen  Linie  ohne  Beibung  be- 
wegt, geht  die  Gleichung  (rf)  in 

«^2  =  i2  +  2g(z—  c) 
über,  indem  man   durch  g  die  Schwere   bezeichnet  und  die 
Axe  der   positiven    s   vertical  und  nach  der  Bichtung  dieser 
Kraft  ninunt,  so  dafs  man  hat 

X  =  o,      Y  =z  Of     Z  =:  g. 

Sey  ADBC  (Fig.  39)  die  gegebene  krumme  Linie,  B  ihr 
tiefster,  ji  iiir  höchster  Funkt,  welcher  nicht  in  derselben 
Verticalen  wie  B  zu  seyn  braucht,  und  D  der  Ausgangspunkt 
des  Körpers.  Man  verlege  den  Anfangspunkt  der  z  in  diesen 
letzteren  Funkt  und  nehme  an,  dafs  die  anfangliche  Geschwin- 
digkeit h  zu  einer  Höhe  h  gehört,  so  hat  man 

c  z=,  Oy     h^  z=z  2ghy 
und  daher 

v^  =  2g  {h  -f.Ä> 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  der  Körper  im  Punkte  B  an- 
kommt, das  Maximum  der  Geschwindigkeit  dasselbe  sey^ 
wild,  als  wenn  er  von  der  Höhe  A,  vermehrt  um  die  des 
Punktes  D  über  die  horizontale  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
ß  gezogen  ist,,  herabgefallen  wäre.  In  Folge  dieser  erlangten 
Geschwindigkeit  erhebt   sich   der  Körper  längs  BCA^   seine 
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.  Geschwindigkeit  nimmt  fortwährend  ab  j  und  wenn  man  A  =:  o 
hat,  fio  ist  sie  im  Punkte  C\  der  in  derselben  horizontalen 
Ebene  wie  D  Hegt,  Null.  Im  Punkte  C  angekommen,  steigt 
der  Körper  wieder  längs  Cß  herab,  und  wird  so  unaufhör- 
lich von  D  nach  C  und  von  C  nach  D  gehen.  Wenn  die 
Constante  h  nicht  Null  ist,  so  erhebt  sich  der  Körper  über 
den  Punkt  C.  Wenn  die  Höhe  des  Punktes  ^  über  der 
horizontalen  Ebene,  die  D  und  C  enthält,  geringer  ist  als  //, 
so  erreicht  der  Körper  nicht  den  Punkt  ji,  er  bleibt  in 
einem  gewissen  Punkte  C'  stehen,  und  wenn  man  durch  C' 
eine  horizontale  Ebene  zieht,  welche  die  krumme  Linie  in 
einem  anderen  Punkte  D'  schneidet,  so  bewegt  sich  der  Kör- 
per unaufhörlich  von  C  nach  2?'  und  von  D'  nach  C\ 

Die^e  Schwingungen  werden  alle  isochrone  oder  von 
gleicher  Dauer  seyn.  Dies  ist  einleuchtend  in  Rücksicht  auf 
diejenigen,  welche,  nach  derselben  Richtung  geschehen,  auch 
sieht  man^  dafs  die  Dauer  jeder  Schwingung  von  C  nach  X)' 
dieselbe  seyn  wird,  wie  die  einer  Schwingung  von  D'  nach 
C\  wenn  man  bemerkt,  dafs  jedes  Element  der  krummen 
Linie  mit  derselben  Geschwindigkeit  \d.  beiden  Fällen  durch- 
laufen wird.  Diese  gemeinschaftliche  Dauer  aller  ganzen 
Schwingungen  hängt  von  der  Gestalt  der  krununen  Linie  und 
'  der  Gröfse  von  h  ab. 

Wenn  die  Höhe  von  j4  über  der  horizontalen  Ebene, 
die  durch  den  Ausgangspunkt  geht,  gleich  h  ist,  so  nähert 
sich  der  Körper  dem  Punkte  ui  immer  mehr,  erreicht  ihn 
aber  nur  nach  einer  unendlich  grofsen  Zeit.  Ist  diese  Höhe 
gröfser  als  A ,  so  geht  der  Körper  über  den  Punkt  ^  hinaus 
und  durchlauft  den  ganzen  Umring  der  krummen  Linie. 
Kommt  er  wieder  im  Punkte  Z)  an,  so  ist  seine  Geschwin- 
digkeit dieselbe  wie  im  Anfange  der  Bewegung,  und  hieraus 
schliefst  man,  dafs  er  eine  fortdauernde  Reihe  von  Umdre- 
hungen machen  wird,  die  alle  gleiche  Dauer  haben  werden, 
welche  von  der  Gestalt  der  krummen  Linie  und  der  Gröfse 
von  h  abhängt. 

Wenn  die  gegebene  krumme  Linie  zuerst  in  einer  ver- 
ticalen  Ebene  enthalten  ist,  welche  einen  Cylinder  mit  belie- 
biger Grundfläche  berührt,  und  man  wickelt  diese  Ebene  um 
den  Cylinder,   so  dafs  die  gegebene  krumme  Linie  eine  Linie 
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doppelter  Krümmung  \^lrd,  80  lindert  dich  die  schwingende 
oder  umdrehende  Bewegung  des  Körpers  durchaus  nicht;  wenn 
man  annimmt,  dafs  sein  Ausgangspunkt  und  seine  anfängliche 
Geschwindigkeit  dieselben  bleiben.  Denn  alsdann  hängt  der 
als  Function  vpn  8  gegebene  Werth  von  t^  der,  wie  vorher 
gesagt  wurde  (§,  157),  bestimmt  worden  ist,  nur  von  dem 
als  Function  von  s  gegebenen  Werth  von  z  ab,  dieser  aber 
ändert  sich  nicht,  wie  auch  die  Basis  des  verticalen  Cylinders, 
auf  welchem  die  gegebene  krumme  Linie  gezeichnet  ist,  be* 
schaifen  seyn  mag. 

160. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Gleichung^  (rf)  statt  hat, 
und  der  Körper  nicht  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebe- 
nen krummen  Linie  zu  bewegen,  hat  diejenige,  die  er  beschreibt, 
wenn  er  sich  von  einem  gegebenen  Punkte,  den  ich  yi  nenne, 
nach  einem  anderen  gegebenen  Punkte,  den  ich  B  nenne, 
bewegt,  eine  merkwürdige  Eigenschaft.  Ist  der  Körper  völlig 
frei,  so  ist  das  Integral  fpds,  welches  von'  dem  Punkte  ^ 
bis  zum  Punkte  B  genommen  wird,  kleiner  als  für  jede  an- 
dere krumme  Linie,  die  durch  diese  zwei  Punkte  begränzt 
wird;  mufs  er  sich  auf  einer  gegebenen  Oberflädie  bewegen, 
so  hat  diese  Eigenschaft  der  Trajeclorie  nur  in  Beziehung  auf 
alle  krummen  Linien  statt,  die  auf  dieser  Oberfläche  gezogen 
sind  und  immer  von  den  Punkten  ^  und  B  begränzt  werden. 
In  beiden  Fällen  ist  ds  das  Differentialelenient  einer  beliebi- 
gen krummen  Linie,  die  den  Coordinaten  x,y,  z  entspricht, 
und  V  eine  Function  dieser  drei  Veränderlichen  und  einer 
Conslanten  i,  die  durch  die  Gleichung  (rf)  gegeben  ist. 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes  kommt  darauf  zurück,  zu 
zeigen,  dafs  in  Folge  der  Gleichungen  der  Bewegung,  die  Va- 
riation von  fvds  Null  ist,  wenn  man  die  Gränzen  dieses  In- 
tegrals als  feste  annimmt.  Alsdann  ist  das  Integral  ein  Mini- 
mum oder  ein  Maximum,  und  zwar  wird  immer  das  Minimum 
statt  haben,  wenn  der  Körper  völlig  frei  ist,  denn  es  ist  ein- 
leuchtend, dafs  das  Integral  f%>d8  mit  der  Länge  der  Trajec- 
torie  immer  wachsen  wird  und  kein  Maximum  haben  kann. 

Nach  den  einfachsten  Regeln  der  Variationsrechnung  hat 
man  aber 

d.fpds  z=z ySi^ds,    d.vds  =  S^ds  -}-  v8ds. 
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Aüfserdem  hat  man^  da  dt  das  Element  der  Zeit  i8f| 

dß  =3  pdt, 
also 

ipds  =  i  dtdvK 

Differentiiert   man    die    Gleichung  {d)y    und   ersetzt   die 

Differentiale  dx^  dy^  dz  durch  die  Variationen  dXy  dy  y  dz, 

so  hat  man 

ii.i^^  =  Xix  +   Y9y  +  Z9z. 

Berücksichtigt  man  die  Werlhe  von  cos  A;  cos/*,  cosf/, 
und  bemerkt,  dafs 

dL   -       ,     dfj  .       ,     dL  ^  ._ 

dx  ^     dy     ^     ^     dz 

.ist,    so  geben  die  Gleichiragen  (3)  des  $.151 

tl^x  d^v  t^^z 

Das  Glied  tiVSL  würde  nicht  in  dieser  Gleichung  vor- 
kommen, wenn  der  Körper  völlig  frei  wäre;  wenn  er  sich 
auf  der  Oberfläche  bewegen  mufs,  deren  Gleichung  £  =  o 
ist,  so  ist  dieses  Glied  Null,  denn  da  alle  krummen  Linien, 
die  man  mit  der  Trajectorie  des  Körpers  vergleicht,  ebenfalls 
auf  dieser  Oberfläche  beschrieben  seyn  müssen,  so  hat  man 
SLzzzo^  man  mufs  daher  in  jedem  Falle  dieses  Glied  weg- 
lassen, und  man  erhält 

dt  ^    dt  dt 

Was  das  zweite  Glied  pSds  der  Variation  betrifft,  so 
hat  man 

ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz^ 
und  folglich 

dx  dv  dz 

dd8z=z  — .  ddx  +  -T^ddy  +  -r-*rf^, 
da  *    da  da 

da  nun  da  z=  pdt^   so   erhält  man,  wenn  man  im  zweiten 
Gliede  die  Ordnung  der  Zeichen  d  und  ^  umkehrt, 

vdda  =  ^  ddx  +  ^  d(jy  +  ^  ddz. 
dt  ^    dt       ^  ^  dt 

Vereinigt  man  die  beiden  Theile  des  Werlhes  von  fi.vda^ 
so  erhält  man 


i 
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und  hieraus  folgt 

als  unbestimmtes  Integral  von  d^vds.  Da  man  aber  ange- 
nommen hat,  dafs  die  beiden  äuTseren  Funkte  A  und  B  fest 
sind,  so  müssen  die  Variationen  dxj  9y ^  dz^  -welche  sicli 
auf  dieselben  beziehen ,  Null  seyn,  daher  reduciert  sich  das 
bestimmte  Integral  fä.uds^  -welches  von  dem  Punkte  ^  bis 
zum  Punkte  B  genommen  wird,  und  der  Variation  dfvds 
gleich  ist,  auf  Null,  was  zu  beweisen  war. 

161. 
Wenn  der  Körper,  welcher  sich  auf  einer  krummen 
Oberfläche  bewegen  mufs,  durch  keine  gegebene  Kraft  getrie- 
ben wird,  so  ist  seine  Geschwindigkeit  constant  ($.157);  das 
Integral  fvda  ist  daher  das  Produjkt  vs^  Der  Bogen  «,  den 
der  Körper  beschreibt,  ist  hiernach,  im  Allgemeinen,  die 
kürzeste  Linie  zwischen  den  Punkten  A  und  JS,  und  es 
folgt  aus  der  Einförmigkeit  der  Bewegung,  dafs  der  Körper 
sich  in  diesem  Falle,  von  einem  Punkte  zum  anderen  in 
einer  kürzeren  Zeit  bewegt,  als  wenn  er  gezwungen  wäre, 
auf  der  gegebenen  Oberfläche,  jede  andere  krumme  Linie 
als  die  Trajectorie  zu  beschreiben.  Ist  diese  Oberfläche  von 
allen  Seiten  geschlossen,  wie  z.B.  eine  Kugel,  so  sind  die 
Punkte  A  und  B  die  Endpunkte  zweier  Bogen  eines  gröfsten 
Kreises,  von  welchen  der  eine  gröfser,  der  andere  kleiner  ist, 
als  alle  Bogen  kleiner  Kreise,  die  zwischen  denselben  Funkten 
enthalten  sind,  und  der  Körper  kann  den  einen  oder  den 
'anderen  dieser  zwei  Theile  eines  grofsen  Kreises  beschreiben, 
je  nachdem  die  anfängliche  Geschwindigkeit  it,  die  nach  der 
Tangente  der  Kugel  wirkt,  gerichtet  ist. 

Man  kann  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  unter 
einer  Form  darstellen,  welche  die  Eigenschaft  det  kürzesten 
Linie  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zeigt,  die  darin  besteht, 
dafs  ihre  Kriimmungsebene  für  jeden  Punkt  senkrecht  auf 
dieser  Oberfläche  steht. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Kräfte  X,  F,  Z  Null  sind, 
80  reducieren  sich  die  Gleichungen  (3)  des  {.151  auf 

—  z=  JV  C08  A,    -j^  =  iV  cos  /e,    j^  =  N  cos^. 
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Da  V  eine  bestandige  Gröfse  und  vt  z=z  s  \9ty  so  hat  man 
^  d^x       d^Y  ^  d^y      d^z 


d'^x  _     2  d^       d^  —2^       ^  _        ^^« 


wenn  man  den  Bogen  a  für  die  unabhängige  Veränderliche 
nimmt ;  dies  angenommen ,  kann  man  die  vorhergehenden 
Gleichungen  durch  die  folgenden  ersetzen: 

dxd^y  — ^  dyd^x         N    /'dx  dy  \ 

dT^ =  -»  KTb  ''^f'  -  57  '""  V 

dzd^x  —  dxd^z         JV    ^dz  dx 

=   — r    I   -^-   CO«   A  —    -; —   cos  P 


ds^  p^   \d8  da 

dyd^z  —  dzd^y         N  /"dy  dz 
.   ,    =  "^  (  "j~"  <^ös  1/  —  V-  cos 


) 


die   leicht   daraus   abgeleitet  werden   kann.     Man  addiere  sie, 

nachdem  sie  mit   cos   y,  cos  /«,  cos  X   muldpliciert  worden 

sind;    die    Gröfse    N  verschwindet    alsdann ^    lind    man  hat 

einfach 

dxd^y  —  dyd^x              ,    dzd^x  —  dxd^z  ] 
__ cos  V  +  — cos  ,.  ( 

,     dyd^z  —  dzd^y         ,  (    ^^^ 

+  dTS cos  A  =  o  ) 

Nach  den  Werthen  von  cosA,  cos  ^^  cosy,  die  in  f.  151 
^  angefahrt  worden  sind,  hat  man  also 

dxd^y  —  dyd^x    dL        dzd^x  —  dxd^z    dL 

ds^  dx  da^  'dy      \  ( f\ 

dyd^z  —  dzd^y  dL^   _  ^  ^^ 

"^  ds^  dz     ~  "" 

als  zweite  Differentialgleichung  der  Trajectorie.  Man  substi- 
tuiert in  diese  Gleichung  den  Werth  einer  der  drei  Coordi- 
naten  x  y  y  j  z^  als  Function  der  beiden  anderen  ausgedrückt, 
welchen  man  aus  der  Gleichung  Lzzzo  der  gegebenen  Ober- 
fläche ableitet,  auf  welcher  die  krumme  Linie  gezogen  seyn 
mufs;  man  integriere  alsdann  die  hieraus  entspringende  Glei-» 
chung  mit  zwei  Veränderlichen  und  bestimme  die  zwei  will- 
kührlichen  Constanten,  welche  das  Integral  enthält,  indem 
'  man  die  krumme  Linie  durch  die  zwei  Punkte  A  und  B 
der  gegebenen  Oberfläche  gehen  läfst.  Die  Gleichung,  welche 
man  auf  diese  Weise  erhält,  und  die,  wie  man  sieht,  von  der 

16 
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Gröfsö  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  l  unabhän- 
gig ist^  mufs  die  der>  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn, 

Nennt  man  aber  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Krünimungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,y,  z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlängerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

[{dxdy^dyd^xy+{dzd^x-^dxd^zf+{dyd^z-^zd'^jf^^ 

SD  hat  man 

1 

cos  a  =^  -r  {dyd^z  —  dzd^y) 

cos  /S  ==z  -j-  (dzd^x  —  dxd^z) 

cos  y  ==  -7-  {dxd^y  —  dyd^x) 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19 ,  wo  dieselben  Winkel 
durch  A>  /f,  V  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (p) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  A  -f"  ^^^  ß  ^^^  /*  4"  ^^*  Y  ^®®  ^  > 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krüm- 
inungsebene  der  Trajeclorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senkredit  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  (/)?  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Linie 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall,  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
fläche gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedingung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äufsersten  Punkte  ^  und  i? 
gehen  müssen. 

Hieraus  folgt,  dafs,  Wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Krümmungslinien  der  gegebenen  Oberfläche  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
auf  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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III.     DIgression  über  die  Bewegung  des  Lichtes. 

162. 
Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhalten  hat,  aus  welchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn,  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  mitzutheilen ,  die  man  von  diesem  Prin- 
cipev  gemacht  hat,  nemlich  diejenige ,  weldie  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraction  des  Lichtes  nach  dem  Emanatlous- 
systeme   bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstralil  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  aus  einem  Mittel  in 
das  andere  fälirt,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Licht theilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
'  jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten,  /z'.dle  im  zweiten 
Mittel,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  fvds^ 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  n  y^ 
für 'den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht.  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny-^-n  y*  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  mufs,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
"Wirkung,  ein  Miuimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Substanz 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
■wird,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,   welches   der  Kalkspath 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystalle  zeigen,  hängt  von 
dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Licht- 
strahlen ab ,  die  durch  dieselben  gehen.  Man  mufs  alsdaim 
die  Geschwindigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  betrach- 
ten, die  die  Richtung  jedes  Strahles  bestimmen,  und  das  Gesetz 
der  Refraclion  hängt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,'  aus  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Strahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  luid  Malus  bestätigt  hat  *)  5  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  aus  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ihre  Richtungen  beschaffen  seyn  mögen*  In  dem 
Folgendea  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n  als 
die  Grofsen  betrachtet,  die  für  jedes  Mittel  besonders  gegeben 
sind    und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstralilen  abhängen. 

163. 
Seyen  jetzt  A  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläche 
der  beiden  Mittel  sey  eine  Ebe^e,  und  ziehe  durch  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  Sey  ferner  AEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Projection  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
steUt.  Man  ziehe  durch  die  Punkte  A,  B,  E  die  Linien 
AFy  BG ,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  A  und  B  gegeben  ist ,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  AF,  BG,  FG  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes^  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.    Wir  setzen  daher 

AF=a,   BG=zb,    FG=:c,   AEH~x,    BEK  =  x', 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =z  a  tang  x,     EG  ==  b  tang  x' 
und  man  hat  daher 

a  tang.  x  ^  b  tang.  a?  '  =  c.  {a) 


*)  Memoires  de  la  premi^re  classe  de  rinstitut,  pour  l'annee  1809. 
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Der  Lichtslralil  geht  durch  die  Ti-ennuagsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Projeclion,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  JE  ist.  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  JE,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  ^JE  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y'  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  B£!  sind«  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AEF  und  BJEG,  so  hat  man 

AE———,     BE=—^, 

cos  X         '  cos  A7 

und  daher 


•^  cos**     "^  '    cos** 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gröfse  ny  -^^  ny\ 
so  «rgiebt  sich  hieraus  eine  Function  <- von  z,  Xy  x',  die  ein 
Minimum  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs, 
von  welchen  die  beiden  Letzteren  durch  die  Gleichung  (a) 
mit  einander  verbunden  sind.  Es  muis  daher  zuvörderst  das 
Differential  dieser  Function  ^  in  Beziehung  auf  z  genommen, 
gleich  Null  seyn  5  woraus  man 

dy    .       ,  rfy'        nz    ,    n  z 

az  dz        y  y 

erlitt.  Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 
leisten,  dafs  man  z'=.o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Lichtstrahl  die  Trennungs:Qäche  der  beiden  Mittel  im  Punkte 
E  trifft,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 
die  durch  die  Punkte  A  und  E  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 
fläche senkrecht  ist. 

Setzt  man  js  =:  o ,  so  hat  man  einfach 

,    ,  na     ,      nb 

ny  +  n  y    =  ' r> 

'^     '        "^  cos*         cos* 

und    wenn   man    das    vollständige  Differential    dieser   Grufse 

gleich  Null  setzte  so  erhält  man 

na  %bixdx    ,    nb  sinx'dx' 

cos-^*  cos^* 

differentüert   man    aber   auch   die  Gleichung  (a),   so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  ua    * 

acL  X      .     o  ax 

cos^*         cos^* 
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dx 
und  wenn  man  -^ —  aus  diesen   zwei  Gleichungen   eliminiert, 

sofindetman        \ 

rihinx  =  n    sin  a?'.  (6) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  x\  welche  dem  Minimum  von  ny'\^ny 
entsprechen*  Hat  man  den  Werth  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Punkt  J5,  indem  man  EF  =  a  tang.  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  AE  und  BE,  so  wird 
die  gebrochene  Linie  AEB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen.  * 

Der  Winkel  AEH^  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Stralil 
AE  enthalten  ist,  ist  4as,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  ^er  Winkel  BEKj  der  zwischen  der  Verlaugeruiig 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heifst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x'  bezeichnet.  Die  Gleicliung  (b) 
giebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallswinkel 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Stralilenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hangt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n\  für  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  verschiedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel;  verschieden. 

164. 
Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trennungsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Trajectorie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  Mittel  enthalten 
ist.  Das  Integral  Jpds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra- 
jectorie, mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliclert, 
'gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 
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Man  nelime,  wie  in  dem  vorliergelienden  {. ,  an,  dafs  die 
Trennungsfläcbe  eine  ebene  sey.  Seyen  j4  und  B  (Fig.  41) 
die  beiden  äufsersten  Funkle  der  Trajeclorie,  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene  ^  -weldie  auf  dieser  Flache  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  sclmeidet.  Jeder  Lichtstralil 
bewegt  «ich  von  ^  nach  B ,  indem  er  die  gebrochene  Linie 
^4EB  beschreibt,  welche  die  kürzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Es  ist  aber  zu- 
vörderst einleuchtend,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  .welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  steht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  läifger^  als  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene.  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche  Winkel  mit  der  geraden  Linie  CD  machte  d.  h. 
wenn  man 

ABC  =  BED 

liat,  so  wird  die  Linie  jiEB  kürzer  seyn,  als  jede  andere 
gebrochene  Linie  jiE  B,  deren  Punkt  E\  ebenso  wie  E,  in 
der  Linie  CD  liegt. 

Man  fälle  nemlich  von  A  die  senkrechte  Linie  jiF  auf 
die  Linie  CD^  verlängere  sie  um  das  Stück  A'F^  welches 
gleich  AF  ist ,  und  ziehe  die  geraden  Linien  A* E  und  A' E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A'EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A'EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  Vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,    und  man  hat  daher 

A'E  ^.BE  <  A'E'  +  BE\ 
und  da  A'E  =  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE', 

was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  EH 
auf  CD,  so  sind  AEH  und  BEH  die  EinfaUswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls,  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen  3  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 
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165. 

Wenn  man  die  Enianationstheorie  des  Lichtes  annimint, 
so  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  ^  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Punkles,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  directere  Weise  ableiten  ^  als  wenn  man  das  Frincip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet ,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  uffi  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  ich 
,die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  einan« 
der  setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystcJlisiert  sind. 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an,  dafs jedes  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Kraft  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  ihefsbare  Gröfse  hat.  So  z.  BI  be- 
zeichne  man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  unmefsbar  ist,  und  durch  e  Aie  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.      Eine   Kraft  dieser  Art  kann  durch 

r 

bezeichnet  werden,  wo  .^  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare  Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  a  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichtiigkeit  ist,  so  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  versclüedenen  Mittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 
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anuehmea;  von  diesem  Punkte  M  fälle  man  auf  CD  die 
senkrechte  Linie  MP^  und  ziehe  alsdann  in  dem  oberen  IViiUel 
zwei  Ebenen  CD'  und  C"D''  mit  CD  parallel,  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sey,  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Funkt  M  geht.  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie- 
hungen, welche  auf  äen  Lichtstrahl  im  Punkte  My  durch  die 
s^wei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden,  die  be- 
züglich zwischen  CD  und  C'D\  und  Co'  und  C"D'^  ent- 
halten sind ,  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  'durch 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
er  geht,  gelrieben,  der  über  C"Z>"  liegt,' und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CD,  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
unbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaifen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  gröfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  gekommen  ist. 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  tj  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  js,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
des  unteren  Mittels  und  des  Theils  ,des  oberen,  welcher  über 
C"D"  liegt,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z —  Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

^-^fZ-Z'=o  (1) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstralil  im  Punkte  E  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mitlei  bis  zu  dem  Punkte  M ' 
einjgedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M' P'^  die  auf  CD  senk- 
recht stellt,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  wird,  so' sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 
liehe  zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z*  —  Z  gleich 
seyn-  wird,  so  dafs  man 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 
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hat.  Was  die  Iiorizontale  Bewegung ^  d.h.  die,  welche  mk 
CD  parallel  ist,  betrifft,,  so  ist  sie  gleichförmig,  iind  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  übergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben. Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  ji  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abslande  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  « 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CD  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  niefsbaren 
Tiefe  in  das  iweiXe  Mittel  ein,  und  bezeichnet  ntan  durch  k* 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaiide  von  CD  Hegt,  feo 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
Strahls  durch  it   sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

ib  sin  a  =  h'^  sin  a        -  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wird; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche,  hat. 

166. 
Ich   bezeichne    diese   Geschwindigkeit    durch   «,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -7-T-  =  m*  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2dzy  integriert  und  bezeichnet  die  will- 
kührliche  Constante  durch  c,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

w2  =  c  +  2fZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   h  und  h     ihre  Werllie 

in  einem  mefsbaren  Abstände  "von  CD.    Es  ist  erlaubt,   diese 

Integrale  h  und  Ä'   von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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nen^  denn  die  Functionen  Z  und  Z  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J Z'dz'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werlh  hinaus,  nach  der  Voraussetzung,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  daher,  wenn  man  will,  auch 
schreiben 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  Zy 

u^  =z  i«  cos««, 
also  auch 

i«  cos««  =  c  4-  2  7t'  —  2Ä, 

und  vrenn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  u^  elimi- 
niert,  so  folgt  hieraus 

u^  =  i2  cos««  ^2h  —  27i'{-  2 f  Z'dz  —  2  fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  M* 

Ich  bezeichne  durch  ii  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  iS  der  Oberfläche  CD  y  und  durch  a^  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst« 
In  diesem  Punkte  hat  man 

u^  =  ii«  cos««!, 

und  da  er  dem  Werthe  ä  =  o  entspricht,   so  verschwinden 

die    zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    und 

man  hat 

iti»  cos»  «1  =  i*  cos«  a  +  2  Ä  —  2  A'.  (4) 

Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  TheU  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn,  oder  man  mufs 

Ä'  <  /t  +  iJt^cos«« 
haben*  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt^  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifit,  so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat«  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahr wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie  >  die  in  diesem  Punkte  zusammen  trelTen,  werden  ähn- 
lich seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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hat.  Was  die  Iiorlzontale  Bewegung,  d.h.  die,  welche  mk 
CD  parallel  ist,  betrilTt,,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  übergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben« Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  ji  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abslande  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verlicalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  ot 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CD  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  niefsbaren 
Tiefe  in  das  »weite  Mittel  ein,  und  bezeichnet  man  durch  h* 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaüde  von  CD  liegt,  so 
kaan  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  h*  sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

^  sin  a  =  iE?',  sin  a        *  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumm«  Linie  seyn  wird ; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche^  hat. 

166. 
Ich   bezeichne   diese   Geschwindigkeit    durch   //,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -r-^  =  m^  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2dzy   integriert  und  bezeichnet  die  will- 
kührliche  Constante  durch  c,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

w»  =  c  +  2fZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   h  und  Ä'   ihre  Wertlie 

in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD,    Es  ist  erlaubt,   diese 

Integrale  h  und  h*  von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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nen^  denn  die  Functionen  Z  und  Z  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J Z'dz'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werth  hinaus,  nach  der  Voraussetzung ,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  daher,  wenn  man  -will,  auch 
schreiben 

h  —C"^  Zdz,     li   =  r^  Zdz. 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  z^ 

u^  z=  h^  cos««, 
also  auch 

i«  cos««  =  c  -f  2  7t'  —  2A, 

und  -wenn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  yon  u^  elimi- 
niert,  80  folgt  hieraus 

w«  =  i«  cos««  +  2  Ä  —  2  7t'  +  2fZ'dz  —  2  fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  Jtf. 

Ich  bezeichne  durch  ij  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  E  der  Oberfläche  CD  y  und  durch  ai  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

M«  =  ii«  cos««!, 
und  da  er  dem  Werthe  z  zu  o  entspricht,    so  verschwinden 
die   zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    und 

man  hat 

ii«  cos«  «1  =  i«  cos«  «  -f.  2  Ä  —  2  A\  (4) 

Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn,  oder  man  mufs 

Ä'  <  7i  +  ii«cos«a 
haben.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifft, so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat.  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie  ,^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahr wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie ^  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  älin- 
lich  seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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« 

Gröfse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  h  unabliän- 
gig  ist,  miifs  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn. 

Nennt  man  aber  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Rrümmungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x^y^  z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlängerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

so  hat  man 

1 

,  cos  a  =^  y  {dyd^z  —  dzd^y^ 

cos  /?  ==  -7-  (dzd^x  —  dxd^z) 

cos  y  r=:  -7-  (dxd^y  —  dyd^x) 
tt 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19,  wo  dieselben  Winkel 
durch  A,  fiy  V  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (p) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  A  *f-  cos  ß  cos  /e  -j-  cos  y  cos  v , 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krüm- 
hiungsebene  der  Trajeclorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senki*edit  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  (/^,  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Lijüe 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall,  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
flache  gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedingung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äidsersten  Punkte  ^  und  B 
gehen  müssen.  "        .  * 

Hieraus  folgt,  dafs.  Wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Krümmungslinien  der  gegebenen  Oberflaclie  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
aiif  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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in.     Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes. 

162. 

Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhalten  hat,  aus  welchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn,  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  mitzutheilen ,  die  nmn  von  diesem  Prin- 
cipe^ gemacht  hat,  nemlich  diejenige^  weldie  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraction  des  Lichtes  nach  dem  Emanations- 
systeme bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstralil  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  aus  einem  Mittel  in 
das  andere  fälirt,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Lichttheilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
'  jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten,  /z'.die  im  zweiten 
Mittel,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  fvds^ 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  n  y* 
für 'den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht.  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny-^-n  y'  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  mufs,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung,  ein  Minimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Subslaikz 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
wird,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,   welches   der  Kalkspath 

16* 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystalle  zeigen^  hängt  von 
dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Liclit- 
strahlen  ab ,  die  durch  dieselben  gehen.  Man  mufs  alsdann 
die  Geschwindigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  betrach- 
ten, die  die  Richtung  jedes  Strahles  bestimmen,  und  das  Gesetz 
der  Refraction  hängt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,  aus  dem  Pi»incipe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Strahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  und  Malus  bestätigt  hat*);  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  aus  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ihre  Richtungen  beschaffen  seyn  mögen.  In  dem 
Folgenden  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n  als 
die  Gröfsen  betrachtet,  die  fiir  jedes  Mittel  besonders  gegeben 
sind    und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  abhängen. 

163. 
Seyen  jetzt  A  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläche 
der  beiden  Mittel  sey  eine  Ebe^e,  und  ziehe  durcl\  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  Sey  ferner  AEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Projection  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
stellt. Man  ziehe  durch  die  Punkte  Ay  B,  E  die  Linien 
AFy  BG ,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  A  und  B  gegeben  ist,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  AF,  BG,  FG  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes  £  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.     Wir  setzen  daher 

AFziza,   BG  =  b,    FG=:^c,AEH—x,    BEK=x', 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =  a  tang  x^     EG  =z  b  tang  x' 
und  man  hat  daher 

a  tang.  ^  -f  6  tang.  ä?  '  =  c.  (a) 


*)  Memoire»  de  la  premi^re  classe  de  rinstitut,  pour  Tannee  1809. 
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Der  Lichtstrahl  geht  durch  die  Ti-ennuügsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte ,  dessen  Projeclion ,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  JE  ist.  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  JS,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  JlE  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y'  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  BJS  sind.  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AKF  und  BEGy  so  hat  man 

AE-  -^,     BE=-L., 
cos  X       ^  cos  a; 

und  daher 


Substituiert  man  diese  "Werthe  in  die  Gröfse  ny  -{-  ny\ 

so  «rgiebt  sich  hieraus   eine  Function  -  von  ä  ,  Xy  x\   die  ein 

Minimum  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs, 

von   welchen    die   beiden   Letzteren   durch  die   Gleichung  (a) 

mit  einander  verbunden  sind.      Es  muTs  daher  zuvörderst  das 

DilTerential  dieser  Function^   in  Beziehung  auf  z  genommen, 

gleich  Null  seyn,  woraus  man 

dy    .       ,  rfy'        nz    ,    n  z 

n  •/-  +  n    -f-=: r  =  o 

äz  äz         y  y         . 

erh&lt.  Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 
leisten,  dafs  man  z  z=:  o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Lichtstrahl  die  TrennungsQache  der  beiden  Mittel  im  Punkte 
JE  trifft,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 
die  durch  die  Punkte  A  und  B  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 
fläche senkrecht  ist. 

Setzt  man  ;b  =  o ,  so  hat  man  einfach 

,       ff  na     .      nb 

ny  "f-  n  y    = f r> 

*^     •        "^  cos  X         cos  X 

und    wenn   man    das    vollständige   Differential    dieser  Grufse 

gleich  Null  setzt,  so  erhält  man 

na  %mxdx      '  nb  siax'dx' 
-[-  — =  o; 

COS^A?  COS^A? 

differentiiert   man    aber   auch  die  Gleichung  (a),   so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  ,  -,    r 

adx      .     bdx 

COS^JC  COS^Ä? 
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imd  vrenn  man  -rz —  aus   diesen   zwei   Gleichungen   eliminiert, 

ax 

so  findet  man 

72  sin  a;  =  n'  sin  x\  (b) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  at',  welche  dem  Minimum  von  ny '^  n'y 
entsprechen.  Hat  man  den  Werlh  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Punkt  E,  indem  man  EF  =  a  tang.  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  jäJE  und  jB  JB,  so  wird 
die  gebrochene  Linie  u^JSB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  Jl  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen« 

Der  Winkel  AEHy  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Stralii 
jiE  enthalten  ist,  ist  <las,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  ^er  Winkel  BEK,  der  zwischen  der  Verläügeriuig 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heilst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x'  bezeichnet.  Die  Gleicliung  (b) 
giebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallswinkel 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Sirahlenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hangt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n\  für  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  verschiedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel;  verschieden. 

164. 
Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trennungsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Trajectorie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  Mittel  enthalten 
ist*  Das  Integral  Ji^ds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra- 
lectorie,  mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliciert, 
'gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 
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Man  nelime^  >vie  in  dem  vorhergelieiulen  {.,  an,  dafs  die 
Trennungsfläche  eine  ebene  sey.  Seyen  A  und  JB  (Fig.  41) 
die  beiden  aufsersten  Punkte  der  Trajectorie^  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene,  -welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  schneidet.  Jeder  Lichtstralil 
bewegt  sich  von  A  nach  J5,  indem  er  die  gebrochene  Linie 
AEB  beschreibt,  welche  die  kürzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Es  ist  aber  zu- 
vörderst einleuchtend,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  .welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  steht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  läifger^  als  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene«  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche    Winkel    mit    der    geraden    Linie    CD   machte    d.  h. 

wenn  man 

AEC  =  BED 

hat,   so    wird   die  Linie  AEB  kürzer   seyn,    als  jede  andere 

gebrochene  Linie  AE*Bi  deren  Punkt  E\  ebenso  wie  J5,  in 

der  Linie  CD  liegt. 

Man  fälle  nemlich  von  A  die  senkrechte  Linie  AF  auf 
die  Linie  CD^  verlängere  sie  um  das  Stück  A'Fy  welches 
gleich  w^i^ist,  und  ziehe  die  geraden  Linien  A'E  und  A' E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A'EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A' EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,    und  man  hat  daher 

A'E  -^.BE  <  A'E'  +  BE% 
und  da  A'E  =  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE*, 
was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  Ell 
auf  CD  9  so  sind  AEH  und  BEH  die  Einfallswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls^  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen;  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 


248 

165. 

Wenn  man  die  Enianatlonstlieorie  des  Lichtes  annimmt, 
80  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  ^  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Punkles,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  directere  Weise  ableiten,  als  wenn  man  das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet ,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  uM  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  ich 
die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  ein  an« 
der  setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystallisiert  sind* 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an,  dafs  jedea  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Kraft  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  mefsbare  Gröfse  hat.  So  z.  Bl  be- 
zeichne  man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  unmefsbar  ist,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.      Eine   Kraft  dieser  Art  kann  durch 

bezeichnet  werden,  wo  -^  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  a  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichtigkeit  ist,  80  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  versclüedenen  Älittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 


249 

annehmen;  von  diesem  Punkte  M  fälle  man  auf  CD  die 
senkrecbte  Linie  MPy  und  ziehe  alsdann  in  dem  oberen  IViiKel 
zwei  Ebenen  CD'  und  C"D"  mit  CD  parallel,  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sey,  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Punkt  M  geht.  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie« 
hungen,  welche  auf  den  Lichtstrahl  im  Punkte  Jf ,  durch  die 
zwei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden,  die  be« 
züglich  zwischen  CD  und  C D\  und  CD'  und  C"D'^  ent- 
halten sind ,  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  'durch 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
ier  geht,  getrieben,  der  über  Ci?"  liegt,' und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CDy  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
imbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaffen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  gröfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  gekommen  ist. 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  t,  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  ä,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
des  unteren  Mittels  und  des  Theils  .des  oberen,  welcher  über 
C  D"  liegt ,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z —  Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstrald  im  Punkte  H  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mittel  bis  zu  dem  Punkte  M ' 
eingedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M' P'^  die  auf  CD  senk- 
recht stellt,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  vrird,  so  sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 
liehe  zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z'  —  Z  gleich 
seyn-  wird,  so  dafs  man 

p^+Z'-Z=o  (2) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 
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hat.  Was  die  Iiorizontale  Bewegung,  d.h.  die,  welche  mk 
CD  parallel  ist,  hetrifft,,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  ühergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  )edem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
w*ird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben. Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Funkte  ji  deff  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abslande  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
scliliefst,  so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  a 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CO  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  mel'sbaren 
Tiefe  ua  das  »weite  Mittel  ein,  und  bezeichnet  man  durch  h' 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaiide  von  CD  liegt,  fco 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  h'  sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

i  sin  a  =  i'-  sin  a        *  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wird ; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  OberEäche^  hat. 

166. 
Ich   bezeichne    diese   Geschwindigkeit    durch   //,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -7-5-  =:  u^  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2 dz,    integriert   und  bezeichnet  die   will- 
kührliche  Constante  durch  c,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

u^=:  c  -{-  2jrZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dals  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   7i  und  h'   ihre  Werlhe 

in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD.    Es  ist  erlaubt,    diese 

Integrale  k  und  Ä'   von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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Den,  denn  die  Functionen  Z  und  Z*  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J Z'dz'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werth  hinaus,  nach  der  Voraussetzung ,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  daher,  wenn  man  will,  auch 
schreiben 

Ä  =  /        Zdzy     Ji   =  /        Z'dz. 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  r, 

u^  =  i«  cos^a, 
also  auch 

i«  cos2«  =  c  +  2  7t'  —  2A, 

und  w^enn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  u^  elimi- 
niert,   80  folgt  hieraus 

u^  =  i»  cos««  ^2h—2li'^  2fZ'dz  —  2  fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  Jf. 

Ich.  bezeichne  durch  ii  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  E  der  Oberfläche  CD  ^  und  durch  a\  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

W2  =    iEi»   COS^tti, 

und  da  er  dem  Werthe   ä  =  o  entspricht,    so  verschwinden 

die   zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    und 

man  hat 

ii«  cos«  ai  =  i«  cos«  a  +  2  Ä  —  2  Ä'.  (4) 

Damit   der   Lichtstrahl   die    Trennungsfläche    der    beiden 
'Mittel  erreiche,   mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn,  oder  man  mufs 

Ä'  <  /*  +  JJt«cos«a 
haben.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt;  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifft, so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat.  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahl  wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie ^  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  älm- 
lich  seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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Gröfse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  l  unabiiän- 
gig  ist,  mufs  die  der«  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn. 

Nennt  man  aber  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Krümmungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,yy  z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlangerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

[(dxd^y^dyd^xy + {dzd^x-^dxd^z)^+{dyd^z^^zd^yf]i=fi 
so  hat  man 

,  cos  a  =^  -r  {dyd^z  —  dzd^y) 

cos  /?  ==  «Y-  (dzd^x  —  dxd^z) 

cos  y  z=  -j-  (dxd^y  —  dyd'^x^ 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19,  wo  dieselben  Winkel 
durch  X^  (Ay  V  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (p) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  A  -f-  cos  ß  cos  /e  -{-  cos  y  cos  v^ 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krüm- 
hiungsebene  der  Trajectorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senkredit  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  (/),  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Linie 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall,  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
fläche gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedingung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äufsersten  Punkte  ^  und  B 
gehen  müssen*  "  * 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Krümmungslinien  der  gegebenen  Oberfläclie  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
auf  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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IIL     Digression  über  die  BeAvegung  des  Lichtes. 

162. 

Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhallen  hat,  aus  vv^elchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn^  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  mitzutheilen ,  die  man  von  diesem  Prin- 
cipe^ gemacht  hat,  nemlich  diejenige  ^  welche  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraction  des  Lichtes  nach  dem  Emanatious- 
systeme  bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstralil  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  aus  einem  Mittel  in 
das  andere  fährt,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Lichttheilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten,  /z'.die  im  zweiten 
Mittel,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  yVd«, 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  ny 
für  den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht«  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny-^ny  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  mufs,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung,  ein  Minimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Substaifez 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
wird,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,   welches   der  Kalkspath 

16* 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystalle  zeigen^  hangt  von 
dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Liclil- 
strahlen  ab ,  die  durch  dieselben  gehen.-  Man  mufs  alsdann 
die  Geschw^indigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  betrach- 
ten, die  die  Riclitung  Jedes  Strahles  bestimmen,  und  das  Gesetz 
der  Refraction  hangt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,'  aus  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Strahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  und  Malus  bestätigt  hat  *) ;  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  aus  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ilu'e  Riclitungen  beschaffen  seyn  mögen.  In  dem 
Folgenden  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n'  als 
die  Gröfsen  betrachtet,  die  fiir  jedes  Mittel  besonders  gegeben 
sind    und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  abhängen. 

163. 
Seyen  jetzt  j4  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläche 
der  beiden  Mittel  sey  eine  Ebene,  und  ziehe  durch,  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  Sey  ferner  jiEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Projection  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
stellt. Man  ziehe  durch  die  Punkte  ^,  B,  E  die  Linien 
^jP,  BG  ,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  ^  und  B  gegeben  ist,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  ^Fy  BG,  FG  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes  E  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.    Wir  setzen  daher 

AFz^a,  BG  —  b,  FG  —  c,  AEH=x,  BEK  =  x\ 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =  a  tang  x^     EG  =  b  tang  x' 
und  man  hat  daher 

a  tang.  x  -{-  b  tang.  jc '  =  c.  {a) 

*)  Memoire»  de  Ja  premi^re  classe  de  i'Institut,  pour  Tannee  1809. 
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Dez'  Lichtslrahl  geht  durch  die  Ti-ennuügsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Projeclion,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  E  ist«  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  jB,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  ^JE  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y'  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  B£  sind.  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AEF  und  BJEG^  so  hat  man 


und  daher 


cos  X  '  cos  X ' ' 


COS'^A?  COS**«* 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gröfse  ny  -{'  n'y\ 
so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Function  ^'  von  z,  Xy  x\  die  ein 
Minimimi  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs, 
von  welchen  die  beiden  Letzteren  durch  die  Gleichung  (a) 
mit  einander  verbunden  sind.  Es  muis  daher  zuvörderst  das 
DiiTerential  dieser  Function^  in  Beziehung  auf  z  genommen, 
gleich  Null  seyn,  woraus  man 

dy    M       t  dy*        nz    .    n  z 

'';5^  +  ''  :7T  =  Tr  +  i7"  =  ^ 

az  az        y         y        • 

erhält.  Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 
leisten,  dafs  man  z  z=z  o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Lichtstrahl  die  Trennungsfi[äche  der  beiden  Mittel  im  Punkte 
E  trifft,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 
die  durch  die  Punkte  ji  und  B  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 
fläche senkrecht  ist. 

Setzt  man  z  =  o ,  so  hat  man  einfach 

fr  ^^      ,       ^'^ 

^y  +  ^  y    =  —TZ  + 


COSA?  COSA?' 


und    wenn   man    das    vollständige   DüFerential    dieser  Grofse 
gleich  Null  setzt,  so  erhält  man 

na  %mxdx    ,    nb  sin^v  dx' 
, —  Jim  — — ; :zz  Ol 

cos-^A?  COS-^Ä? 

diiFerentüert   man    aber   auch  die  Gleichung  (a),    so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  t  j    f 

adx      ,     odx 

COS^JC  COS^Ä? 
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I 

dx 
und  wenn  man  -^ —  aus   diesen   zwei   Gleichungen   eliminiert, 

80  findet  man 

72  sin  ^  =  «'  sin  x\  (b) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  a?',  welche  dem  Minimum  von  ny  ^  n'j' 
entsprechen.  Hat  man  den  Werth  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Funkt  E,  indem  man  JEF  =  a  tang.  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  ji£!  tind  BJSj  so  wird 
die  gebrochene  Linie  jiEB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen« 

Der  Winkel  AEH^  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Strahl 
AE  enthalten  ist,  ist  ^as,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  ^er  Winkel  BEK,  der  zwischen  der  Verlaogeruiig 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heifst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x'  bezeichnet.  Die  Gleichung  (b) 
giebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallswinkel 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  EinfaUswinkel& 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Strahlenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hängt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n\  für  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  versciüedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel;  verschieden. 

/ 

164. 
Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trenntmgsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Trajectorie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  Mittel  enthalten 
ist.  Das  Integral  Jpds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra- 
jectorie,  mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliciert, 
'gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 
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Man  nelime^  wie  in  dem  vorbergelieiideii  }.,  an,  dafs  die 
Trennungsfläclie  eine  ebene  sey.  Seyen  j4  und  B  (Fig.  41) 
die  beiden  äufsersten  Punkte  der  Trajeclorie,  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene,  welcbe  auf  dieser  Fläche  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  schneidet.  Jeder  Lichtstrahl 
bewegt  sich  von  ^  nach  J?,  indem  er  die  gebrochene  Linie 
j4EB  beschreibt,  welche  die  kürzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Es  ist  aber  zu- 
vörderst einleuchtend,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  .welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  steht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  lätfger,  als  ihre  Protection  auf  diese 
Ebene.  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche  Winkel  mit  der  geraden  Linie  CD  macht,  d.  h. 
wenn  man 

ABC  =  BED 

hat,  so  wird  die  Linie  ABB  kürzer  seyn,  als  jede  andere 
gebrochene  Linie  AE  By  deren  Punkt  E\  ebenso  wie  Ey  in 
der  Linie  CD  liegt. 

Man  fälle  nemlich  von  A  die  senkrechte  Linie  AF  auf 
die  Linie  CD ^  verlängere  sie  um  das  Stück  A'F^  welches 
gleich  AF  ist,  und  ziehe  «lie  geraden  Linien  A*E  und  A* E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A'EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A* EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,    und  man  hat  daher 

AE  -^.BE  <  AE'  +  BE', 

und  da  A'E  =  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE*, 
was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  EH 
auf  CU,  so  sind  AES  und  BEH  die  Einfallswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls,  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen;  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 
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165. 

Wenn  man  die  EniaDationstheorie  des  Liclites  annimmt, 
so  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  ^  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Puükles,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  directere  Weise  ableiten ,  als  wenn  man  das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  ufld  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  ich 
die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  einan- 
der setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystcdlisiert  sind« 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an,  dafsjedea  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Krallt  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  ihefsbare  Gröfse  hat.  So  z.  BI  be- 
zeichne  man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  unmefsbar  ist,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.      Eine  Kraft  dieser  Art  kann  durch 

r 

^  ß 

a 

bezeichnet  werden,  wo  ji  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare  Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  a  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichdgkeit  ist,  so  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  verschiedenen  Mittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 
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annehmen;  von  diesem  Punkte  M  fälle  man  auf  CD  die 
senkrechte  Linie  MP^  und  ziehe  alsdann  in  dem  oberen  JNiiltel 
zwei  Ebenen  CJD'  und  C"D"  mit  CD  parallel,  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sejy  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Punkt  M  geht  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie- 
hungen, welche  auf  den  Lichtstrahl  im  Punkte  Jl/,  durch  die 
zwei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden,  die  be- 
züglich zwischen  CD  und  C'D'y  und  CD'  und  C"D"  ent- 
halten sind ,  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  'durch 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
er  geht,  getrieben,  der  über  C"/?"  liegt,' und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CDy  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
imbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaiTen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  gröfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
b«iden  Mittel  gekommen  ist. 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  t,  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  je,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
des  unteren  Mittels  und  des  Theils  .des  oberen,  welcher  über 
C"D''  liegt,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z —  Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

^  +  Z_Z'=o  (.) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstrald  im  Punkte  E  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mitlei  bis  zu  dem  Punkte  M' 
eiujgedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M  P ^  die  auf  CD  senk- 
recht steht,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  wird,  so  sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 
liehe  zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z'  —  Z  gleich 
seyn-  wird,  so  dafs  man 

^'+Z'-Z=,  (.) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 
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hat.  Was  die  horizontale  Bewegung,  d.h.  die,  welche  mk 
CD  parallel  ist,  hetriiTt,,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  ühergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  hehen  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  heschleunigenden  Kraft  ge- 
triehen.  Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  j4  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abstände  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  u 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CD  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  mefsbaren 
Tiefe  in  das  »weite  Mittel  ein,  und  bezeichnet  man  durch  h' 
und  a  das,  was  i  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaüde  von  CD  liegt,  so 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  ^'  sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

h  sin  a  =  h'~  sin  a'       -  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wird; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche^  hat. 

166. 
Ich   bezeichne    diese   Geschwindigkeit    durch  i/,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -t-r-  =  m^  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2dzy    integriert   und   bezeichnet  die   will- 
kührliche  Constante  durch  e,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

^2  =  0  +  2fZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   h  und  li     ihre  Wertlie 

in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD,     Es  ist  erlaubt,    diese 

Integrale  h  und  h'   von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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nen^  denn  die  Functionen  Z  und  Z»  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theiie  von  fZdz  und  J Z'dz'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werth  hinaus,  nach  der  Voraussetzung ,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  daher,  wenn  man  -will,  auch 
schreiben 

Ä  —T^  Zdz,     li   —  r^  Zdz. 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  z^ 

u^  =  i2  cos««, 
also  auch 

i«  cos««  =  c  -^^  27i'  '^2hy 

und  w^enn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  u^  elimi- 
niert,   so  folgt  hieraus 

u^  =  i«  cos««  +  2  Ä  —  2  7t'  +  2fZ'dz  —  2  fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  M. 

Ich  bezeichne  durch  ij  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  jB  der  Oberfläche  CD  ^  und  durch  «j  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

M«  =  iBi«  cos««!, 
und  da  er  dem  Werthe  js  =  o  ent8j)richt,   so  verschwinden 
die   zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    imd 

man  hat 

ii«  cos«  «1  =  i«  cos«  «  +  2  Ä  —  2  A'.  (4) 

Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn ,  oder  man  mufs 

Ä'  <  A  4-  5i«cos«a 
haben,  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifft, so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat.  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie  ^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahl  wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie ^  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  ähn- 
lich seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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Gröfsö  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  l  unabhän- 
gig ist,  mufs  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn. 

Nennt  man  aber  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Krüniniungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x^y,  z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlängerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

j^(^dxdy^dyd^xy']'{dzd^x^dxd^zf+{dyd^z^dzd'^j^^^ 

so  hat  man 

,  cos  «  =^  y  {dyd^z  —  dzd^y) 

cos  ^  =  ~  (dzd^x  —  dxd^z) 

cos  y  =  -7-  (dxd^y  —  dyd^x) 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19 ,  wo  dieselben  Winkel 
durch  A,  ^,  V  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (e) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  A  ^4"  ^^®  ß  ^^^  /*  "4~  ^^*  y  ^^^  ^  > 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krüni- 
hiungsebene  der  Trajectorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senkredit  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  {f)^  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Liiiie 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall,  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
fläche gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedingung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äufsersten  Punkte  ^  und  B 
gehen  müssen. 

Hieraus  folgt,  dafs,  "Wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Rrümmungsiinien  der  gegebenen  Oberfläche  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
aiif  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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IIL     Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes. 

162. 

Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhalten  hat,  aus  welchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn,  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  mitzutheilen ,  die  man  von  diesem  Prin- 
cipe^ gemacht  hat,  nemlich  diejenige^  welche  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraction  des  Lichtes  nach  dem  Emanatious- 
sysleme   bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstralil  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  aus  einem  Mittel  in 
das  andere  fährt,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Lichttheilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
'  jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten^  n\Aie  im  zweiten 
Mittel ,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  fvdsy 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  n  y' 
für  den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht.  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny^n  y'  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  mufs,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung,  ein  Minimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Substasa^ 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
wird,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,   welches   der  Kalkspath 

16* 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystalle  zeigen,  hangt  von 
'  dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Licht- 
strahlen ab ,  die  durch  dieselben  gehen.  Man  mufs  alsdann 
die  Geschwindigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  betrach- 
ten, die  die  Richtung  jedes  Strahles  bestimmen,  und  das  Gesetz 
der  Refraction  hängt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,'  aus  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Sirahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  imd  Malus  bestätigt  hat*);  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  iuis  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ihre  Richtungen  beschaffen  seyn  mögen«  In  dem 
Folgenden  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n  als 
die  Gröfsen  betrachtet,  die  für  jedes  Mittel  besonders  gegebe« 
sind    und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  abhängen. 

163. 
Seyen  jetzt  A  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläche 
der  beiden  Mittel  sey  eine  Ebe^e,  und  ziehe  durcl\  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  ^%y  ferner  AEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Projeclion  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
steUt.  Man  ziehe  durch  die  Punkte  A,  B^  E  die  Linien 
AFy  BG ,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  A  und  B  gegeben  ist ,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  AF,  BG,  FG  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes  £  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.     Wir  setzen  daher 

AF=a,   BGz=b,    FG  =  c,  AEH=zx,    BEK=x', 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =  a  tang  Xy     EG  ==  b  tang  x' 
und  man  hat  daher 

a  tang.  a?  +  6  tang.  x*  z=:  c.  {a) 


*)  Memoires  de  la  premi^re  classe  de  Tlnstitut,  pour  I'aniKje  1809. 
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Der  Lichtslrahl  geht  durch  die  Ti-enniiugsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Projeclion,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  E  ist*  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  JE,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  ^E  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y'  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  B£  sind.  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AEF  und  BJEG^  so  hat  man 

cos  X         '  cos  A7 

und  daher 


cos-^A?  '    cos-^jc 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Grofse  ny  ^  ^'y\ 

so  «rgiebt  sich  hieraus   eine  Function  "  von  z,  Xy  a?  ',   die  eia 

Minimum  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs, 

von   welchen    die   beiden   Letzteren  durch  die   Gleichung  (a) 

mit  einander  verbunden  sind.      Es  mufs  daher  zuvörderst  das 

DiiFerential  dieser  Function,   in  Beziehung  auf  z  genommen, 

gleich  Null  seyn,  woraus  man 

dy    .       ,  dy'        nz    ,    n  z 
^  TT  +  ^    :7= r=o 

az  dz        y         y       • 

erlifQt«  Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 
leisten,  dafs  man  ;s  =  o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Lichtstrahl  die  Trennungsüiäche  der  beiden  Mittel  im  Punkte 
E  trifft,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 
die  durch  die  Punkte  A  und  3  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 
fläche senkrecht  ist. 

Setzt  man  2  ==  o ,  so  hat  man  einfach 

ny  ^  n  y    z=zr- r? 

^     "        ^  cos  X         cos  X 

und    wenn   man    das    vollständige   Differential    dieser  Grofse 

gleich  Null  setzt,  so  erhält  man 

na  %mxdx      '  nb  sinx'dx' 

cos-^a;  co&^ä? 

differentiiert   man    aber   auch  die  Gleichung  (a),    so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  #  ■»    r 

adx      ,     odx 

COS^JC  COS^JC 
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j 

dx 
und  ■wenn  man  -7 —  aus  diesen   zwei   Gleichungen   eliminiert, 

so  findet  man 

n  sin  ^  =  n    sin  x' .  (b) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  x\  welche  dem  Minimum  von  ny^n'y 
entsprechen«  Hat  man  den  Werth  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Punkt  Ey  indem  man  JEF  =  a  fang«  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  jäJE  und  BE,  so  wird 
die  gebrochene  Linie  ^EB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  Jl  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen« 

Der  Winkel  AEH^  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Treunungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Strahl 
jiE  enthalten  ist,  ist  -das,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  -der  Winkel  BEKj  der  zwischen  der  Verlangeriiiig 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heifst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x'  bezeichnet.  Die  Gleichung  (b) 
glebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallsvnnkei 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Strahlenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hangt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n'y  Sir  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  verscliiedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel,  verschieden. 

164. 
Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trennungsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  TrajectcKrie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  IVlittel  enthalten 
ist.  Das  Integral  Jpds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra« 
lectorie,  mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliciert, 
'gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 


247 

Man  nelime,  wie  In  dem  vorhergehenden  {.,  an,  dafs  die 
Trenmingsfläche  eine  ebene  sey.  Seyen  ^  und  B  (Fig.  41) 
die  beiden  aufsersten  Punkte  der  Trajectorie,  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene  ^  welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  schneidet.  Jeder  Lichtstralil 
bewegt  sich  von  ^  nach  5,  indem  er  die  gebrochene  Linie 
^4EB  beschreibt,  welche  die  kiirzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Es  ist  aber  zu- 
vörderst einleuchtend,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  .welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  steht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  lätfger,  als  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene.  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche  Winkel  mit  der  geraden  Linie  CD  macht,  d.  h. 
wenn  man 

AEC  =  BED 

hat,  80  wird  die  Linie  jiEB  kürzer  seyn,  als  jede  andere 
gebrochene  Linie  AE* B^  deren  Punkt  E\  ebenso  wie  Ey  in 
der  Linie  CD  liegt. 

Man  fälle  nemlich  von  A  die  senkrechte  Linie  AF  auf 
die  Linie  CD ^  verlängere  sie  um  das  Stück  A'F^  welches 
gleich  AF  ist,  und  ziehe  Äie  geraden  Linien  A'E  und  A'E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A'EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A'EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,    und  man  hat  daher 

A'E  +.BE  <  A'E'  +  BE'y 
und  da  A'E  =  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE', 
was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  EH 
auf  CD,  so  sind  AEH  und  BEH  die  EinfaUswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls,  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen;  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 
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165. 

Wenn  man  die  Enianationstheorie  des  Lichtes  annimmt, 
so  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  ^  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Pimkles,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  drrectere  Weise  ableiten,  als  wenn  man  das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  ufH  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  ich 
,die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  einan- 
der setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystallisiert  sind. 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an,  dafs  jedea  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Kraft  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  mefsbare  Gröfse  hat.  So  z.  B."  be- 
zeichne  man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  unmefsbar  ist,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.      Eine   Kraft  dieser  Art  kann  durch 

bezeichnet  werden,  yro  A  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  a  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichtigkeit  ist,  so  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  verschiedenen  Mittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 
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aiinehmeü;  von  diesem  Punkte  M  falle  man  auf  CD  die 
senkrechte  Linie  MPj  und  ziehe  alsdann  in  dem  oheren  Mittel 
zwei  Ebenen  CD'  und  C"D''  mit  CD  parallel^  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sey,  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Funkt  M  geht«  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie- 
hungen, welche  auf  den  Lichtstrahl  im  Punkte  Jf,  durch  die 
zwei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden,  die  be- 
züglich zwischen  CD  und  C'D'j  und  C'D'  und  C"D'^  ent- 
halten sind ,  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  'durdi 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
er  geht,  gelrieben,  der  über  C"Z>"  liegt,'  und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CDy  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
imbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaffen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  gröfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  gekommen  ist. 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  t,  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  z,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
dos  unteren  Mittels  und  des  Theils  des  oberen,  welcher  über 
C"D"  liegt,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z —  Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstrahl  im  Punkte  E  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mittel  bis  zu  dem  Punkte  M ' 
einjgedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M' P'^  die  auf  CD  senk- 
recht stellt,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  vrird,  so' sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 

» 

liehe  zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z'  —  Z  gleich 
seyn-  wird,  so  dafs  man 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 
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hat.  Was  die  Iiorlzontale  Bewegung,  d,  h,  die,  welch«  mit 
CD  parallel  ist,  betrifft,,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  übergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben. Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  j4  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abstände  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  a 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CD  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  mefsbaren 
Tiefe  in  das  zweite  Mittel  ein,  imd  bezeichnet  man  durch  h' 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaüde  von  CD  liegt,  so 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  h*  sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

Jt  sin  a  =  i'-  »in  a  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wird ; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche;  hat. 

166. 
Ich   bezeichne   diese   Geschwindigkeit    durch  //,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -7-^  =  m^  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2 dz,   integriert  und  bezeichnet  die  will- 
kührliche  Constante  durch  c,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

u^  z=:  c  -\-  2fZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   7i  und  Ä'    ihre  Wertlie 

in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD,     Es  ist  erlaubt,    diese 

Integrale  ?i  und  h'   von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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nen^  denn  die  Functionen  Z  und  Z  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J Z'dz'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werlh  hinaus,  nach  der  Voraussetzung,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  daher,  wenn  man  'will,  auch 
schreiben 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  z, 

u^  ==  jt2  cos««, 
also  auch 

l^  cos««  =  c  -^-21%   -^271, 

und  w^enn  man  c  aus  dem  aUgemeinen  Werthe  von  u^  elimi- 
niert,  so  folgt  hieraus 

M«  =  Jt«  cos««  J^2h—2li  ^  2fZdz  —  2  fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  Jtf. 

Ich  bezeichne  durch  ii  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  JB  der  Oberfläche  CD  ^  und  durch  «i  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

M«  =  iEi«  cos««!, 
und  da  er  dem  Werthe  ä  =  o  entsxmcht,    so  verschwinden 
die   zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    imd 

man  hat 

ii«  cos«  «1  =  i«  cos«  «  +  2  Ä  —  2  Ä'.  (4) 

Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn ,  oder  man  mufs 

Ä'  <  7*  +  ii2cos«« 
haben*  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifft, so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat.  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahl  wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie ^  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  ähn- 
lich seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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Grofse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  t  unabliaji- 
gig  ist,  miifs  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn. 

Nennt  man  aber  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Krümmungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x,j,z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlangerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

^{dxd^y^dyd^xy']'{dzd^x-^dxd^zf']'{dyd^z-^zdyf]^ 

so  hat  man 

1 

,  cos  ce  =^  y  {dyd^z  —  dzd^y) 

cos  y*  =  —  (dzd^x  —  dxd^z) 

h 

cos  y  =:  -r-  (dxd^y  —  djd^x) 
ft 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19,  wo  dieselben  Winkel 
durch  A,  Hy  V  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (p) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  A  *f-  cos  ß  cos  /e  -j-  cos  y  cos  v , 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krum- 
hiungsebene  der  Trajectorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senkreclit  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  (/^,  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Linie 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall,  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
fläche gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedüigung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äufsersten  Punkte  ^  und  B 
gehen  müssen. 

Hieraus  folgt,  dafs,  Wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Krümmungslinien  der  gegebenen  Oberfläche  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
auf  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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IlL     Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes. 

162. 

Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhalten  hat^  aus  welchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn^  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  niitzutheilen ,  die  man  von  diesem  Prin- 
cipe«, gemacht  hat,  nemlich  diejenige^  weldie  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraction  des  Lichtes  nach  dem  Emanatious- 
systeme   bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstralil  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  aus  einem  Mittel  in 
das  andere  fälu-t,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Lichttheilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
'  jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten,  /z^die  im  zweiten 
Mittel,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  fvda^ 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  n  y^ 
für 'den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht«  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny-^ny'  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  mufs,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung,  ein  Minimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Subataikz 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
wird,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,   welches   der  Kalkspath 

16* 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystalle  zeigen ,  hängt  \Ofi 
dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Licht- 
strahlen ab ,  die  durch  dieselben  gehen.  Man  mufs  alsdann 
die  Geschwindigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  betrach- 
ten, die  die  Richtung  Jedes  Strahles  bestinunen,  und  das  Gesetz 
der  Refraclion  hangt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,  aus  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Strahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  und  Malus  bestätigt  hat  *) ;  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  aus  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ihre  Richtungen  beschaiFen  seyn  mögen.  In  dem 
Folgenden,  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n  als 
die  Gröfsen  betrachtet,  die  für  jedes  Mittel  besonders  gegeben 
sind    und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  abhängen. 

163. 
Seyen  jetzt  ^  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläche 
der  beiden  Mittel  sey  eine  EbeAe,  und  ziehe  durch,  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  Sey  ferner  AEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Projection  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
stellt. Man  ziehe  durch  die  Punkte  ^^  B,  E  die  Linien 
^jP,  BG  ,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  ^  und  B  gegeben  ist ,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  ^F,  BGy  FQ  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes  E  und  die  Winkel  ^EH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.    Wir  setzen  daher 

AF—a,  BG  =  b,  FG:=^c,  AEH—x,  BEK  =  x', 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =  a  tang  x^     EG  =  b  tang  x' 
und  man  hat  daher 

a  tang.  at  +  6  tang.  a:  '  =:  c.  {a) 

*)  Memoires  de  la  premi^re  classe  de  1' Institut,  pour  l'annee  1809. 
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Der  Lichtslrahl  geht  durch  die  Ti-enniiügsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Projection,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  E  ist.  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  JS,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  AE  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y^  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  3E  sind«  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AEF  und  BEG^  so  hat  man 

AE^^,     BE=      ^ 

und  daher 


cos  X  '  cos  X ' ' 


CQb^X  COS^A? 

Substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gröfse  ny  ^  f^'y\ 
80  ergiebt  sich  hieraus  eine  Function -von  ä,  Xy  x' ^  die  ein 
Minimimi  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs, 
von  welchen  die  beiden  Letzteren  durch  die  Gleichung  (a) 
mit  einander  verbunden  sind«  Es  mufs  daher  zuvörderst  das 
Differential  dieser  Function,  in  Beziehung  auf  z  genommen, 
gleich  Null  seyn ,  woraus  man 

dy    .       ,  rfy'        nz    ,    n  z 
dz  äz         y  y         ' 

erhalt.  Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 
leisten,  dafs  man  z  z=z  o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 
Lichtstrahl  die  Trennungs4äche  der  beiden  Mittel  im  Punkte 
E  trifft,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 
die  durch  die  Punkte  A  und  B  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 
fläche senkrecht  ist. 

Setzt  man  jb  =  o ,  so  hat  man  einfach 


cos  X  cos  X '  ^ 


und    wenn   man    das    vollständige   Differential    dieser   Gröfse 

gleich  Null  setzt,  so  erhält  man 

na  %mxdx    ,    nb  sinx'dx' 

— -^ ==  o; 

cos-^A?  cos-^A? 

differeutiiert   man    aber   auch   die  Gleichung  (a),    so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  t  j    f 

adx      .     bdx 

COS^JC  COS^Ä? 
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dx 
und  wenn  man  -3 —  aus  diesen   zwei   Gleichungen   eliminiert, 

so  findet  man 

n  üa  X  :=.  n    %m  x\  (b) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  x'y  welche  dem  Minimum  von  ^y^n'y 
entsprechen.  Hat  man  den  Werth  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Punkt  £,  indem  man  JEF  =  a  tang.  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  AE  und  BE,  so  wird 
die  gebrochene  Linie  j4EB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen. 

Der  Winkel  AEH^  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Treunungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Stralil 
AE  enthalten  ist,  ist  -das,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  -Jer  Winkel  BEKy  der  zwischen  der  VerläogeruDg 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heifst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x'  bezeichnet«  Die  Gleichung  (b) 
giebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallsvsdnkel 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Strahlenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hangt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n\  für  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  verschiedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel,  verschieden. 

/ 

164. 

Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trennungsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Trajectorie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  Mittel  enthalten 
ist.  Das  Integral  Jpds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra- 
|ectorie,  mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliciert, 
^gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 
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Man  nelime,  wie  in  dem  vorhergelienclen  }.,  an,  dafs  die 
TrennungsfläcLe  eine  ebene  sey.  Seyen  ^  und  JB  (Fig.  41) 
die  beiden  äufsersten  Punkte  der  Trajeclorie,  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene  ^  welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  schneidet.  Jeder  Lichtstrahl 
bewegt  sich  von  ^  nach  B  ^  indem  er  die  gebrochene  Linie 
JlEB  beschreibt,  welche  die  kiirzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Es  ist  aber  zu- 
vörderst einleuchtend,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  .welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  sieht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  lätfger,  als  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene.  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche  Winkel  mit  der  geraden  Linie  CD  macht,  d.  h. 
wenn  man 

AEC  =  BED 

hat,  so  wird  die  Linie  jiEB  kürzer  seyn,  als  jede  andere 
gebrochene  Linie  AE*Bi  deren  Punkt  E\  ebenso  wie  Ey  in 
der  Linie  CD  liegt. 

Man  fälle  nemlich  von  A  die  senkrechte  Linie  AF  auf 
die  Linie  CD^  verlängere  sie  um  das  Stück  A'F^  welches 
gleich  ^i^ist,  und  ziehe  die  geraden  Linien  A'E  und  A' E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A'EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A'EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,    und  man  hat  daher 

A'E  -^-.BE  <  A'E'  +  BE\ 
und  da  A'E  =  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE', 
was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  EH 
auf  CD,  so  sind  AEH  und  BEH  die  Einfallswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls,  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen;  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 
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165. 

Wenn  man  die  Enmnationstlieorle  des  Lichtes  annimmt, 
so  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  ~  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Puukles,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  directere  Weise  ableiten,  als  wenn  man  das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  uÄd  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  ich 
die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  einan* 
der  setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystallisiert  sind. 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an,  dafs  jedea  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Kraft  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  mefsbare  Gröfse  hat.  So  z.  BI  be- 
zeichne man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  unmefsbar  ist,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.      Eine  Kraft  dieser  Art  kann  durch 

bezeichnet  werden,  wo  -/^  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  €^  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichdgkeit  ist,  so  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  verscliiedenen  Mittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 
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ajicehmeii ;  von  diesem  Funkte  M  fälle  man  auf  CD  die 
senkrechte  Linie  MPy  und  ziehe  alsdann  in  dem  oberen  Mittel 
zwei  Ebenen  CJD'  und  C'^D"  mit  CD  parallel^  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sey,  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Funkt  M  geht«  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie- 
hungen, welche  auf  den  Lichtstrahl  im  Punkte  M,  durch  die 
zwei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden^  die  be- 
züglich zwischen  CD  und  C'D\  und  CD'  und  C"D'^  ent- 
halten sind  y  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  'durch 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
er  geht,  getrieben,  der  über  C"I?"  liegt,' und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CD  y  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
unbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaffen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  gröfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  gekommen  ist« 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  ^,  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  js,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
des  unteren  Mittels  und  des  Theils  des  oberen,  welcher  über 
C"D*'  liegt,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z —  Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstrahl  im  Punkte  E  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mittel  bis  zu  dem  Punkte  M* 
eingedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M  P'^  die  auf  CD  senk- 
recht steht,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  wird,  so  sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 
liehe  zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z^  —  Z  gleich 
seyn  wird,  so  dafs  man 

g  +  Z'-Z^o  » 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 
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hat.  Was  die  horizontale  Bewegung,  d.h.  die,  welche  mk 
CD  parallel  ist,  betrifft,,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  übergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  k-einer  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben. Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  ji  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abstände  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  a 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CZ^  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  mefsbaren 
Tiefe  in  das  zweite  Mittel  ein,  und  bezeichnet  man  durch  h' 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstaüde  von  CD  liegt,  «o 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  1?'  sin  a    bezeichnen,    so  dafs  man 

^  sin  a  =:  h\  sin  a        •  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wird; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche  ^  hat. 

166. 
Ich   bezeichne   diese   Geschwindigkeit    durch  //,    so   dafs 

man  für  beide  Mittel  -r-r-  =  w*  hat.      Multipliciert  man  die 

Gleichung  (1)  mit  2dzy    integriert   und  bezeichnet  die   will- 
kührliche  Constante  durch  c,    so  hat  man  im  oberen  Mittel 

u^  =:  c  '\-  2fZ'dz  —  2fZdz. 

Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 

verschwinden,    und   bezeichne   durch   h  und  li     ihre  Werllie 

in  einem  mefsbaren  Abstände  "von  CD.     Es  ist  erlaubt,    diese 

Integrale  h  und  h'  von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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nen,  denn  die  Functionen  Z  und  Zt  und  folglich  aucli  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J Z'dsi'  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werth  hinaus,  nach  der  Voraussetzung,  Null 
oder  unmefsbar*  Man  kann  daher,  wenn  man  will,  auch 
schreiben 

AuTserdem  hat  man,  fiir  einen  mefsbaren  Werth  von  z^ 

u^  =  i«  cos««, 
also  auch 

i«  cos*«  =  c  +  2/i'  —  2A, 

und  w^enn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  u^  elimi- 
niert,  80  folgf  hieraus 

u^  =  h^  cos««  J^2h—2li+  2fZ'dz  —  2pZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  Jf. 

Ich  bezeichne  durch  ix  di®  Geschvnndigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  jB  der  Oberfläche  CD  ^  und  durch  «i  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einsclüiefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

m2  _   1^2  COS*«!, 

und  da  er  dem  Werthe   ä  =  o   entspricht,    so  verschvfinden 

die   zwei   letzten   Glieder   der   vorhergehenden   Formel,    imd 

man  hat 

ii*  cos«  «1  =  i«  cos«  «  +  2  Ä  —  2  Ä'.  (4) 

Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn,  oder  man  mufs 

Ä'  <  Ä  4-  Ji^cos«« 
haben«  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt^  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifEt,  so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat«  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie^  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahl  wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie ^  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  älin- 
lich  seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,   so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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Linien  äbei:,  die  gleiche  Winkel  mit  der  Verticalen  machen, 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  Reflexions-  und  Einfallswinkel 
werden  gleich  seyn, 

UebertrüFt  dagegen  die  Anziehung  des  unteren  Mittels  die 
des  oberen,  und  ist  die  vorhergehende  Bedingung  erfüllt,  so 
wird  der  Lichtstrahl  in  das  zweite  Mittel  mit  einer  auf  CZ? 
senkrechten  Geschwindigkeit  eindringen,  die  durch  die  Glei- 
chung (4)  bestimmt  ist. 

In  dieser  Voraussetzung  hat  man,  vermöge  der  Gleichung 
(2),  in  Beziehung  auf  dieses  Mittel 

u^  =  ki^  cos2«i  -f.  2fZdz  —  2fZ'dz, 
indem   man  noch  immer  voraussetzt,    dafs   die  Integrale   für 
den  Werth  js  =  o   ebenfalls  Null  werden.     In  einem  meDsba- 
ren  Abstände  von  CD  hat  man  w^  =r  i'^  cos^a',   man  hat 

daher 

i'2  cos^a'  =  ii^cos««^  +  2Ä  —  2/i', 

und  wenn  man  ii^cos^aj  vermittelst  der  Gleichung  (4)  eli- 
miniert, so  hat  man 

i'^cos^of'  =  i2  cos^a  +  4Ä—  Mi.  (5) 

Damit  der  Lichtstrahl^  nachdem  er  durch  die  Oberfläche 
CX)  gegangen  ist,  bis  zu  einer  mefsbaren  Tiefe  in  das  untere 
Mittel  eindringen  könne,  ist  es  folglich  hinreichend  und  noth- 
wendig,  dafs  man 

Ä'  <  Ä  -{-.  Ji^cos^c» 

habe.  Wenn  daher  ä',  wiewohl  es  kleiner  als  Zt-f-^i^cps^a 
ist,  dennoch  Ti  -f-  \h^  cos^a  übertriiTt,  so  kann  der  Lichtstrahl 
nur  bis  zu  einer  unmefsbaren  Entfernung  von  CD  in  das 
zweite  Mittel  eindringen,  er  geht  alsdann  wieder  in  das  erste 
Mittel  zurück,  und  die  beiden  Zweige  der  Trajectorie  werden 
auf  beiden  Seiten  des  Punktes,  wo  er  zurück  zu  gehen  an- 
fängt, ähnlich  seyn.  Das  Licht  wird  daher,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  reflectiert  werden,  und  der  Reflexionswinkel 
dem  Einfallswinkel  gleich  seyn^  so  dafs  es  in  der  Theorie, 
die  wir  betrachten,  zwei  verschiedene  Fälle  der  Reflexion 
giebt« 

d67. 
Man  nehme  jetzt  an,  dafs  keiner  dieser  beiden  Fälle  statt 
habe,    so    dafs  der  Lichtstrahl    gebrochen   wird.      Nach    der 
Gleichung  (3)  hat  man 
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und  wenn  man  die  Gleichung  (5)  und  diese  gliedweise  addierr^ 

so  erhält  man 

it'2  =  i2  +  4Ä  —  4Ä'  (6) 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Ge- 
schwindigkeit,  welchen  der  Lichtstrahl  erhält,  indem  er  vom 
Punkte  ^  des  oberem  Mittels  zu  dem  Punkte  -^'  des  unteren 
geht,  von  dem  Wegp,  den  er  eingeschlagen  hat,  unabhängig 
ist,    wie  dies  auch  seyn  mufs  (f.  157). 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (6)  findet  man  auch 

sin  a  h 

=     ^  i=,  (7) 

sin«  ^i2^4(/,_Ä') 

welche  Formel  4as  Gesetz  des  beständigen  Verhältnisses  des 
Brechungswinkels  zum  Einfallswinkel  enthält,  und  den  Werlli 
dieses  Verhältnisses,  ausgedrückt  als  Function  der  Geschwin- 
digkeit h  des  Lichtes  in  dem  einen  Mitlei  und  des  Untersciiie« 
des  li  —  Ji    ihrer  Brechungsvermögen  h  und  Ji    angiebt. 

Wenn  das  untere  Mittel  von  zwei  parallelen  Ebenen 
begränzt,  und  unter  ihm  dasselbe  Mittel  ist  wie  über  ihm, 
so  zeigt  die  Beobachtung,  dafs  das  Licht,  nachdem  es  zwei 
Brechungen  erlitten  hat,  und  durch  beide  Gränzflächen  des 
mittleren  Mittels  gegangen  ist,  eine  Richtung  annimmt,  die  der, 
welche  jbs  in  dem  oberen  Mittel  hatte,  parallel  ist.  Dies  folgt 
auch  aus  der  Gleichung  (7),  denn  bezeichnet  man  durch  a" 
den  Winkel,  welchen  der  Lichtstrahl  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, nachdem  er  aus  dem  mittleren  Mittel  herausgetreten 
ist,  so  mufs  man,  um  sin  ie"  zu  bestimmen,  in  dieser  Glei- 
chung die  Gröfsen  h  und  Ji  vertauschen,  und  i',  «',  a'  für 
h,  ay  a    setzen.    Man  hat  daher 

sm  a     k 

sina'    ~  ^f'2_j.4(A'— A)' 
oder,  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  und  (7) 

sin«^    _  ^CISI^^^  —   ^^^^ 
sm  a  A7  sm  a 

was  wirklich  «"  =  »  giebt. 

Die  Erscheinung  der  Zerstreuung  des  Lichtes,  welche 

entsteht,   wenn  der  Brechungswinkel  a    verschiedene  Werlhe 
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für  die  verschieden  gefärbten  Stralilen  hat,  aus  welchen  ein 
einfallender  Lichtstrahl  zusammengesetzt  ist,  kann  nacli  For- 
mel (7)  entweder  einer  Verschiedenheit  in  ihrer  Geschwindig- 
keit tf  oder  einer  verscliiedenen  Wirkung  jedes  Mittels  auf 
diese  verschiedenen  Strahlen^  woraus  sich  ungleiche  Werthe 
von  h  —  Ä'  ergeben  würden,  zugeschrieben  werden. 

168. 

Die  Gleichung  (7)  zeigt,  dafs,  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen, das  Yerhältnifs  des  Brechungswinkels  zum  Einfalls- 
winkel mit  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  sich  ändern  mufg. 
Betrachtet  man  aber  einen  Stern,  der  in  der  Ebene  der  Eklip- 
tik liegt,  so  giebt  es  eine  Zeit  im  Jahre,  wo  die  Geschwin- 
digkeit der  Erde  zu  der  des  Lichtes  hinzu  kommt,  und  eine 
andere  Epoche,  wo  die  erste  Geschwindigkeit  von  der  zweiten 
abgezogen  werden  mufs,  wodurch  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  in  Beziehung  auf  ein  Mittel,  das  sich  mit  der  Erde 
fortbewegt,  im  ersten  Falle  wirklich  gröfser  ist,  als  im  zwei- 
ten. Das  eben  besprochene  Yerhältnifs  müfste  daher  ebenfalls 
zu  diesen  zwei  Zeiten  verschieden  seyn;  indessen  haben  sehr 
genaue  Versuche  Arago's  gezeigt,  dafs  dieses  Verhältnifs,  wäh- 
rend eines  ganzen  Jahres,  sich  nicht  auf  eine  merkliche  Weise 
ändert,  und  dafs  aufserdem  seine  Gröfse  dieselbe  ist,  sowohl 
für  die  Sonne  als  für  die  verschiedenen  Sterne,  von  welchen 
das  Licht  ausgegangen  ist. 

Welche  Theorie  des  Lichtes  man  auch  annimmt,  immer 
bleibt  es  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache ,  dafs  die  Verbin- 
dung der  eigenen  Geschwindigkeit  des  Lichtes  mit  der,  der 
Erde,  die  sich  in  der  scheinbaren  Bewegung  der  Fixsterne 
zeigt,  welche  unter  dem  Namen  der  Aberration  bekannt  ist, 
dennoch  keinen  mefsbaren  Eiuflufs  auf  die  Brechung  des 
Lichtes  hat,  welches  uns  die  Sterne  zu  v-erschiedenen  Zeiten 
des  Jahres  zusenden. 

Im  leeren  Raiime  ist  die  Bewegung  des  directen  oder  re- 
flectierten  Lichtes  gleichförmig  und  seine  Geschwindigkeit  uu- 
a^bhängig  von  der  Quelle,  von  welcher  es  ausgegangen  ist.  Die 
Gröfse  dieser  Geschwindigkeit  ist  der' Art,  dafs  das  Licht  in 
493,34  Secunden  den  mittleren  Abstand  der  Sonne  von  der 
Erde  durchlauft,  was  30950  Myriameler  für  die  Secunde  giebt. 
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Ein  Lichtstrahl,  der  von  der  Sonne  oder  von  einem  Sterne 
ausgeht^  mxih  wie  jeder  andere  geworfene  Körper,  eine  Ver- 
minderung in  seiner  Geschwindigkeit  erleiden,  die  von  seiner 
Schwere  nach  diesem  Weltkorper  hin  herrührt,  d.  h.  von  der 
im  umgekelirteu  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  vom 
Mittelpunkte  wirkenden  Anziehung,  welche  die  Masse  des 
Körpers  auf  jedes  materielle  Lichttheilchen  ausübt,  diese  Ver- 
minderung ist  aber  ein  sehr  kleiner  Bruch  der  endlichen  Gc-  . 
schwindigkeit  des  Lichtes.  So  z.  B.  da  die  Intensität  der 
Schwere  an  der  Oberfläche  der  Sonne  27  i  mal  gröfser  ist, 
als  die  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde,  wie  man 
in  der  Folge  sehen  wird,  und  der  Halbmesser  der  Sonne  110 
Halbmessern  der  Erde  gleich  ist,  so  schliefst  man  aus  dem, 
was  man  in  §.  143  gesehen  hat,  dafs  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  wenn  sie  in  einem  grofsen  Abstände  von  der  Sonne 
30950  Myriameter  beträgt ,  um  ungefälir  zwei  Milliontel  gröfser 
seyn  mufste,  als  sie  von  der  Oberfläche  der  Sonne  ausgieng. 
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Viertes    Kapitel. 
Ueher   die  CentrifugalkrafU 

169. 

Der  Druck^  welchen  ein  materieller  Punkt  auf  eine  krumme 
Linie,  die  er  beschreiben  mufe^  ausübt,  ist  nicht  deriselbe, 
wie  wenn  er  auf  dieser  krummen  Linie  im  Gleichgewichte  ist 
Der  Zustand  der  Bewegung  bringt  einen  besonderen  Druck 
hervor,  den  man  die  Centrifugalkraft  nennt,  weil  man 
ihn  zuerst  bei  dem  Kreise  betrachtet  hat,  wo  er  nach  der 
Verlängerung  des  Halbmessers  gerichtet  ist,  und  beständig  den 
Körper,  auf  welchen  er  wirkt,  vom  Mittelpunkte  zu  entfernen 
strebt.  Diese  Kraft  wollen  wir  nun  bei  jeder  beliebigen  krum- 
men Linie  betrachten. 

Seyen  Mi  M  und  MM'  (Fig.  43)  zwei  auf  einander  fol- 
gende u^d  gleiche  Elemente  der  gegebenen  krummen  Linie, 
//  und  H'  die  Mitten  derselben,  MT  und  M' T  ihre  Ver- 
längerungen.  Ihre  Ebene  und  der  Winkel  TM  T'  w^den 
bezüglich  die  Krümmungsebene  und  der  Contingenzwinkel 
der  krummen  Linie  am  Punkte  M  seyn,  und.  wenn  man  in 
dieser  Ebene  die  Linie  MO  zieht,  welche  den  Winkel  MiMM' 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  stellt  diese  die  Richtung  des 
Krümmungshalbmessers  für  denselben  Punkt  M  dar,  so  dafs 
der  Punkt  O  dieser  Linie,  der  Mittelpunkt  der  Krümmung 
seyn  wird.  Man  nenne  ds  das  Element  MyM  der  krummen 
Linie,  welches  auch  gleich  HMH'  seyn  wird;  sey  ferner  8 
der  unendlich  kleine  Winkel  TMT'  und  q  der  Krümmungs- 
halbmesser MOy  ho  haben  wir  (J.  18) 

ds 

Dies  vorausgesetzt,  sehe  man  zuerst  von  den  gegebenen 
Kräften  ab,  die  auf  den  Körper  wirken  können^  und  nehme 
an,  dafs  er  am  Ende  der  Zeit  t  mit  der  Geschwindigkeit  v 
im  Punkte  M  ankoimne.  Wäre  er  ganz  frei,  so  würde  er 
sich  auf  MT  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortbewegen,  da 
er  aber,    der  Voraussetzung  gemufs,  gezwungen  ist,    eine  ge- 
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gcbene  kriimnie  Linie  zu  beschreiben,  so  niiifs  sich  die  Rich- 
tung seiner  Beilegung  ändern  und  wird  MT\  Errichtet  man 
aber  über  MT'  die  senkrechte  Linie  JUX,  die  in  der  Krüm- 
mungsebene enthalten  ist,  und  aufserhalb  der  Concavität  der 
krummen  Linie  liegt,  so  kann  man  statt  der  .Geschwindig- 
keit Py  die  nach  J/2'  gerichlet  ist,  zwei  andere  Geschwin- 
digkeiten setzen,  von  welchen  eine  gleich  v  cos  S  und  nach 
MT  gerichtet  ist,  die  andere  gleicht  sin  tf  und  nach  MK 
gerichtet  ist.  Die  Wirkung  der  krummen  Linie  besteht  als- 
dann darin ,  dafs  diese  die  letztere  dieser  beiden  Geschwindig- 
keiten aufliebt^  und  hur  die  erstere  bestehen  läfst^  oder,  mit 
anderen  Worten,  'diese  Wirkung  kommt  darauf  zurück,  dafs 
sie  dem  Körper  eine  Bewegung  mittheilt,  die  gleich  v  sin^ 
und  ihr  entgegengesetzt  ist.  Ersetzt  man  daher  die  gegebene 
krumme  Linie  durch  ein  Vieleck  von  unendlich  vielen  Seiten, 
so  besteht  ihr  Widerstand  darin,  dafs  sie  dem  Körper  in 
jeder  Spitze  M  dieses  Vielecks,  eine  unendlich  kleine  Geschwin- 
digkeit if  sin  <f  mittheilt,  deren  Richtung  der  Richtung  von 
MK  entgegengesetzt  ist. 

r 

Um  diesen  Widerstand  einer  bewegenden  Kraft  /,  die 
unaufhörlich  auf  den  Körper  wirkt,  ähnlich  zu  machen,  kön- 
nen wir  annehmen,  , dafs  die  Geschwindigkeit  v  sin  d  hervor- 
gebracht wird,  während  dieser  materielle  Tunkt  von  H.  nach 
-ff' geht,  und  dt  für  die  Dauer  dieser  Wirkung  nehmen.  Auch 
können  wir,  in  diesem  Zeiti'aume,  die  Aenderung  der  Rich- 
tung dieser  Kraft  vernachlässigen  und  sie  z.  B.  als  parallel  mit 
der  geraden  Linie  MO  ansehen,  pie  entsprechende  beschleu- 
nigende Kraft  hat  alsdann ,  wie  jede  der  Kräfte  17,  U ,  U 
U.S.W,  des  f.  147,  zu  ihrem  Mafse ,  die  Geschwindigkeit  v 
sin  Sy  welche  sie  während  der  Zeit  cf^  hervorbringt,  dividiert 
durch  dty   und  wenn  man  m   die  Masse    des  Körpers    nennt, 

80  folgt  hieraus 

,, mp  ^inS 

^  ~        dt 
für  den  Werth    von  f.      Ersetzt  man    daher    sin  d  durch  8, 
nimmt  für  <^  seinen  vorhergehenden  Wertii,  und  bemerkt,  dafs 
ds  zizpdt,   so  hat  man 

17 
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Der  Druck,  den  die  krumme  Linie  erleidet,  und  welcher 
blos  von  dem  Zustande  der  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
welcher  dieselbe  beschreibt,  herrührt,  oder  die  Centrifugal- 
kraft,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  ist  der  Kraft  f  gleich 
und  entgegengesetzt.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Centrifugalkraft 
in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  gegebenen  krummen  Linie 
in  der  Krümmungsebene  enthalten  und  aufserhalb  der  Con- 
cavität  dieser  krummen  Linie  nach  der  Verlängerung  M^ 
ihres  Krümmungshalbmessers  gerichtet  ist,  und  dafs  ihre  Inten- 
sität im  umgekehrten  Verhältnisse  dieses  Halbmesser«  und  im 
directen  Verhältnisse  der  Masse  des  Körpers  und  des  Quadra- 
tes seiner  Geschwindigkeit  steht« 

1 70. 

Da  diese  Geschwindigkeit  auf  der  Seite  MiM  gleich  f^  ist, 
und  auf  der  folgenden  geraden  Linie  MM'  gleich  p  cos  Ö  wird, 
so  folgt  hieraus,  dafs  ilu^e  Gröfse  nicht  durch,  die  krumme  Linie 
geändert  wird,  denn  man  kann  die  Gröfse  v  (1  —  cosd),  da 
sie  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  ist,  vernach- 
lässigen ,  indem  sie  nur  eine  unendlich  kleine  Verminderung 
der  Geschwindigkeit,  auf  einem  Theile  der  krummen  Linie, 
der  eine  endliche  Gröfse  hat,  hervorbringen  könnte.  Die  Be- 
wegung auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  ist  daher  einför- 
mig, wenn  der  JKörpeir  durch  keine  gegebene  Kraft  getrieben 
wird. 

Dies  wurde  schon  in  f.  157  gefunden,,  wir  sehen  aber 
hier  noch  aufserdem,  dafs  der  Grund  hiervon  darin  liegt,  dafs 
der  Contingenzwinkel  unendlich  klein  ist  und  dafs  der  Kör- 
per in  einem  Punkte,  wo  zwei  verschiedene  krumme  Linien 
sich  unter  einem  endlichen  Winkel  schneiden  würden,  einen 
endlichen  Verlust  an  Geschwindigkeit  erleiden  würde,  wenn 
er  von  einer  krummen  Liliie  zur  anderen  übergienge.  Dieser 
Verlust  wäre  der  anfanglichen  Geschwindigkeit,  multipliciert 
mit  dem  Sinus  versus  dieses  Winkels,   gleich. 

Wird  der  Körper  durch  eine  oder  mehrere  gegebene 
Kräfte  getrieben,  so  ändert  sich  seine  Geschwindigkeit  ver- 
möge der  Seitenkräfte  dieser  Kräfte,  die  nach  den  Tangenten 
der  Trajectorie  gerichtet  sind,  und  die  auf  der  Trajectorie 
senkrechten  Kräfte  üben,   wie  im  Zustande  der  Ruhe,    eioien 
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Druck  auf  diese  krumme  Linie  aus^  den  man  zu  der  Centri- 
fugalkraft  liinzu  rechi^en  mufs« 

Sey^  im  Allgemeinen  ^  mR  die  Mittelkraft  der  gegebenen 
Kräfte^  welche  auf  den  Körper  wirken ^  wenn  er  im  Punkte 
M  angelangt  ist.  Man  zerlege  diese  bewegende  Kraft  in  zwei, 
andere^  von  welchen  die  eine  die  Tra)ectorie  berührt ^  die 
andere  senkrecht  darauf  steht;  ich  bezeichne  dieselben  durch 
mT  und  TnQy  die  erste  ist  die  Kraft ^  welche  die  Geschwin- 
digkeit verändert  9  die  zweite  bringt  den  Theil  des  Druckes 
hervor,  der  von  dem  Zustande  der  Bewegung  des  Körpers 
unabhängig  ist.  Nimmt  man,  nach  del*  Regel  des  Parallelo- 
gramms der  Kräfte,   die  Mittelkraft  von  mQ  und  der  Centri- 

fugalkraft  /  oder ,  so  hat  man ,  der  Gröfse  und  Rich- 
tung nach,  den  ganzen  Druck,  der  im  Punkte  M  der  gege- 
benen krummen  Linie  statt  hat.  Diese  Kraft,  getheilt  durch 
die  Masse   des   Körpers,    oder  die  Mittelkraft   der  beschleuß 

nigenden  Kräfte  Q  und  — ,  mufs  mit  der  Kraft  P  des  f.  152 

zusammen  fallen.  Es  soll  sogleich  gezeigt  werden,  dafs  dies 
wirklich  der  Fall  ist. 

171. 

Ich  ersetze  die  Gleichungen  (5)  dieses  §.  durch  diejenigen, 
die  man  unmittelbar  daraus  ableiten  kann: 


dxd^y  "^  dy^x        „dx  dy  /dx        „,       dy  \ 

dfdt^  d*  ds  \ds  ds  / 

dz  dx  /dx         „       dx  ,\ 

=^X^ Z-; />(--  co«7J— —  cos/z    1 

ds  ds  \ds  ds  / 

ds  ds  \ds  -  ds  / 


(0 


dzd^x  —  dxd^z 
dyd^z  —  dzd^y 

Wie  auch   die  unabhängige  Veränderliche  beschaiFcn  seyj 
immer  hat  man 

dxd^y—dyd^x  _  dx^   ^di 
dt^  ~  difl*    dt 

und  zu  gleicher  Zeit 


dt, 


dx^  dx^    da^       ^'T^        ^-^    ds 


dt^  ~  ds^  '  dt^'       dt     ~    ds'  dt' 

17* 
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ds 
da  1^  =  -7-  j    80  folgt  hieraus 
dt 

dxd^y  —  dyd.^x  _    ^dx^  ^'uZ  _ v^jdxä^y—dyd'^x) 

dsdt^    ,  ds*^  ds  ds^ 

lind  ebenso  findet  man 

dzd^x  —  dxd^z  v'^ißz^^x  —  dxd^z) 
dsdt^                ~  ^s^~~  ' 

dyd^z  —  dzd^y    _  v^(dyd^z  —  dzd^y) 
dsdt^               ~  ^ä"5  * 

Bezeiclmet  man  durch  q,  q\  q*'  die  Winkel,  >velche  die 
Kraft  Q  mit  den  Linien  einschliefst,  die  den  Axen  der  JC,y,  ä 
parallel  sind,  und  bemerkt  man,  dafs  X,  Y,  Z  die  Seiten-? 
kräfte  von  Q  und  der  Tangentialkraft  T  nach  diesen  Paral- 
lelen sind,  so  hat  man  auch 

da  ds  ds  . 

und  vermittelst  dieser  Werihe  und  der  vorhergehenden,  wer- 
den die  Gleichungen  (l) 

ifidsfy^djd^x}         (dx        ,    ,dy         \  (dx  dy  \^ 

-^ ^-^ =-"--t V5^^*'^- S^^^V"'  U^'^''     "Js"''''^) 

i^^idzd^x  ^  dxdJ^zy         (dz  dx  \         (dz  dx  \ 

v\<ly^z,-dzd!^y)         Jdy         ,,      dz  \  (dy  dz  \ 

Nennt  man  aber  y,  y\  /'  die  Winkel,  Welche  die  Rich- 
tung der  Centrifugalkraft,  d.  h.  die  Verlängerung  MJN  des 
Krümmungshalbmessers  MO,  niit  den  Linien,  die  durch  den 
, Punkt  M  den  Axen  deix,y,  z  parallel  gezogen  sind,  bildet, 
und  x\  y%  z  die  Coordinaten  des  Millelpunkles  der  Krüm- 
mung O,  so  hat  man 

X  —  X   =^co8y,    y — JK'^  (>  cos;/',     z  —  ä' zz:  ^  cos;/'*, 
und  verbindet  man  die  Gleichungen  (2)  mit  den   Formeln  des 
f.  20,  so  findet  man  daraus  ohne  Schwierigkeit 

C^bf^x  dy  \        dz  /'dz  dx  NT 
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rd^fdy  dz  N        dx  /dx  dy  N"l 

Ldx/^dz  dx  \       dy/'dY  dz  \~\ 

:i\T.  «=»•"-  *  *<"'^V  -  £U  *^" "-  *  *~"')  J 

Da    aber,  die    Kräfte    P   und    Q    auf   der    TaDgenlo   der 
Trajeclorie  senkrecht  slehen,    so  hat  man 

dx  X     dr  ,    .    dz  „ 

-7-  COS  11  -4 — p-  COS  II    4-  -,-  COS  n     =  O  , 
a«  «*  *  da 

■wodurch  sich  die  CoefGcienten  von  Qy  in  den  drei  vorherge- 
henden Gleichungen,  in 

—  cos  q,    —  cos  gr',    —  cos  g", 
und  die  von  —  P  in 

•*—  cos  II ,     —  cos  II',     —  cos  n" 
verwandeln,    also  hat  man  zuletzt 

—  cos  y  -|-  Ö  cos  q  z=:  P  cos  IT 
9  .  ' 

—  cos  y'  -|-  0  cos  q'  =2  P  cos  II' 
9 

*  —  COS  y"  +  Q  cosgr"  =  P  cos.n" 

woraus   man    sieht,    wie    bew^iesen    werden    sollte»    dafs    die 
Kraft  P,   der  Gröfse  und  Richtung  nach,   die  Mittelkraft   der 

beiden  Kräfte  -—  und  Q  ist. 

9 

172. 
Wenn   der   Körper   blos  gezwungen  ist,   sich   auf  einer 
gegebenen   Oberfläche   zu   bewegen,   so   mufs  die   Mittelkraft 

der  bewegenden  Kräfte  mQ  und  ,  weiche  schon  auf  der 

9 
Trajectorie   senkrecht  steht,   auch  auf  dieser  Oberfläche  senk- 
recht stehen.     Nennt  man  daher  mN  diese  Mittelkraft,   und 
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bezeichnet  man  durch  co  und  ^  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel,  welche  ihre  beiden  Seitenkräfte  mit  einem  bestimm- 
ten Theile  der  Linie,  die  auf  der  Oberfläche  senkrecht  steht, 
im  Punkte,  vro  der  Körper  sich  befindet,  einschliefst,  so  hat 
man 

JV  =  db  (Q  cos  OD  "] cos  ^  J . 

Die  Kraft  jV  wirkt  nacli  diesem  Theile  der  Normalen 
oder  nach  seiner  Verlängerung,  Je  nachdem  die  in  Klammern 
eingeschlossene  Grüfse  positiv  oder  negativ  ist>  und  damit  iV 
immer  eine  positive  Gröfse  sey,  nimmt  man  im  ersten  Falle 
das  obere  und  im  zweiten  das  untere  Zeichen.  Diese  beschleu« 
nigende  Kraft  N  mufs  daher  derjenigen,  welche  in  den  Glei- 
chungen (3)  des  f.  151  vorkommt  ,*  gleich  und  entgegengesetzt 
seyn ,  und  da  diese  sich  nur  darin  von  den  Gleichungen  (5)  des 
§•  152  unterscheiden,  dafs  sie  J^7,  A,  /6,  r  statt  —  P,  11,  IT,  II" 
enthalten,  so  kann  man  aus  denselben,  nach  der  vorherge- 
henden Analyse,  die  Seitenkräfte  der  Kraft  N  ableiten,  welche 
denjenigen,  die  man  für  die  Kraft  P  gefunden  hat,  gleich 
und  entgegengesetzt  sind. 

Bezeichnet  man  in  demselben  Falle,  wo  eine  Oberfläche 
gegeben  ist,  durch  «'  und  ip'  die  Winkel,  welche  die  Kräfte 

mO  und  mit   einer  Axe   bilden,  die   durch   den  Punkt 

Q 
gezogen  ist,    wo  sich   der   Körper   befindet,   diese   Oberfläche 

berührt,  und  auf  der  Trajectorie  senkrecht  steht,  so  dafs  man 

cos^cö  -j-  cos^w'  =  1,     cos^ifj  -|-  cos^^'  =  1 
hat,  so  muls  die  Summe  der  Seitenkräfte   dieser  zwei  Kräfte, 
die  nach  dieser  berührenden  Axe    gerichtet  sind,   gleich  Null 
seyn,   weil  ihre  Mittelkraft  auf  demselben  Punkte   der  Ober- 
fläche senkrecht  steht,   man  hat  daher 

Q  cos  cü'  4-  —  cos  \f/  z=.  Oy 

9 
welche  Gleichung  dazu  dienen  kann,  die  Neigung  tp'  der  Krüm- 
mungsebene der  Trajectorie   gegen  die  berührende  Ebene  der 
gegebenen  Oberfläche  zu  bestimmen* 

Wenn  der  Körper  keiner  gegebenen  Kraft  unterworfen 
ist,  oder,  allgemeinei:  ausgedrückt,  wenn  er  nur  einer  Kraft 
unterworfen  ist,   welche  die  Trajectorie  berührt,  so  hat  man 
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()  =  o,  hieraus  folgt  also  cos  ^' =  o  und  t/>'=:90,  so  dafs 
die  KrummuDgsebene  dieser  krummen  Linie  immer  auf  der  ge- 
gebenen OberJUäche  senkrecht  steht.  Da  diese  Eigenschaft 
im  Allgemeinen^  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  gege- 
benen Punkten  auf  dieser  Oberfläche  ist,  so  beschreibt  der 
Körper  eine  solche  Linie  ^  wie  dies  schon  früher  gesagt  wor- 
den ist  (f.  161) ;  jetzt  aiier  sehen  wir  aufserddm^  dafs  eine  Kraft, 
welche  nach  der  Tangente  der  Trajectorie  gericlitet  ist,  wie 
eine  Reibung  gegen  die  gegebene  Oberfläche  oder  der  Wider- 
stand eines  Mittels ,  den  Körper  nicht  von  der  kürzesten  Linie 
zwischen  dem  Punkte,  von  welchem  er  ausgeht,  und  dem, 
in  welchem  er  ankommt^  ablenkt. 

173. 
Ist   endlich   der  Körper   ganz    frei,  so  mufs   die    auf  der 
Trajectorie    senkrecht    stehende    Seitenkraft    der    bewegenden 

Kraft  mJR,   die  ilm  treibt,    mit  der  Centrifugalkraft  im 

Gleichgewichte  seyn ,  weil  in  diesem  Falle  keine  krumme  Linie 
oder  Oberfläche  vorhanden  ist,  die  die  senkrechte  Mittelkraft 
dieser  beiden  Kräfte  aufheben  könnte.  Es  mufs  datier  die 
Krümmungsebene  der  Trajectolie  diejenige  seyn ,  welche  durch 
die  Tangente  und  die  gegebene  Richtung  der  Kraft  m  R  geht ; 
nennt  man  d'  den  Winkel,  den  diese  Richtung,  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  mit  dem  Krümmungshalbmesser  MO  ein- 
schliefst, so  mufs  aufserdem  dieser  Winkel  Äpitz  seyn,  wenn 
die  senkrechte  Seitenkraft  der  Kraft  niR  im  entgegengesetzten 
Sinne  der  Centrifugalkraft  wirken  soll,  die  nach  MI^  gerich- 
tet ist.     Dies  vorausgesetzt,  mufs  man 

Ä  cos  ^  =  (rt) 

9 

haben. 

Ist  die  beschleunigende  Kraft  Ä,  welche  den  Köi-per  treibt, 
eine  Centralkraft ,  die  nach  einem  bekannten  Pimkte  gerichtet 
ist ,  und  hat  man  durch  Beobachtung  die  krumme  Linie  ken- 
neu  gelernt,  die  er  um-  diesen  festen  Punkt  beschreibt ,  so  kann 
man  daraus  die  Gleiclnuig  dieser  krummen  Linie,  den  Krüm- 
mungshalbmesser Q  und  den  Winkel  &,  den  dieser  mit  der 
Richtung  der  Kraft  R  einschliefst ,   ableiten ;    auch  kann  man 
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» 

aus  dieser  Gleichung  uud  der  Eigenschaft,  dafs  die  Flachen 
den  Zeiten  proportional  siud  (}.  155),  den  Werlh  der  Gescliwin- 
digkeit  ff  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Trajectorie  ableiten. 
Die  Gleichung  (a)  bestimmt  daher  den  Werth  von  /?,  oder 
das  Gesetz  der  Centralkraft,  vermöge  welcher  der  Körper  die 
gegebene  krumme  Linie  beschreibt.  Auf  diese  Weise  hat 
Newton  das  Geselfc  der  Kraft  enldeckjt,  die  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist,  und  vermöge  welcher  jeder 
Planet  eine  Ellipse  beschreibt,  von  welcher  dieser  Punkt  ein 
Brennpunkt  ist.  In  der  Folge  wird  man  aber  sehen,  dai's 
diese  Bestimmung,  indem  man  von  denselben  Angaben  ausgeht, 
durch  eine  einfachere  Kechnung  gefunde^  werden  kann. 

174. 

Huyghens,  dem  man  das  Mafs  der  C^ntrifugalkraft  ver- 
dankt, hat  dieses  aus  der  Betrachtung  der  Kreisbewegung  ab- 
geleitet, und  wiewohl  diese  Methode  weniger  direct  ist,  als 
die  vorhergehende,  so  glaube  ich,  dai's  es  dennoch  nützlich 
ist,  sie  hier  'mit  wenigen  Worten  aus  einander  zu  setzen. 

Sey  M  (Fig.  44)  ein  materieller  Punkt ,  der  durch  einen 
un ausdehnbaren  Faden  CM  mit  einem  festen  Punkte  C  ver< 
bunden  ist;  man  nehme  an,  es  hätte^  ihm  ein  Stofs  eine  Ge- 
schwindigkeit a  mitgetheilt,  nach  einer  Richtung,  die  auf  der 
Länge  des  Fadens  senkrecht- ist,  imd  um  die  Frage  zu  ver- 
einfachen, nehme  man  an,  dafs  keine  gegebene  Kraft  auf  den 
Körper  wirke.  Dieser  materielle  Punkt  beschreibt  einen  Kreis 
AMB  j  dessen  Mittelpunkt  und  Halbmesser  der  feste  Punkt 
und  die  Länge  des  Fadens  ist.  W^ährend  dieser  Bewegung 
erleidet  der  Faden,  der  den  Körper  zurückhält,  nach  der 
Richtung  seiner  Länge,  eine  gewisse  Spannung,  die  nichts 
Anderes  '  als  die  Cenfrifugalkraft  ist.  Bringt  man  dne  Kraft 
an  den  Körper  an,  die  dieser  Spannung  gleich  und  beständig 
nach  dem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  kann  man 
den  Faden  ganz  aufser  Acht  lassen ,  und  den  Körper  als  einen 
völlig  freien  ansehen.  Es  wird  daher  der  Kreis,  vermöge 
dieser  Kj^aft,  deren  Gröfse  unbekannt  ist,  in  Verbindung  mit 
der  Geschwindigkeit  a,,  beschrieben. 

Hieraus  folgt  zuerst,  dafs  die  Kreisausschnitte,  welche 
diuxh  den  Halbmesser  beschrieben    werden,   den  Zeiten  pro- 
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portional  siud  (f.  155)^  was  zur  nothwendigen  Folge  lial,  daf« 
dies  auch  bei  den  durchlaufenen  Kreisbogen  der  Fall  ist.  Die 
Kreisbewegung  ist  daher  gleichfürinig ,  und  wenn  man  durch 
8  den  Bogen  bezeichnet,  der  in  der  Zeit  t  beschrieben  wird, 
so  hat  man  Bziz.at, 

^ay  '^  ^^®  Masse  des  Körpers,  ma  die  Centralkraft,  und 
daher  a  die  beschleunigende  Kraft /die  bestimmt  werden  soll. 
Wie  auch  diese  Kraft  beschaffen  sey,  so  kann  man  sie  als 
eine,  die,  der  Grofse  und  Richtung  nach,  während  eines  un- 
endlich kleinen  Zeltraums  conslant  ist,  betrachten;  während 
daher  der  Körper  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  MM! 
beschreibt,  wird  die  Kraft  a  als  eine  coustante  betrachtet,  die 
dem  Halbmesser  CM,  der  zum  Anfangspunkte  dieses  Bogeus 
gezogen  Ist,  parallel  ist.  Hieraus  schliefst  man,  dafs,  wenn 
der  Körper  nicht  durch  die  Geschwindigkeit  a  'gelrieben  würde, 
er  vermöge  der  Centralkraft,  in  einer  unendlich  kleineu  Zeit, 
den  Sinus  versus  itf  A^,  oder  die  Projection  des  Bogens  MM\ 
den  er  wirklich  beschreibt,  aufCW,  beschreiben  würde.  Jede 
beschleunigende  Kraft  wird  aber  durch  das  Doppelte  des  un- 
endlich kleinen  Baumes  gemessen,  den  ein  Körper  vermöge 
ihrer  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  dufrclüauft,  dividieit 
durch  das  Quadrat  dieser  Zeit  (f.  118);  nennt  man  daher  e 
den  Sinus  versus  MN,  und  t  die  Zeit,  welche  der  Körper 
braucht,  um  den  Bogen  MM'  zu  beschreiben,  so  hat  man 

bezeichnet   man  aber   diesen  Bogen   durch  a,    und  den  Halb- 
messer CM  durch  r,    so  hat  man 

^=27' 
indem  man  den  Bogen  statt  der  Sehne  nimmt,  und  da  arzav 
ist,  so  hat  man 

a  =  — . 
r 

Dieser  Werih  von  a  ist  daher  der  der  Centrifugalkralt 
auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen,  in  einem  Kreise,  der  mit 
gleichförmiger  Bewegimg  beschrieben  wird«  Hieraus  scliliefst 
man  unmittelbar,  dafs  diese  Kraft,  in  einer  beliebigen  krum- 
men Linie,  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividiert  durch 
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den  Krümm  ungshalbmesser,  zum  Mafse  hat.  Denn  da  die 
Trajectorie  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  mit  ihrem 
Krümmungskreise  gemeinschaftlich  hat,  so  kann  man  anneh- 
men, dafs  der  Körper  sich  während  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  um  den  Mittelpunkt  der  Krümmung  in  einem  preise  be« 
wegt,  und  daher  die  Centrifugalkraft  hat^  die  dieser  Bewe- 
gung zukommt.  Multipliciert  man  diese  beschleunigende  Kraft 
durch  m,  so  hat  man  denselben  Werth  wie  für  die  Kraft, 
die  in  §.  169  durch  f  bezeichnet  worden  ist« 

175. 
Um   die  Centrifugalkraft  im  Kreise   mit   der  Schwerkraft 
zu  vergleichen,  nehme  man  an,  die  Geschwindigkeit  a  gehöre 
zu  der  Höhje  h,  so  dafs  man  a^  z=z  2gh  hat  ((.  130),  indem 
man  durch  g  die  Schwere  bezeichnet,  hieraus  folgt 

jK    _    2h 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Centrifugalkraft  sich  zur  Schwer- 
kraft verhält,  wie  das  Doppelte  der  Höhe,  die  zu  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  gehört,  zu  dem  Halbmesser. 

Wenn  die  Dimensionen  des  Körpers  im  Verhältnisse  zu 
seiuem  Abstände  vom  Punkte  C  sehr  klein  sind,  so  kann 
man   den  Werth  von  a  als  beinahe  in  seiner  ganzen  Ausdeh- 

Uung   constant  ansehen,    und   das  Yerhältnifs    —  für  das  der 

g 

I 

Centrifugalkraft,  die  von  der  Kreisbewegung  herrührt,  zum 
Gewichte  des  Körpers,    auf  welchen  sie  wirkt,  nehmen. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  in  einer  horizontalen  Ebene 
statt  hat,  so  sind  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  die  Cen- 
trifugalkraft und  die  Spannung  des  Fadens,  der  an  den  Punkt 
C  befestigt  ist,  veränderlich.  Man  nehme  an,  der  Körper 
bewege  sich  in  einer  verticalen  Ebene,  bezeichne  durch  2gh 
das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit,  wenn  er  sich  in  der 
horizontalen  Ebene  befindet,  die  durch  den  Punkt  C  geht,  und 
penne,  für  einen  gewissen  Augenblick,  z  den  Abstand  von 
dieser  Ebene ,  der  als  positiv  angesehen  wird ,  wenn  sich  der 
Körper  unter  derselben,  und  als  negativ,  wenn  er  sich  über 
derselben  befindet.      Für    diesen    Augenblick  ist  2  ^  (A  -|-  z) 
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das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  (J.  159)  und  — — — — — l 

r 

die  Centrirugalkraft.  Um  die  ganze  Spannung  des  Fadens  zu 
haben ,  mufs  man  zu  dieser  Kraft  die  Seitenkraft  des  Gewich- 
tes des  Körpers  hinzu  addieren ,  das  nach  der  Verlängerung 
seines  Halbmessers  gerichtet  ist^  welche  Seitenkraft  ^  wie  man 

leicht  sieht,  gleich  — - —  ist. 

r 

Nennt  man  daher  &  die  ganze  Spannung  des  Fadens  in 
einem  beliebigen  Augenblicke ,  so  hat  man 

^_mff(2/t  +  3g)^ 

r 
Diese    Kraft  bezeichnet    auch   den  Druck,  welchen   der 

Punkt  C  in  }edem  Augenblicke  nach  der  Richtung  des  Halb- 
messers erleidet,  der  nach  dem  Körper  gezogen  ist..  Sie  er- 
reicht ilir  Maximum,  wenn  der  Körper  im  tiefsten  Punkte 
des  Kreises  ist,  wo  man  i;=r  hat,  und  ihr  Minimum ,  wenn 
sie  im  höchsten  Punkte  ist,   wo  man  z  z=z  —  r  hat.      Ist  h 

3  r 
kleiner  wie  — ,    so   wird   die    Spannung   negativ,    und    geht 

<^ 

während  eines  Theils  der  Bewegung  in  eine  Zusammeuziehung 
über,  alsdann  mufs  der  Faden  unausdehnbar  seyn,  damit  die 
Kreisbewegung  statt  habe.  Man  vernachlässigt,  bei  dieser  Be- 
rechnung, das  Gewicht  und  die  Centrifugalkraft  des  Fadens, 
was  voraussetzt,  dafs  seine  Masse  im  Yerhällnisse  zu  der  des 
Körpfers  sehr  klein  ist.  In  der  Folge  wird  man  sehen,  wie 
man  darauf  Rücksicht  nehmen  müi'ste ,  wenn  es  nöthig  seyn 
sollte. 

176. 
Ich   komme    jetzt   auf   die    gleichförmige    Kreisbewegung 
zurück,  und  bezeichne  durch  T  die  Zeit,  welche  der  Körper 
braucht',  um  den  ganzen  Kreis  zu  durchlaufen.     Man  h^t 

27ir 

und  daher 

—  ^^^^ 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Cenjrifugalkraft  im  directen  Ver- 
hältnisse  des   Halbmessers   des  Kreises,  und  im  umgekehrten 
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VcrlrÜltnlsse  des  Quadrates   der  Zeit  einer  ganzen  Umdrehung 

siebt. 

Wenn  ein  fester  Körper  sich  um  eine  feste  Axe  dreht, 
so  beschreiben  alle  seine  Punkte,  in  derselben  Zeit,  Kreise, 
deren  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  sind,  deren  Mittel- 
punkte in  dieser  Axe  liegen  und  deren  Halbmesser  die  senk- 
rechten Linien  sind,  die  von  jedem  Punkte  auf  diese  Axe 
gefallt  sind.  Die  Centrifugalkräfte  dieser  verschiedenen  Punkte 
verhalten  sich  daher  zu  einander,  wie  diese  senkrechten  Linien* 
So  z.  B.  ist  die  Centrifugalkraft  der  Körper,  die  sich  an  der 
Oberfläche  der  Erde  befinden,  und  sich  mit  ihr  um  die  Axe 
der  Pole  drehen,  den  Halbmessern  der  Parallelkreise,  die  sie 
beschreibep,  proportional,  und  aufserdem  ist  diese  Kraft,  an 
Jedem  Punkte  der  Erde,  nach  dei*  Verlängerung  des  Halb- 
messers des  Parallelkreises  gerichtet,  welcher  nach  diesem, 
Punkte  gezogen  ist.  . 

177. 
Die  Kraft,  welche  die  Körper  zur  Erde  treibt,  und  die 
wir  das  Gewicht  nennen,  kommt  vorzüglich  von  der  An- 
ziehung her,  die  das  Erdsphäroid  auf  den  Körper  ausübt. 
Welches  aber  auch  die  Ursache^  »©y?  soviel  ist  gewifs,  dafs 
die  Centrifugalkraft  dieses  Streben  der  schweren  Körper  zu 
vermindern  sucht,  so  dafs  mit  Ausnahme  des  Pols,  wo  die 
Centrifugalkraft  Null  ist,  das  Gewicht  überall  geringer  ist,  als 
wenn  die  Erde  keine  Umdrehungsbewegung  hätte.  Am  Aequa- 
tor  sind  die  Centrifugalkraft  und  das  Gewicht  einander  entge- 
gen gesetzt  gerichtet,  das  Gewicht  ist  also  dort  dem  Ueber- 
schufs  der  Anziehung  der  Erde  über  die  Centrifugalkraft  gleich. 
Dalier  hat  man  .     «, 

wo  g  dieses  Gewicht,  G  die  Anziehung  der  Erde,  oder  das 
Gewicht,  welches  statt  haben  würde ,  wenn  sich  die  Erde  nicht 
bewegte,  r  den  Halbmesser  des  Aequators  und  T  die  Zeit 
der  Umdrehung  der  Erde  bedeutet. 

Da  das  zweite  Glied  in  dieser  Formel  sehr  klein  im  Ver- 
hältnifse  zum  ersten  ist^  so  hat  man  beinahe 
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« 

Um  den  Brticli  — jp^   in    Zahlen   zu    verwandeln,    kann 

g  1^ 

mein   den  Halbmesser   des  Meridians  statt  des  Halbmessers  r 

des    Aequators ,    von   welchem    er   nur  wenig  verschieden-  ist, ' 

nehmen,    alsdann  hat  man 

2nt  =•  40000000  Meter. 

P^lmmt  man  die  Secunde  als  Einheit  und  vernachlässigt 
bei  dieser  Rechnung  die  J&leine  Aenderung  der  Schwere  au 
der  Oberilächc.  der  £rde^  so  hat  man  auch  (^.  115) 

g  =5  9,80896  Meier. 

Aufserdem  hat  man  ({.  111) 

T=  86164, 

und  hieraitts  findet  man  ungefähr 

4yg^r     _      1, 

gX2     —    289* 

1 

Am  Aecruator  wird  dalier  das  Gewicht  um  durcli  die 

^  289 

Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe  vermindert.     Würde  diese 
Bewegung   schneller,   so   würde   die    Zeit    T  kleiner  werden 
und   die   Centrifugalkraft   weniger   von    der  Schwerkraft   ver- 
schieden seyn.      Bemerkt  man^   dafs  289  das  Quadrat  von   17 
ist,  so  sieht  man,  dafs*  es  hinreichend  wäre,  dafs  die  Umdre- 
hung in  dem  17ten  Theile  eines  Tages   vollendet   würde,   da- 
mit  die  Centrifugalkraft   am  Aequator   der  Schwerkraft  gleich  , 
wäre;   das  Gewicht  wäre  alsdann    dort  Null  und   die  Körper 
würden  dort,  sich  selbst  überlassen,  im  Gleichgewichte  bleiben. 
Bei    dieser  Berechnung   haben   wir   blös    auf  die    Centrifugal-^ 
kraft  Rücksicht  genommen ,  die  von  der  Umdrehungsbewegung 
der  schweren  Körper  um  die  Axe. der  Erde  herioihrt.     !n  der 
That  sieht  man,   dafs  die  Bewegung  um  die  Sonne,  die  allen 
diesen  Körpern ,    der  Erde  und  ihrer  Axe  gemeinschaftlich  ist, 
auf  ihr  Bestreben,  sich  von  dieser  geraden  Linie  zu  entfernen, 
keinen  Einflufs  haben  kann.     Denkt  man  sich  z.  B. ,    dafs  ein 
Faden,    der  dem  Aequator  parallel  ist,   an  diese  Axe  befestigt 
und  zugleich   mit   einem  Körper  verbunden  sey,    der  auf  der 
Oberfläche  liegt,    so   kann  sich  offenbar   seine  Spannung  nicht 
durch   die  Wirkung   einer  Bewegung    ändern,   die  zu  gleicher 
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Zeit  die  Axe^  den  Faden  und  den  Körper  forttreibt,  ohne 
ihren  wechselseitigen  Absland  zu  ändern. 

178, 
Die  Ceutrifugalkrailt  vermindert  das  Gewicht  au  allen 
Punkten  der  Oberfläche  der  Erde^  aber  um  weniger  als  am 
Aecjuator,  tlieils  weil  die  Centrifugalkraft  abnimmt ,  wenn  man 
vom  Aequalor  nach  dem  Pole  geht,  theils  weil  der  Winkel, 
den  sie  mit  der  Verticalen  einschliefst,  zunimmt«  Nennt -man 
immer  r  den  Halbmesser  des  Aequators  und  bezeichnet  durch 
fb  die  Breite  eines  beliebigen  Ortes  auf  der  Erde  und'  durch 
u  den  Halbmesser  des   entsprechenden  Parallelkreises,  so  hat 

man 

u  -==.  r  cos/i, 

wenn  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  keine  Rücksicht  nimmt, 
der  Winkel  /«  ist  der,  welchen  die  Verlängerung  von  u  oder 
die  Richtung  der  Centrifugalkraft  mit  der  Verticalen  einschliefst; 
die  verlicale  Seiteukraft  der  Centrifugalkraft  erhält  man  dahcfr, 

wenn  man  ihre  Intensität.  ^^^  mit  cos  ^  multipUciert ,  wo- 
durch man 

47i2rcos^^ 

für  die  Verminderung  des  Gewichtes,  die  von  der  Umdre- 
luing  der  Erde  herrührt,  erhält,  und  nach  dem  Vorhergehen- 
den ist  der  Werth  dieser  Gröfse 

cos  2/* 

289 

Dieses  wäre  die  ganze  Verminderung,  welche  das  Gewicht 

erleiden  würde,  wenn  die  Erde  eine  gleichartige  Kugel  wäre, 

sie  würde  dem  Quadrate  des  Cosinus   der  Breite  proportional 

seyn ,  und  die  ganze  Verminderung ,    vom  Pole ,   wo  man  f.i  = 

1 

90®,  bis  zum  Aequator,  wo  man  /6  =  o  hat,    würde  -^ —  be- 

tragen.  Die  Erde  ist  aber  ein  au  den.  Polen  abgeplattetes 
Sphäroid,  die  Anziehung,  die  sie  auf  die  Körper  ausübt, 
welche  sich  an  ihrer  Oberüäche  befinden,  nimmt  deswegen, 
wenn  man  vom  Pole  nach  dem  Aequator  geht,  ab.  Diese 
Verminderung  ist  auch,  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche,  dem 
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Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportional,  sie  verbindet 
sich  mit  derjenigen,  welche  durch  die  Centrifugalkraft  hervor- 
gebracht wird,  und  hierdurch  nimmt   der  Coefiicient  —  zu 

289       * 
1  1 

und  wird  ungefähr  —  .    Dieser  Bruch  drückt  also,  wie 

^  200  200  V,   wi« 

schon  früher  bemerkt  worden  ist  ($.117),  den  ganzen  Zu- 
wachs des  Gewichtes  des  Körpers  aus,  der  vom  Aequator 
nach  dem  Pole  gebracht  wird« 
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Fu  n  ft  e»    Kapitel. 

Beispiele  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  gegebenen  krummen 

JJnie  oder  Oberfläche* 


L     Schwingungen  des  einfachen  Pendels. 

179. 

Ein  Pendel  ist  im  Allgemeinen  ein  fester  schwerer  K-ör- 
pcr,  der  um  eine  feste  horizontale  Axe  Schwingungen  macht. 
Um  aber  die  Dauer  der  Schwingungen  verschiedener  Pendel 
und  die  entsprechenden  Intensitäten  der  Schwere  leichter  ver- 
gleichen zu  können,  haben  die  Mathematiker  eiu  ideales  Pen- 
del erdacht,  welches  man  einfaches  Pendel  nennt,  und 
das  in  einem  materiellen  schweren  Punkte  besteht,  der  ver- 
mittelst eines  unausdehnbaren  und  unbiegsamen  Fadens,  der 
weder  Gewicht  noch  Dichtigkeit  hat,  und  dessen  Länge  die 
dieses  Pendels  ist,   an  einem  festen  Punkte  au%ehängt  ist. 

In  einem  anderen  Kapitel  wird  man  sehen ,  dafs  es  immer 
ein  einfaches  Pendel  giebt,  dessen  SchwiAgungen  ^  sowohl  der 
Dauer  als  der  Weite  nach,  mit  denen  eines  beliebigen  Pen- 
dels zusammen  fallen ,  und  wir  werden  zeigen ,  wie  die  Länge 
des  ersten  nach  der  Gestalt  und  den  Dimensionen  des  zweiten 
bestimmt  werden  kann.  Auch  wird  sich  ergeben,  dafs,  wenn 
diese  Uebereinstimmung  unter  den  Bewegungen  beider  Pendel 
im  leeren  Räume  statt  hat^  er  audi  noch  in  einem  widerste- 
henden Mittel  bestehen  wird,  wie  auch  die  Function  der  Ge- 
schwindigkeit beschaffen  sey,  die  den  Widerstand  ausdrückt. 
So  ist  es  hinreichend,  die  Bewegung  des  eiu  fach  en.  Pendels 
sowohl  im  leeren  Räume ,  als  auch  in  einem  widerstehenden 
Mittel,  zu  betrachten ;  und  dies  soll  in  diesem  ersten  Abschnitte 
geschehen. 

180. 
Sey   C  (Fig.  45)    der   Anfangspunkt,    CB   die    Verticale, 
welche   durch  diesen  festen  Punkt  geht,   und  C^  die   anfäng- 
liche Lage  des  Punktes.     Man  nehme  an,  dafs  der  materielle 
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Piiukt,  der  sich  am  Ende  dieses  I^eiidels  befindet,  vom  Punkte 
A  mit  einer  Gescliw indigkeit  k  ausgehe,  die  senkreclit  auf 
CA  sieht  und  in  der  Ebene,  die  durch  die  geraden  Linien 
CA  und  CB  bestimmt  wird ,  enthahen  ist.  Es  ist  olTeubar, 
dal's  der  Punkt  nicht  aus  dieser  vcrticalen  Ebene  heraustreten 
und  in  derselben  Kreisbogen  beschreiben  wird,  deren  Mittel- 
punkt C  und  deren  Halbmesser  CA  ist. 

^  • 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  /,  sey  M  die  Lage  des 
•Körpers,  von  den  Punkten  M  und  A  fälle  man  auf  die  Ver- 
ticale  CB  die  senkrechten  Linien  MP  und  AD  und  setze 

cp  —  z,   Cd  =  c. 

Bezeichnet  man  durch  g  die  Schwere,  und  durch  p»  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  A] ,  so  hat  man,  im 
Falle  eines  leeren  Raumes  (f.  159), 

und  nennt  man  «  den  Bogen  AM ,  den  der  Körper  beschreibt, 

so  dafs  -r—  =:  t^  ist ,    so  findet  man 
äi 

ds 
dt  = 


Man  bezeichne  durch  tJ-den  Winkel  MCB,   der    positiv 

seyn  wird ,   wenn  sich  der  Winkel  auf  der   linken  Seite  von 

CB  befindet,   wie   die  gerade  Linie  CAy  und  negativ,   wenn 

das  Pendel  auf  der  rechten  Seite  der  Verlicalen  ist.     Sey  auch 

a   der   Winkel    ACB   oder    der    anfängliche  Winkel    von    i9-. 

IMan  hat  alsdann 

,  -  ds  dß^ 

indem  man  durch  a  die  Lange  CAI  oder  CA  bezeichnet.     Zu 
gleicher  Zeit  liat  man 

z  =  a  cos  ^ ,     c  zzz  a  cos  « , 
und  vermittelst  dieser  Werlhe  wii*d  der  W^erth  von  dt 

dt  =       :  — .  (i)- 

V    t^-j-  2  ga  (cos  &  —  cos«) 

Pjes    ist  die  Formel,   die  genau  oder  naherungsweise  in- 
legri(:"^rt  wcnleu  mul's. 

•  18 
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181. 
Es  giebt  nur  einen  Fall,  in  welchem  die  Integration  unter 
endlicher  Form  möglich  ist,  wenn  man  nemlich 

i  2  =  2  ^  a  (1  -f-  cos  a) 
hat,  was  dann  der  Fall  i«l,  wenn  der  Körper  mit  der  Ge- 
schwindigkeit, die  er  erlangt  hätte,  wenn  er  von  einer  Höhe, 
die  gleich  ED  ist,  gefallen  wäre,  von  dem  Punkte  A  aus- 
geht, wo  i?  den  höchsten  Punkt  des  Kreises,  den  er  beschreibt, 
bezeichnet.     Setzt  man  ^  =  2^;,  und  bemerkt,  dafs 

1  +  cos  2}p  -=.  1  cos^yj 
ist,  so  hat  man  alsdann 

dt  =  -  ^I."^^ 


g      cos  tff 

Ich  integriere,  bestimme  die  willkührliche  Constante,  so 
dafs  yj=z^a  ist,,  wenn  tz=zo  ist,  und  setze  ^^  ai^  die  Stelle 
von  1/^,  80  erhält  man 


—  «  ^  fT 


log. 


(1  — 8ini^)(l4-sini«) 


g  ""'  (l  +  sini^)(l  — sin4«)' 
Fiele  der  Punkt  A  mit  dem  Punkte  JE  zusammen,  so 
hätte  man  «  =  tt  ,  wodurch  der  Wertli  von  t  unendlich  grofs 
würde,  was  auch  der  Werth  des  Winkels  &  wäre.  Dies 
bedeutet,  dafs  der  materielle  Punkt  den  Punkt  JE  nicht  ver- 
läfst,  und  -wirklich  wäre  auch,  in  diesem  Falle,  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit Null  und  die  Tangente  am  Punkte  JE  horizon- 
tal; daher  müfste  der  Körper  dort  im  Gleichgewichte  bleiben. 
Der  Punkt  B  entspricht  dem  Werthe  ^  =  o,  daher  hat 
mau  in  jedem  anderen  Falle 

1  -f-  sin  4  « 


i  ^ 


log 


g  1  —  sin  4  « 

als  Werthe  der  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  den 
Bogen  AB  zu  durchlaufen.  Mit  der  Geschwindigkeit,  die  er 
in  diesem  Punkte  erlangt  hat,  erhebt  er  sich  auf  dem  Halb- 
kreise BA'Ej  aber,  nach  dem,  was  in  {.  159  gezeigt  worden 
ist,  brauchte  er  eine  unendlich  grofse  Zeit,  um  den  Punkt  E 
zu  erreichen,  was  auch  wirklich  der  Fall  ist;  deun~ setzt  man 
1^  =  —  TT ,    so  hat  man  t  =z  00. 

Was  auch  der  Werth    der  Anfangsgeschwindigkeit  i  und 
des  Winkels  «  sey,   immer   kann    die    Formel    (l)   durch    die 
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die  elliplisclicu  Functionen  integriert  werden ,  so  dafs  die  Zeit 
der  Schwingungen  oder  der  Umdrehungen  des  Pendels  immer 
vermittelst  der  für  diese  Functionen  berechneten  numerischen 
Tafeln  gefunden  werden  kann ;  in  der  Praxis  braiicht  man 
jedoch  nur  die  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen  zu  wissen^ 
auf^deren  Betrachtung  ich  mich  daher  beschränken  werde. 

182. 
Damit  das  Pendel  nur  kleine  Schwingungen  auf  beiden 
Seiten  der  Verticalen  CB  mache^  mufs  der  Winkel  a  und  die 
Geschwindigkeit  h  sehr  unbeträchtlich  seyn.  Man  kann  auch 
diese  Geschwindigkeit  völlig  gleich  Null  machen,  wenn  man 
den  Körper  von  einem  Punkte  ausgehen  läTst,  der  ein  wenig 
höher  liegt  als  ^,  d.  h.  wenn  man  den  Winkel  a  hinlänglich 
vergröfsert.  Man  wird  daher  der  Allgemeinheit  der  Frage 
nicht  schaden,  wenn  man  t  ^:^  o  setzt ,  wodurch  die  Gleichung 
(l)  in 

dt^-   l/t  ^^       (2) 

^     V   2  cos  d'  —  2  cos  a 
übergeht. 

Nach  den  bekannten  Formelp  hat  man 

2     ^  1.2.3.4 


cos 


.... 


cos  a  =  1 -r-  H -~7- 

'     1.2.3. 


•  •  • . 


2      '     1.2.3.4 

Da  die  Winkel  a  und  &,  nach  der  Voraussetzung,  sehr 
klein  sind ,  so  vernachlässige  ich  ihre  vierten  Potenzen ,  hier- 
aus folgt  einfach 


dt  =  —    l/': 


Integriert   man,    und  liemerkt,  ^afs   <^  s=  o$   ist,    wenn 
^  =  o  ist,    so  findet  man  hieraus 

t  =:^  ^   —  .  arc.  1  cos  =  —  J , 

und  hieraus  ergiebt  sich 

^  =  «cos^//I,     ^=-a   A'^I.sin^  //'I. 

^        a  dt  a  ^         a 

18* 
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Diese  Fomielu  zeigen,  in  Uebereinsltinninng  mit  cleni, 
>va8  man  schon  (ij.  159)  gesehen  lial,  daCs  das  Pendel  eine 
iiubes4ininite  Anzahl  von  gleichen  und  gleichzeitigen  Schwin- 
gungen anf  beiden  Seiten  der  Verticalen  CB  maclien  wird, 
Ks  kommt,    mit  d^r  Geschwindigkeit  Null,   nach    dem  Punkte 

ji,  wo  man  dz^:.  a  hat,  zurück,  so  oft  /  ^  £.  ein  Viel  Faches 

€1 

von  2  TT  ist,  und  zu  dem  Punkte  j4\  der  in  derselben  Huhe 
Mie  y/  liegt  und  wo  man  &  z^  —  a  hat,  so  oft  &  ein  un- 
gerades Vielfaches  von  tt  ist.  Nennt  man  7'  die  Zeit,  welchfe 
es. braucht,  um  von  einem  dieser  äui'serBten  Punkte  nach  dem 
anderen  zu  gehen ,  d.  h.  die  Zeit  einer  ganzen  Schwingung^ 
so  ,hal   man  _^ 

Die  Dauer  joder  zweier  halben  Schwingungen,  einer  ab- 
steigenden und  einer  aufsteigenden,  ist  dieselbe,  und  gleich  ,  7\ 

Im  Allgemeinen  wird  das  Pendel,  in  zAvei  Augenblicken« 
die  durch  eij>e  Z^it,  welcJie  zu  7'  ist,  getrennt  sind,  auf  bei- 
den Seilen  der  Verticalen  Cß,  Lagen  einnehmen,  die  gleich 
weit  von  dieser  Linie  entfernt  sind ,  und  gleiche  aber  entge- 
gengesetzte Geschwindigkeiten  haben;     Denn  setzt  man  / -f-  7' 

an  die  Stelle  von   /,  in  die  Werthe  von  S-  und  ,   so  sieht 

äi  ' 

man ,  dafs  sie  nur  ihre  Zeichen  andern« 

Das  Pendel  rdlll  mit  der  Verticalen  zusammen ,  wenn  man 
^  zz:  o  hat ,  oder  wenn  /  einem  ungeraden  Vielfachen  von 
\  T  gleich  ist-     Hieraus  folgt 

ät  ^         a 

und  daher 

V  z=z  -±2  <t  S  ga 

für  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  im  Punkte  B,     Nennt  man 
b  die  Hohe  DB  seines  Ausgangspunktes  über  JS,  so  hat  man 

b  z=  a  (1  —  cos  «)  ==  4  ^-f  «^ 
weil  man  die    vierte  Potenz  von  a  vernachlässigt.     Sieht  mai» 
von  dem  Zeichen  ab,   so  ist  die  Geschwindigkeit,   welche  das 
Pendel  im  tiefsten  Punkte  erreicht. 


.« 
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was  V  wie  dies  soyn  niufs,  die  Ge8cli>vindigkcit  ist,  welche  äu 
der  Hohe  b  gehörU   . 

183. 
Der  WcriU  von  7*  ist,  wie  man  sielit,  unabhängig  vom 
Winkel  «,  er  besteht  noch  und  ist  völlig  genau,  wenn  diese 
Weile  «  unendlich  klein  ist.  Würde  man  daher  das  Pendel 
unendlich  wenig  von  der  Verticalen  entfernen,  so  würde  es, 
um  dahin  zurück   zu  kommen,  eine  endJiche  Zeit,   die  gleich 

^  71    y^  IL  ist ,    brauchen.      Bei   dieser  Bewegung   beschriebe 

das  Pendel  einen  unendlich  kleinen  Raum  in  einer  endlichen 
Zeit,  was  daher  rührt,  dal's  die  Intensität  seiner  beschleuni- 
genden KraH  unendlich  klein  ist.  Diese  Kraft  ist  nemlich  die 
nach  der  Tangente  der  Trajectorie  zerlegte  Schwerkraft;  in 
der  Ausdehnung  eines  unendlich  kleinen  Bogens,  der  bis  zum 
tiefsten  Punkte  dieser  knmimen  Linie  geht,  n)acht  aber  die 
Tangente  mit  der  Verticalen  einen  Wink<el,  der  nur  um  eine 
unendlich  kleine  GrOfse  von  einem  rechten  verschieden  ist. 
Der  Cosinus  dieses  Winkels,  mit  welchem  man  die  Schwer» 
kraft  multjplicieren  mufs,  um  die  Soitenkraft  zu  erhalten,  ist 
daher  unendlich  klein',  und,  also  ist  auch  diese  Seilenkraft 
unendlich  ^kleiu»  * 

Alan  kann  dieses  Resultat  auf  die  Schwingungen  eines 
schweren  materiellen  Punktes  ausdehnen ,  der  sich  auf  einer  - 
gegebenen  krummen  Linie  bewegt,  deren  Krümmungsebene 
am  liefslen  Punkte  B  vertical  ist.  Denn  die  krumme  Linie 
fallt  in  einer  unendlich  kleinen  Ausdeltnung- mit  ihrem  Krum- 
mungskreise  zusammen,  und  in  einer  nur  sehr  kleinen  Aus- 
dehnung ist  sie  wenig  von  demselben  verschieden.  Ilieraiis 
folgt,  dafs,  wenn  C  der  IMiltelpunkt  dieses  Kreises  ist,  die 
Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingimgen ,  welche  agf  dieser 
krummen  Linie  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  B  ausgelührt 
werden,  dieselbe  ist,  wie  für  ein  einfaches  Pendel,  dessen 
Aufhängepunkt  C  und  dessen  Länge  der  Krümmungshalbmesser 
CB  ist,  der  diesem  Puiikle  B  enlsprlchl.  Die  sehr  kleinen 
Schwingungen  haben  also  dieselben  von  ihrer  Weilo  unabhaiw 
gigen  Schwingungen,  auf  allen  verlicalcn  kruiiaiu'i»  T;inic:i, 
die  in  ihrem  tiefsten  Punkte  dieselbe  Krünimuug  UaiKU.    ^^  cim 
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die  Krümmungsebene  in  diesem  Punkte  nicht  verlical  ist,  so 
mufs  man  in  dem  Werllie  von  T  die  Schwerkraft  g  durch 
ihre  in  dieser ,  Ebenö  liegende  Seitenkraft  ersetzen ,  welche 
gleich  g  sin  i  ist ,  wenn  man  7  die  Neigung  der  gegebenen 
Ebene  gegen  eine  horizontale  Ebene  nennt. 

184. 
Wenn  der  Winkel  ce  eine  endliche  und  nur  sehr  kleine 
Gröfse  hat,  so  ist  der  vorhergehende  Werth  von  2^  nur  ein 
Annälierungswerth.  Denn  behält  man  die  vierten  Potenzen 
von  «  iind  &  in  den  Werlhen  von  cos  a  und  cos  ^  bei,  und 
substituiert  sie  in  die  Formel  (2),  so  hat  man 

d<  =  -  ^  ^» 

Bei  diesem  Näheningsgrade  mufs  man 

[l  -  T*,  (a  +*2) j -  i  =  1  4.  ,.,  („ 2  4.  ^2) 

nehmen,    man  hat  daher 

ät  =  _  //^I  (     ^^       +  («H^^^N 

-welche  Formel  nach  den  bekannten  Regeln- integriert  werden 
kann.  Integriert  man  von'  ^  =  «  bis  zu  ^  =  — -  a ,  um  die 
Dauer  y  einer  ganzen  Schwingung   zu  haben ,   so  findet  man  , 

woraus   hervorgeht,   dafs   diese  Dauer   durch   die   Grofse   der 
Schwingungsweite  ein  wenig  vergröfsert  wird. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  man  /»  die  Anzahl  der  unendlich 
kleinen  Schwingungen  nennt,  welche  ein  Pendel  in  einer  ge- 
gebenen Zeit  macht,  und  n  die  Anzahl  der  Schwingungen 
desselben  Pendels  in  derselben  Zeit,  für  den  Fall,  dafs  ihre 
Weile  a  nur  sehr  klein  ist ,   so  hat  man 

denn  die  Zahl   n     mufs  in  demselben  Verhähnisse  abnehmen, 
"%ie   die   Dauer  jeder    Schwingung,  , durch    die    Grüfse  dieser 
Weite,  vergröfsert  wird. 


r=„//i(t  +  H-l 


\ 

I 
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185. 

Wiewohl  man,  bei  den  verschiedenen  Anwendungen  de« 
Pendels,  Sorge  tragt,  es  so  einzurichten,  dafs  die  Weile  der 
Schwingungen  sehr  klein  ist,  wo  alsdann  die  so  eben  angege- 
bene Correctiön  hinsichtlich  der  Grofse  Ton  a  hinreichend  ist, 
so  ist  es  dennoch  gut,  die  convergierende  Reihe  zu  kennen, 
durch  welche  man  die  Dauer  einer  Schwingung  ausdrücken 
kann,  wie  auch  ilire  Weite  beschaffen  sey. 

Zu  diesem  Endzwecke  seyen  x  und  ß  die  Sinus  versus 
der  Winkel  'i9'  und  a,  so  dafs  man 

1  —  cos  'd-  zz:  X ,     1  —  cos  a  =  ^ 
hat.     Zu  gleicher  Zeit  ist 

d&  =  — r= ; 

V  2x  —  x^ 

daher  wird  die  Formel  (2) 


g     yfßx  —  x^.yfl-^  ix 

und  um  daraus  die  Dauer  j  T  einer  halben  Schwingung  ab- 
zuleiten, mufs  man  von  A?  =  /y,  welches  i9- =  a  entspricht, 
bis  x:=,qy  welches  ^  =  o  entspricht,  integrieren. 

Entwickelt  man  aber  nach  der  Formel  des  Binomium^  so 

hat  man 

(V — \  \,x    ,    1.3.  Ar2       1.3.5.  j:?' 

^    J  ~  2.  2  ^2.4.  4  ~  2.  4.  6.  8  ' 

eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

1.3.5. ...2/2  —  1    /^\^ 

2.  4.  6. . .  •  2  /i  \  2  / 

ist,  und  die  immer  convergent  ist,  weil  x  immer  kleii^er  als 
2  ist.  Kehrt  man  daher  die  Ordnung  der  Integration  um, 
was  erlaubt  ist,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit  das  Zeichen  von 
dt  umkehrt,  setzt  man  naclilier^  wenn  n  irgend  eine  ganze 
Zahl  oder  Null  bedeutet, 

m 

/*ß         x^dx         
0      yf  ßx  —  X^ 

und  verdoppelt  den  Werth   von  |  T,    so  folgt  hieraus 


■}U 
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Die  Wertlie  der  bestimmten  Integrale  ji^j  j4i,  ^2?  -^s*.. 
sind  auf  die  Weise  unter  einander  verbunden,  dafs,  wenn 
einer  derselben  bekannt  ist,  man  hieraus  leicht  alhnälich  alle 
übrigen  ableiten  kann. 

Man  hat  nemllcli  identisch 

y^     x'^dx       _    p{x  —  iß)x>^—^dx        ß    p  x'^  —  Ulx 
yfßx—l^      J       yTßx  —  x'i  ^J  yTßx  —  x^ 

/{x \ß)xn^\dx 
yfßx. —  x"^ 
=  -_  xn^\  yfßx—x'^'\'{n  —  i)  ßn^z  yTßx—l^dx 

^  JyTßx  —  x^    Jyrßx  —  x^ 

woraus  man  findet 

Jyfßx-x^  -         J>fßl:~-x2 

{2n  —  i)ß  px^  —  ^dx 

und  daher  ""         J ^fßT^V^' 

JyTßx-x^  //  ^      2n      J  y/^^^^ZZ^^ 

^^  ^en  beiden  Gränzen  x  z=z  o  und  x  r=  ß  hat  mau 
y  /^AT — AT^  =o;  geht  man  zu  den  bestimmten  Integralen 
über,   80  hat  man  daher,   vermöge  dieser  letzten  Gleichung, 

Setzt  man  in  dieser  Formel  allmälich  «  =  1 ,  —  o    —  ^ 
•  • . ,   so  findet  man  daraus 


1.3 


-^1  =i/9^o 


u.  s.  w. ;    folglich  hat  man  allgemein 


^      1.  3.  5. '. . .  2 /z —  1 

2.4.6....  2«  '      "^^ 
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und  was  den  Werth  von  Aq  betriift,  so  hat  man 

jio  =  /     —  -^  =  jr. 


ß         dx 


Substituiert   man    die   Wertlie    von    j4q^  Ay,   A2  ...   in 
den  Wevth  von   T,    so  findet  man  daraus 


+my(iy+-i 


für  die  Reibe,  die  bestimmt  werden ' sollte ,  vi^elcber  Ausdruck 
>vii*k1icli  convcrgent  ist>  da  ^  ß  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Vernaclilässigt  man  die  vierte  Potenz  von  «,  so  bat  man 
ßziz^a^,  alsdann  mufs  man  die  Reihe  auf  ihre  zwei  ersten 
Glieder  redu eieren  und  der  Werlli  von  T  fiilll  mit  dem  des 
vorhergehenden  Paragraphen  .zusammen. 

186. 

Man  betrachte  Jetzt  die  Bewegung  des  einfachen  Pendels 
in  einem  widerstehenden  Mittel.  Behält  man  alle  vorherge- 
henden Bezeichnungen  bei,  so  ist  die  nach  der  Tangente  AJT 
gerichtete  Scitenkraft  der  Schwere,  g  sin  'd-,  weil  der  Winkel^ 
den  diese  gerade  liinie  mit  der  Verticftlen  MN  bildet,  die 
Ergänzung  des  Winkels  MCB  oder  S-  ist.  Man  bezeichne 
durch  f^  die  beschleunigende  Kraft,  die  von  dem  Widerstände 
herrührt,  welche  dieser  Seitenkraft  ^  sin  d'  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  und  nenne  8  den  Bogen  AM ,  so  ist  die  Gleichung 
der  Bewegung  (f.  152) 

—  =  ^  sm  ^  -  ^.  (3) 

Man  kann  verschiedene  Hypothesen  über  den  Werth  voii 
t^,  wenn  er  als  Function  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  dar- 
gestellt werden  soll,  machen;  die  einfachste  ist  die,  dafs  man 
ihn   dieser    Geschwindigkeit   proportional,  setzt,   so    dafs   man 

r=  ^  — 

k    dt 

% 

hat,   wenn   man    durch   k  eine   constante  gegebene  Geschwin- 
digkeit bezeiclinet.     Auch  hat  maii 
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s 


r=  a  (a  —  ^),     sin  ^  r=  *  —  j^^'-\- 


ist  daher  &f  wie  .vorher,  ein  sehr  kleiner  Winkel^  und  ver- 
nachläesigt  man  seine  dritte  Potenz ,  so  wird  die  Gleichung  (3) 

Sein  vollständiges  Integral  ist 
1^  =  f  c  cos  ^y   f^  iL  -f-  c'  sin  ^^^  /^  Aj  e     JaT 

wenn  man  durch  c  und  c'  die  beiden  willkührlichen  Con- 
stanten ^  durch  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  be- 
zeichnet, und  zur  Abkürzung 

setzt.     Ich  bestimme  c  und  c     durch   die   Bedingungen^  dafs 

•■  "^^  -  •  -  •  •  . 

^  =:r  a  und  -r-  =  o  ist,  wenn  r  :=:  o  ist,  woraus  sich 

dt 

ayTga 

ergiebt.     Folglich  hat  man 


—  ^* 


^  =  «(coss^^  f/^ ä.    +  .^^  sin  ty  A^)  «      2A 
und  wenn  man  differentiiert, 

für  die  Formeln,  welche,  in  einem  beliebigen  Augenblicke,  die 
Lage  des  Pendels  und  seine  Winkelgeschwindigkeit  angeben* 

dd- 
Am  Ende  jeder  Schwingung  hat  man  --7-  =  o,   was  immer 

dt 

statt  hat,  so  oft  ty   ^  £.  ein  Vielfaches  von  n  ist.     Hieran« 

folgt,  dafs  die  Schwingungen,  wie  im  leeren  Baume,  gleich- 
zeitig sind,   und  dafs  man 

r        g 

für  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  hat,  so  dafs  sie, 
durch  den  Widerstand  des*  Mittels,  in  dem  Verhältnisse  der 
Einheit  zu  dem  Bruche  y  vergröfsert  wird. 
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Was  die  Weiten  der  Schwingungen  betrifft,    8o  wei*den 

sie  immer  9  wegen  der  Exponentialgröfse  e  "JX,  kleiner. 
Nennt  man  an  die  Weite  der  «ten  Schwingung,  d.h.  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  ^=:( — l)'*a«  ist,  wenn  tz=znT 
ist,  so  fplgt  hieraus 

—  nnyga 
an  =  ae  ° 

2yh 

woraus  hervorgeht,   dafs   die  auf  einander  folgenden  W^ten 

eine  abnehmende  geometrische  Reihe  bilden,    deren  Exponent 

e       ^  ist. 

Diese  schwingende  Bewegung  setzt  aber  immer  voraus, 
dafs  y  eine  reelle  Gröfse  sey,  und  dies  ist  auch  immer  bei 
den  Pendelversuchen  der  Fall,  da  das  Pendel  nie  eine  sehr 
beträchtliche  Lange  hat  und  seine  Dichtigkeit  immer  im  Ver« 
hältnisse  zu  der  der  Luft,  in  welcher  es  sich  bewegt,  sehr 
beträclitlich  ist;  da  die  Geschwindigkeit  h  dem  Verhältnisse 
der  ersten  Dichtigkeit  zur  zweiten  proportional  ist,  so  ist  sie 

im  Verhältnisse  zu  \yga  sehr  grofs,  und  daher  ist  y  eine 
reelle  Gröfse,   welche  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist. 

Ist  dagegen  2i  <  yg^j  *o  *»*  Y  imaginär,  und  von  der 
Form  ß  y/^  —  1 ,  .wenn  man  durch  ß  eine  reelle  Gröfse  be- 
zeichnet; nach  den  bekannten  Formeln  würden  die  Sinus 
und  Cosinus,  die  in  dem  Ausdrucke  von  d-  vorkommen,  in 
Exponentialgröfsen  übergehen,  und  nachdem  man  diese  Ver- 
wandlimg  vorgenommen  hat,  würde  man  sehen,  dafs  der 
Winkel  d-  nur  nach  einem  unendlich  grofsen  Zeiträume  Null 
werden  kann,  so  dafs  sich  das  Pendel  immer  mehr  der  Ver- 
ticalen  CB  nähern  würde,  ohne  über  diese  Linie  hinaus 
gehen  oder  Bie  nur  erreichen  zu  können. 

187. 
So  wie  die  Weilen  der  Schwingungen  abnehmen,  so  nä- 
hern sie  sich,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  immer  mehr  dem  Zu- 
stande, wo  sie  in  geometrischer  Progression  abnehmen;  sie 
entfernen  sich  z.B.  nur  wenig  davon,  wenn  der  Winkel  a 
ein  Drittel  eines   Grades   oder   darunter  ist.     Die   Erfahrung 
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zeigt  aiifserdem ,  dafs  diese  Abnalmie  sehr  langsnin  ist ;  so 
wurde  bei  einem  Versuche  Borda^s,  wo  dte  Abnahme  last  in 
geomelrisclier  Progression  geschah,  die  \A'eile  erst  nach  1800 
Schwingungen  auf  ungefähr  zwei  Dj-iUcI  reducierl.  Wendet 
man  den  Ausdruck  für  an  auf  dieses  Beispiel  an,  so  hat  mau 
daher 

1800  n  V  /{ a 

und  daher 

1800  n  yjirci 

2  i     =y^*'Sl  =  y  (0,40546) , 


man  hat  aber 


4X« 
also 

(1800)2  7/2  (|_y 2)   —   y2(o,40546)2, 

und  hieraus  findet  man 

y  =  1,00000000257  ... 
oder  beinahe  y=  1,    was  also  erlaubt,    den  Widerstand  der 
Luft  bei  Berechnung  des  Werlhes  von    T  zu  vernachlässigen. 

Man  kann  daher  annehmen,  dafs  der  Widerstand  der 
Luft,  w^enn  die  Schwingungen  sehr  klein  sind,  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  ,wie  wir  es  angenommen  haben  und 
dafs  .dieser  Widerstand  keinen  merklichen  Eiiiüufs  auf  die 
Dauer  der  Schwingungen  hat.  Wenn  aber  die  Weiten  ein 
wenig  beträchtlich  sind,  so  zeigt  die  Beobachtung,  dafs  sie 
nicht  mehr  in  geometrischer  Progression  abnehmen,  so  dafs 
man  alsdann  eine  andere  Hypothese  über  das  Gesetz  des 
Widers taiid es  macheu  mufs. 

188. 
Man   nehme  an,   diese  Krjaft  sey    dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  und  setze 

wo  h  eine  beständige  gegebene  Geschwindigkeit  ist,  die  immer 
sehr  grolis  seyu  wird,  so  dafs,  wenn  man 

2ga 
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•  « 

setzt,  /t  ein  sehr  kleiner  Bruch  seyn  Avird.     Da  ds  izz  — ad$^y 
so  wird  die  Gleicliiing  (3) 

rf2^    ,    ff     .     ^  .       dß^ 

^+fsu.^  =  |,._  (4) 

niiillipüciert  man  mit  2d&f   integriert,    und  setzt 

'dt^'^^-y^      dl^-d^' 

so  hat  man 

dy         2ff        ' 

-—  : cos  ^  —  /f  r  =  o. 

dd^         a  '  ^ 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung, deren  vollständiges  Integral 

^^  •     2  ff  (sin  d  -r-  /e  cos  d-) 

ist,    wo  c   die  willkührliche    Coustaute    und  e    die   Basis    der 

natürlichen    Logai'ithmen   ist.      Ich  diflerentiiere   in  Beziehung 

d&^  dy 

auf  ^9-;  und 'setze  -7— r  ^^  die  Stelle  von  -— ,  so  ergiebt  sich 

dt'^  du" 

d&^  J^  M»       2 g  {cos  &'^  II,  sin  &) 

was  ein  erstes  Differential  der  Gleichung  (4)   in  geschlossener 
Form  ist. 

Um  c  zu  bestimmen,   nelime  icb  an^   es  sey,  wie  früher 
•—  =  o,    wenn  ^  =  «  ist,   hieraus  folgt 

2  ff  (cos  «  +  /f  sin  u)      —  /« « 

'  (1+/'^;« 

Man  hat  daher;  für  einen  beliebigen  Augenblick, 

Am  tiefsten  Punkte,  wo  #  =  o  ist,  hat  man  daher 

für  das  Quadrat  der  erlangten  Geschwindigkeit    welche  offen- 
bar kleiner,   als  im  leereu  Baume  ist. 

Vermöge    dieser   Geschwindigkeit,    wi^d  das   Pendel   auf 
dem    Bogen  B A*   bis   zu   einem   Punkte  Ai    aufsteigen,    der 


I  ♦ 


286 

dd- 
tiefer  als  ^'  liegt,  und  für  welclien  man  —  =  o  hat.     Be- 
zeichnet man  durch  —  «i  den  entsprechenden  Werlh  von  &, 
80  folgt  hieraus 

(cos  «1  —  /*  sin  «i)  e      =  (cos  a  -j-  /f  sin  «)  e 
und  entwickelt  man  die  Exponeutialgröfse  nach  Potenzen  von 
f^,  und  vernachlässigt  das  Quadrat  dieses  sehr  kleinen  Bruches, 
so  hat  man 
cos  «1  —  /*  (sin  «1  —  «1  cos  ai)  =  cos  «  -}~  i^  {^  »  —  a  cos  a). 

Der  Werlh  von  ai,  den  man  aus  dieser  Gleichung  findet, 
wird  nur  sehr  wenig  von  a  verschieden  sejrn,  ich  setze  daher 
ai  =  a  —  ff  u4d  vernachlässige  das  Quadrat  von  d  und  das 
Produkt  fif,  so  ergieht  sich 

^  sin  a  =  2  yie  (sin  a  —  a  cos  a) , 

so  dafs  man 

2^    .  .  . 

«2  =  a ; —  (sin  a  —  «cos  a) 

sma 

als  Werth  von  &,  abgesehen  von  dem  Zeidien,  am  Ende  der 
ersten  Schwingung  hat. 

Dieses  Residtat  setzt  nur  voraus,  dafs  die  Schwingungen 
sehr  klein  sind,  wenn  sie  aber  so  klein  sind,  dafs  man  die 
vierle  Potenz  von  a  in  diesem  Werthe  von  «i  vernachlässigen 
kann,  so  reduciert  es  sich  auf 

2/*«2 

Ist  das  Pendel  im  Punkte  ^i  angekommen,  so  geht  es 
wieder  zurück,  und  setzt  so  seine  Schwingungen  auf  beiden 
Seiten  des  Punktes  B  fort,  bis  die  Weiten  seiner  Schwin- 
gungen fast  Null  geworden  sind.  Nennt  man  052  die  Weite 
der  zweiten  aufsteigenden  halben  Schwingung,  so  kann  man 
sie  offenbar  aus  «i  ableiten,  wie  man/  dieses  ans  a  abgeleitet 
hat,  so  dafs  man  ^         „ 

2/1«!* 

tC2  ^=^  cci  —  - 


3 

hat.  Und  ebenso  wenn  «s,  «4  u.  s.  w.  die  auf  einander  fol- 
genden Weiten  der  anderen  aufsteigenden  halben  Schwingun- 
gen sind,  so  hat  man 

2ua2^  2Has^ 

05    =    «2  — ,         «4   =   aj   U.S.W. 
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woraus Jiervorgelit,  dafs  nun  die  Weiten  nicht  mehr,  wie  in 
dem  Falle,  wenn.. der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist,  in  einer  geometrischen  Progression  abnehmen. 

189, 
Um  die  Zelt  zu  bestimmen,  die  einem  Winkel  &  ent- 
spricht, raufs  man  den  Werth  von  dt  integrieren,  den  man 
aus  der  Gleichung  (5)  findet,  was.  immer  nach  der  Methode 
der  Quadraturen  möglich  seyn  wird,  wenn  die  numerischen 
Werlhe  von  a,  /«,  d-  gegeben  sind.  Im  Falle,  wenn  das 
Pendel  nur  kleine  Schwingungen  macht,  kann  man  aber  den 
Werlli  von  d-  als  Function  von  ^  und  umgekehrt,  in  einer 
convergierenden  Reihe  ausgedrückt,  erhalten. 

Ich  nehme  immer  an,  dafs  die  Anfangsgeschwindigkeit 
des  Körpers  gleich  Null  ist,  alsdann  wird  der  Werlh  von  d- 
in  einem  gewissen  Augenblicke  eine  Function  von  t  und  « 
seyn,  die,  in  dem  Falle,  wenn  ar=o  ist.  Null  werden  mufs; 
ich  bezeichne  ihn  daher  durch 

wo  S'ij  d'2y  ^3  7  • .  •  Coefficienten  sind,  die  nicht  von  tt  ab- 
hängen. Substituiert  man  diese  Werlhe  in  die  Gleichung  (4), 
entwickelt  die  beiden  Theile  der  Gleichung  liach  den  Poten- 
zen von  a,  und  setzt  ■  alsdann  die  Coefficienten  gleicher  Poten- 
zen einander  gleich,  so  kann  man  eine  Reihe  von  Differential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung  bilden,  die  dazu  dienen  werden, 
die   unbekannten    Gröfsen   «^j ,    ^2?    '^3  •••    ^^    bestimmen« 

dd' 

Aufserdem  ist  es  nothwendig,  damit  man  «^  ==  a  und  —  =o 

dt 

habe)  wenn  t  ziz  o  ist,   und  a  irgend  einen  beliebigen  Werth 

hat,  dafs  die  anfänglichen  Werlhe  von  ^2>  ^3«"~t:'?  ""TT  ••• 

d  9* 
alle  Null,  und  die  von  ^2  "^d  -r-i  bezüglich  gleich  der  Ein- 

dt 

heit  und  gleich  Null  seyen.  Nach  diesen  Bedingungen  mufs 
man  die  willkührlichen  Constanten  bestimmen,  welche  in  deu 
vollständigen  Integralen  dieser  Reihe  von  Gleichungen  enthal- 
ten seyn  werden.  Auf  diese  Weise  -kann  man  so  viele  Glie- 
der der  vorhergehenden  Reihe,,  als  man  will,  berechnen.     Ich 
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bescliranke  niicli  auf  die  Aiinaheniiig  bis  zum  Quadrate  vou 
c<,  und  vemachlaesigc  die  drille  und  hölioi'en  Potenzen  die- 
sei'  ürüfse. 

Alsdauu  liat  man  einfacli 

dt^   ~  "    dt^     "*"  "      dt^ 
sin  5^  =  aö-i  +  a^»z 


iHjd  wenn  man  diese  Werllie  in  die  Gleichung  (4)  subsliluiert 
und  die  CoeiTicienlen  von  a  und  a^  in  ihren  ^wci  Theileu 
einander  gleicli  setzt,  so  erhalt  man  ' 

dt*     ^    a  , 

Inlegi'icrt   mau   die    erste    dieser    zwei   Gleicli ungen ,   und 
bestimmt  die   beiden  willkühriichen  Coustanten,  so   daCs   man 

t>i  r=  o   und  -^7—  =  o  hat,-  wenn  /  =  o  ist,  so  Imben  wir 

dt  , 

^1  =  cos^  y     ^. 
Hieraus  folgt  *» 

also  wird   die  zweite  Gleichung 

dt'^  a  4a    \  aj 

imd  man  hat 

^2  =  —  V  ^^®  ^  /^-  +  i/'^  +  TX/*  ^«»-  ^  /^~ 
3  tt  a 

als  \\  erlh  ihres  Integrals,  welches  der  Bedingung  unterworfen 

rfö^2 

ist,   dafs  0*2  =  o  und   —^ —  =  0  ist,   wenn  ^  m  o  ist. 

dt 

Vermittelst   dieser  Ausdrücke    für  -^i  und   1^2    wird   der 

Werth  von  ^ 

^  =  (a-  ^^  cos/  //"I  +  ^'«-|-ll>co82/  //"Z, 
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und  da  »>  =  —  "  '37»   »o  l»a*  man  zu  gleicher  Zeit 

».=  („-^)  V7;;sin*/>^I  +  ^>|^»i„2^ //"£ 

und  diese  Formeln  geben  die  Lage   und  Geschwindigkeit  des 
Körpers  für  einen  gewissen  Augenblick  an. 

190. 
Schreibt  man,  in  dem  letzteren  Ausdrucke,  statt  sin  2  i  f^ L 

den  Werlh  2  Axit  y  L  coa  t  1<L,   so  geht  die  Gleichung 

xf  :=,o,  welche  am  Ende  jeder  Schwingung  statt  hat,    in  fol- 
gende über: 

Da  der  Winkel  a  sehr  klein  ist,  so  kann  der  erste  Factor 
nicht  Null  seyn ,   der  zweite  ist  Null,  so  oft  als  t  ^  Ä.  ei 


ein 
a 


Vielfaches  von  n  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Zeitraum,  wel- 
cher zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Geschwindigkeiten, 
die  gleich  Null  sind,  verfliefst,  oder  die  Dauer  T  einer  gan- 
zen Schwingung 

a 
ist,  so  dafs  der  Widerstand  der  Luft,  der   dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist,   auf  die  Dauer  derselben  gar 
keinen  Einflufs  hat. 

Jedoch  vergröfsert  er  die  Zeit,  welche  das  Pendel  braucht, 
um  den  Qjankt  B  zu  erreichen«  Bezeichnet  man  diese  nemlich 
durch  t^  und  setzt  ^zzio,  so  hat  man 

Der  kleinste  Werth  von  t*  /^  ^,    der   dieser  Gleichung 

a 

Genüge  leistet,   ist  nur  wenig  von  \  n  verschieden,   s^y  also 

a 

19 
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Vernacli1ä88igt '  man  das  Quadrat  von  ä  und  das  Produkt 
a&f  so  liat  man 

und  daher 

Der  Widerstand   der   Luft   vergröfsert   daher   die  Dauer 
der    ersten   niedersteigenden  halhen  Schwingung  in  dem  Yer- 

hältnisse  von  1  -\ zur  Einheit,  und  da  er  auf  die  Dauer 

der  ganzen  Schwingung  keinen  Einflufs  hat^  so  folgt  hieraus, 
dafs  er  die  Dauer  der  aufsteigenden  halben  Schwingung  in 
demselben  Verhältnisse  vergröfsert. 

Substituiert   man    diesen   Werth  von   t^  in   den   Werth 
von  p ,  und  vernachlässigt  die  dritte  Potenz  von  a  j  so  hat  man 


=  0-=^)«^^ 


und  hieraus   schliefst  man^   dafs   die  Geschwindigkeit,  welche 
das  Pendel  im  tiefsten  Punkte  erreicht,  durch  den  Widerstand 

der  Luft  in  dem  Verhältnisse  von  1  —  —  zur  Einheit  ver- 

3 

mindert  wird« 

Bezeichnet  man  durch  —  «i  den  Werth  von  ^,  der  am 
Ende   der   ersten  ganzen  Schwingung  «tatt  findet,    und  dem 

Werth^  t  f/  §^  z=:  n  entspricht,   so  hat  man 

a 

wie  vorher. 

Diese  verschiedenen  Resultate  sind  von  der  Qröfse  des 
Coefficienten  /ir  des  Widerstandes  unabhängige  und  setzen  blos 
voraus,  dafs  der  Winkel  a  sehr  klein  ist;  sie  gellen  sowohl 
für  den  Fall,  wenn  sich  das  Pendel  in  einer  luftformigen, 
als  auch ,  wenn  es  sich  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  bewegt, 
M>bald  nur  der  Coefficient  /t  für  jede  Flüssigkeit  besonders 
bestimmt  ist.  Ist  a  sehr  klein,  so  ist  es  überflüssig,  die  An- 
nahme, dafs  der  Widerstand  der  dritten  oder  einer  höheren 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  besonders  zu 
untersuchen,   denn  es  könnten  hieraus ;  in  den  Werthen  von 
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&  und  ^  nur  Glieder  entspringen,  die  von  höheren  Potenzen 
von  a  als  die  zweite  abhingen^  un4  die  mau  in  den  vorher- 
gehenden Reclinungen  als  unbedeutende  augesehen  hat.  Ver- 
bindet man  das  hier  Gefundene  mit  dem,  was  in  §,  187  gesa«^ 
M'ordcn  ist,  so  schliei'st  man  daraus,  dal's  der  Widerstand 
der  Luft  auf  die  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen  des 
Pendels,  für  welche  man  die  Correclion  rücksichtiich  der 
Gröfse  der  Weite  ({.  184)  vernachlässigt,  keinen  -Eiuflufs  hat. 
Nimmt  man  diese  Correction  in  Rechnung,  so  hat  der  Wider- 
stand einen  kleinen  Einilufs,  weil  er  die  Weiten,  während 
der  Dauer  der  Bewegung,  ändert, 

191. 
Hieraus  folgt  aber  nicht,  dafs  die  Dauer  der  Schwin- 
gungen eines  schwerien  Körpers,  wie  klein  man  sie  auch  an- 
nehme, dieselbe  in  der  Luft,  wie  im  leeren  Räume  sey.  Denn 
diese  Flüssigkeit  vermehrt  durch  den  Druck ,  den  sie  auf  den 
Körper  ausübt,  diese  Dauer,  indem  sie  die  Schwere  vermin- 
dert. Man  weifs  nemlich  durch  die  Erfahrung,  und  wir  wer- 
den es  in  der  Hydrostatik  beweisen,  dafs  ein  ruhender  Kör- 
per, der  in  eine  Flüssigkeit  getaucht  ist^  in  demselben  einen 
Theil  seines  Gewichtes  verliert,,  der  dem  Gewichte  der  Flüs- 
sigkeit, dessen  Raum  er  einnimmt,  gleich  ist.  Ist  daher  P 
das  Gewicht  dieses  Körpers  im  leeren  Räume,  P'  sein  Ge- 
wicht in .  der  Luft  und  11  das  Gewicht  eines  Volumens  Luft, 
das  dem  des  Körpers  gleich  ist,  so  hat  man 

P'  =  P  —  U.. 
Nennt   man    q   das   Verhältnifs   der   Dichtigkeit   der  Luft 
zu   der  des  Körpers,  g  die   Schwere   im  leeren   Räume,  g' 
das,  was  diese  Kraft  in  der  Luft  wird,  und  m  die  Masse  des 
Körpers,  so  hat  man  auch 

n  =  Pß,    P  =  mg,    P'  =  mg\ 

daher  ist 

Ä*'  =  5*  (1  —  ^)- 
Bezeichnet  man   aber   durch    T  und    7"    die  Dauer  der 
kleiaen  Schwingungen   desselben  Pendels,   die   zwei  beschleus 
nigenden  Kräften  g  und  g'  entsprechen,  so  hat  man 

19* 
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uud  daher 


V"i  — e 

Sey  auch  a'  die  Länge  des  Pendels,  das  von  der  Scliwere 
g'  getrieben  wird,  und  seine  Schwingungen  in  derselben  Zeit 
vollführt,  wie  das  Pendel,  das  von  der  Schwere  g  getrieben 
'wird,  und  dessen  Länge  a  ist,   so  mufs  man 

6  8 

haben,  woraus  sich 

a'  =:  a  (1  —  q) 
ergiebt.  Man  findet  also,  dafs  schon  blos  durch  den  Ge- 
wichtsverlust im  Zustande  der  Ruhe,  die  Dauer  der  Schwin- 
gungen in-  der  Luft  in  dem  Yerhältnifs  der  Einheit  zu  vi  —  q 
für  dasselbe  Pendel  vergröfsert,  und  die  Lange  des  einfachen 
Pendels  in  dem  Verhältnisse  von  1  —  g  zur  Einheit  für  die- 
selbe Dauer  vermindert  wird. 

Aufserdem  hat  Bessel  durch  Versuche  gezeigt,  dafs  der 
Gewichtsverlust,  den  ein  Körper  in  der  Luft  erleidet,  nid  t 
derselbe  ist,-  wenn  er  in  Ruhe  ist,  als  wenn  er  sich  in  einer 
schwingenden  Bewegung  befindet*  Im  zweiten  Falle  ist  er 
gröfser  und  es  folgt  hieraus,  dafs  man  in  den  vorhergehenden 
Formeln  q  mit  einem  Factor  /  multiplicieren  mufs,  der  gröfser 
als  die  Einheit  ist ,  und  von  der  Gestalt  des  Körpers  abhängt. 
Ich  bin  zu  demselben^  Resultate  in  einer  Abhandlung  ^^über  die 
gleichzeitigen  Bewegungen  eines  Pendels  und  der  imigcbendcn 
Luft"  *)  gelangt ,  und  nach  meiner  Analyse  hat  man  J  z=z  l, 
wenn  das  Pendel,  wie  das  Borda'sche,  aus  einer  Kugel  besteht, 
die  am  Ende  eines  sehr  dünnen  Fadens  aufgehängt  ist,  dessen 
Länge  im  Verhältnisse  zum  Durchmesser  dieser  Kugel  sehr 
beträchtlich  ist,  so  dafs  man  alsdann  die  Correction  rücl^- 
sichtlich  der  Dichtigkeit  der  Luft,  welche  man,  vor  Bessels 
Bemerkung,  an  die  Dauer  der  kleinen  Schwingungen  und 
die  Länge  des  einfachen  Pendels  anbrachte,  um  die  Hälfte 
vermehren  mufs.  In  allen  Fällen  ist  der  CoefPicient  /  immer 
unabhängig  von  der  Dichtigkeit  des  Pendels,  so  wie  auch  von 
der    Natur    und  Dichtigkeit    der   Flüssigkeit,    in    welcher    es 

*)   iMemoires  de  rAcademie  des  Sciences,   Tome  XL 
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8cli\^iDgt,  SO  dafs  mau  ihn  immer  durch  die  Erfahrung  bestim« 
men  kantig  wenn  man  die  Dauer  der  Schwingungen  zweier 
Pendel  von  verschiedener  Dichtigkeit  ^  die  dieselbe  Gestalt  ha- 
ben, in  derselben  Flüssigkeit,  oder  desselben  Pendels,  in  zwei 
verschiedenen  Flüssigkeiten,  wie  z.  B,  in  Wasser  und  Luft, 
vergleicht  *)• 

192. 
Sey  nun  n  die  'Anzahl  der  unendlich  kleinen  Schwin- 
gungen ^  die  irgend  ein  Pendel  im  leeren  Räume  während  der 
Zeit  r  macht«  Um  diese  Zahl,  nach  der  Regel  des  j^.  184, 
aus  der  der  sehr  kleinen  Schwingungen  abzuleiten,  welche 
durch  die  Beobachtung  gegeben  ist,  und  um  die  Aendenuig 
der  Weiten  während  dieser  Zeit  t  zu  berücksichtigen,  nimmt 
man  gewöhnlich  für  den  Winkel  a  das  Mittel  der  aufsersten 
Weiten,   die    ebenfalls  durch    die   Beobachtung  gegeben  sind. 


*)  Es  hat  sich  später  gefiinden,  dafs  schon  Du  Buat  diese  neue  Correc- 
tion  gekannt  und  in  der  zweiten  Ausgabe  seiner  Principes  d'Hydran- 
lique,  welche  im  Jahre  1786  erschien,  ausführlich  behandelt,  und  die 
darüber  angestellten  Versuche  piitgetheiit  hat.  Er  bestimmt  den  Coein> 
cienten  /  zu  1,586.  Es  ist  merkwürdig,  dafs  seine  Untersucliungen, 
welche  damals  so  viel  Aufsehen  erregten,  dafs  die  Pariser  Akademie 
sie  zweimal,  in  den  Jahren  1786  und  1791,  zum  Gegenstande  einer 
Preisanfgabe  machte,  später  ganz  vergessen  wurden,  so  dafs  keiner 
der  vielen  Gelehrten,  die  vor  Bessel  Pendelversuche  anstellten,  sie^ 
jemals  berücksichtigt  hat  Daher  bleibt  diesem  grofsen  Astronomen 
das  Verdienst,  diese  Correction  in  neuerer  Zeit  wieder  selbstständig 
aufgefunden  zu  haben,  abgesehen  davon,  dafs  seine  Versuche  die 
Du  Buat's  an  Genauigkeit  weit  übertreffen,  nnd  dafs  er  sich  nicht, 
wie  man  aus  Poidson^s  Worten  schliefsen  könnte,  auf  die  Versuche 
^schränkt ,  sondern  auch  die  mathematische  Theorie  der  Correction 
ausführlich  entwickelt  hat.  Uebrigens  hat  Baily  später  gezeigt,  dafs 
in  einzelnen  Fällen  nicht  blos  die  Luft,  welche  durch  den  am  Faden 
hängenden  Körper  in  Bewegung  gesetzt  wird ,  sondern  auch  der  Theil 
der  Luft,  welchen  dieser  Faden  selbst  in  Bewegung  setzt,  berück- 
sichtigt werden  mufs.  Seine  Untersuchungen  hierüber  findet  man, 
nebst  vielen  anderen  wichtigen  Bemerkungen  über  das  Peifdel,  in 
den  Phil.  Transact.  for  tbe  year  1832  P.  2  pag.'399  seqq.,  Bessels 
Untersuchungen  in  den  Abhandlungen  der  Berl.  Akad.  für  das  Jahr 
1826.  Auch  sind  sie  besonders,  unter  dem  Titel  ''Untersuchungen 
über  die  Länge  des  einfachen  Secundenpendcls  von  Bessel"  erschienen. 

Anmcrk.  des  Lebers. 
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Dies    angenoninieii ,    ist    die    Dauer    einer    uneudiich    kleinen 
Schwingung  dieses  Pendels 

n 
und  der  Irrtlium^  den  man  beim  MaaTse  der  Zeit  %  begehen 
kann,  hat  um  so  weniger  EinfiuTs  auf  diesen  Werth  von  T, 
als  die  Zahl  n  beträchtlicher  ist.  Nach  der  Gestallt  und  den 
Dimensionen  des  schwingenden  Körpers  9  bestimmt  man  als- 
dann, nach  .der  Formel ,  die  in  einem  späteren  Kapitel  vor- 
kommt, die  Länge  des  einfachen  Pendels ^  dessen  Bewegung 
dieselbe  ist  wie  die  des  Körpers.  Man  reduciert  diese  Länge, 
wie  so  eben  erklärt  worden  ist,  auf  die,  welche  das  Pendel 
im  leeren  Räume  haben  würde,  und  bezeichnet  man  durch  a 
die  so  reducierte  Länge,  und  durch  g  die  Schwere  im  leeren 
Räume,  so  hat  man 

n  8 

und  hieraus  findet  man 

g  =  — — •  («) 

r 

Vermittelst  dieser  Formel  hat  man,  mit  sehr  grofser  Ge- 
nauigkeit,, in  jedem  Punkte  der  Erde  das  Maafs  der  Schwere 
oder  die  Geschwindigkeit  g  bestimmt,  welche  die  schweren 
Körper  erlangen,  wenn  sie  während  der  Zeiteinheit  verlical 
im  leeren  Räume  fallen.  Nach  dem  Versuche,  den  Borda, 
auf  der  Pariser  Sternwarte,  mit  einem  Pendel  von  ungefähr 
zwei  Meter  Länge  angestellt  hat,   hat  man 

a  =  o»»,  993855, 

indem  man   die  Secunde   als   Einheit  nimmt,   und  man  findet 
daraus 

^  =  9 »»,  80896 

an  diesem  Orte  der  Erde,  d.  h.  in  einer  Breite  von  48^50'  14". 

Bessel  hat  Körper  von  sehr  verschiedener  Art,  wie  z.B. 
MetaUe,  Elfenbein,  Marmor,  Meteorsteine  u.  s.w.,  schwingen 
lassen ;  aber  immer  fast  ganz  gleiche  Wertlie  von  g  gefunden, 
da  die  gröfsten  Unterschiede  auf  beiden  Seilen  des  Mittels  kaum' 

ioQQQ5  ^^eses  Werthes  betrugen,   uud  daher  von  den  unver- 

meidliclien  Beobachtungsfehlern   herrühren  können.     Es  kann 
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taher  über  die  vollkomuiene  G4eicliLeit  der  Anziehung,  welch« 
die  Erde  auf  alle  Körper  ausübt^  welcher  Art  sie  sonst  seyen, 
wenn  sie  nur  an  derselben  Stelle  der  Erdoberfläche  sich  be- 
finden, kein  Zweifel  bleiben.  Denn  diese  Gleichheit  folgt  aus 
der  der  Werthe  von  gy  weil  diese  Kraft  der  Ueberschul's 
der  Anziehung  der  Erde  über  die  verticale  Seitenkraft  der 
Ceutrifugalkraft  ist^  welche  bei  allen  Körpern  dieselbe  ist. 

193. 
Von  der  Betrachtung  ausgehend,  dafs  die  Oberfläche  der 
Erde  die  Verlängerung  der  Meeresfläche  ^  die  sich  im  Gleich- 
gewichte befindet,  ist,  wird  in  der  M^canique  Celeste  be- 
wiesen, dafs,  an  dieser  Oberfläche,  die  Variation  die  Länge 
des  einfachen  Pendels,  welches  immer  eine  Schwingung  in 
der  Zeiteinheit  vollführt,  dem  Cosinus  des  Doppelten  der 
Breite  proportional  ist,  so  dafs,  wenn  man  durch  A  diese 
Länge  für  einen  Ort,  dessen  Breite  ^  ist,  bezeichnet,  man 

i  =  /  (1  —  o>  cos  2  ^)  (^) 

hat,  wo  l  und  co  durch  die  Beobachtung  bestimmte  Constanten 
sind.  Auch  beweist  man,  dafs  der  Coeificient  c»  mit  der 
Abplattung  der  Erde  durch  die  Gleichung 

2  w  -f"  ^  =  I  ^ 
verbunden  ist,,  in  welcher  man  diese  Abplattung  ernennt,   so 

dafs  der  Halbmesser  des  ^equators   und    der  des  Pols  sich  zu 

einander   wie  1  -|-  <y  und    die  Einheit   verhalten ,   und  r  das 

Verhältnifs  der  Ceutrifugalkraft   zur  Schwere  ist,   die  am  Ae- 

quator  statt  hat,  und  deren  Werth  (f.  177) 

_     1 

~  289^ 
ist.     Die  Formel  (ß)  wird  wirklich    durch  die  Erfahrung  be-' 
stätigt,   wenn   man    von  den   örtlichen  Umständen ,    die ,    wie 
man  in   der  Folge    sehen   wird,  auf   die  Anziehung  der  Erde 
und   die  Länge   des   Pendels  Einflufs   haben    können,  absieht. 
Alle  bisher  in  verschiedenen  Breiten  angestellten  Versuche  geben 

Ol  =  0,002588, 
was   voraussetzt,  dafä  d  beinahe  gleich  r  ist.     Die  Constante 
/  ist  der  "VYerlli  von  X ,  der  dem  Werlhe  ip  =  45^  entsprichtj^^ 
sie  ist  wenig  von  derjenigen    verschieden,    welche   zur  Breite 
von  Paris  gehört,  und  nach  dieser  hat  man 
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0  "',993855  =  l[i  +  0,  00258S  sin  (7O40'  28")] 

woraus  man 

/  =  0    ,993512 

findet. 

Setzt  man  /i  =  1  und  t  =  1  in  der  Formel  («),  setzt 
man  alsdann  allmälich  /  und  X  an  die  Stelle  von  a,  imd  be- 
zeichnet diu:ch  p  und  II   die   entsprechenden  Werthe  von  ff, 

so  hat  man 

p  =  71^1,     n  =  TT«  A, 
man  hat  daher 

p  =  9  "»,80557 

und',  in  einer  beliebigen  Breite 9 

n  =  p  (1  —  0,002588  cos  2^). 

Bemerkt  man,  dafs 

cos  2  ^  =  2  cos  *  ^  —  1 
ist,  so  sieht  man,  dafs  die  Verminderung  der  Schwere,  "wenn 
man  vom  Pole   nach   dem  Aequator  hin  geht,   dem  Quadrate 
des  Cosinus  der  Breite  proportional  ist,  was  mit  dem  in  f.  178 
Gesagten  zusammen  stimmt. 

Bringt  man  dasselbe  Pendel  nach  verschiedenen  Orten 
der  Erde,  so  sieht  man,  nach  der  Gleichung  (a),  dafs  die 
Anzahl  n  seiner  Schwingungen,  in  derselben  Zeit  t^  sich  der 
Quadratwurzel  der  Schwere  proportional  ändern  werden.  So 
z.B.  wird  eine  Pendeluhr,  die  in  Paris  nach  der  täglichen 
Umdrehung  der  Erde  reguliert  ist,  zu  langsam  gehen,  wenn 
man  sie  nach  dem  Aequator  bringt.  Nennt  man  n  und  n 
die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  ihr  Pendel  an  diesen  zwei 
Orten  der  Erde  in  einem  Sterntage  macht,  so  hat  man 


n  =  86164, 


,    .  /Xl  —  0>  002588 


1+0, 002588  sin  (7<>40'  28") 

und  daher 

n    =  86037, 

so  dafs  die  Uhr  in  24  Stunden  um  ungefähr  127  Secunden 
zurückbleibt.  Die  Beobachtung  dieses  Zurückbleibens  hat  zu- 
erst die  Aenderung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde 
dargethan. 
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II.     Bewegung  auf  der  Cykloide. 

194. 
Sey  ABC  (Fig.  46)  die  Trajeclorie  eines  scliweren  mate- 
riellen Punktes,  dessen  Ebene  yertical  ist.  Man  nehme  an, 
dieser  Körper  gehe  von  einem  Punkte  2^,  ohne  Anfangsge- 
schwindigkeit aus,  und  sey  am  Ende  der  Zeit  t  in  M]  von 
den  Punkten  D  und  M  falle  man  die  senkrechten  Linien  D£! 
und  MP  auf  die  Verticale,  die  durch  den  Punkt  B  geht,  welcher 
der  tiefste  der  krummen  Linie  ist.  Setzt  man  JßP  ==  z ,  be- 
zeichnet man  durch  t^  die  Geschwindigkeit ,  die  er  im  Punkte 
M  erlangt  hat;  und  die  Schwere  durch  ff,  so  hat  mau  {§.  159) 

-       i'  =  yr2gZy 
wenn  man  annimmt,   dafs  die  Schwere   die  einzige  Kraft  8ey, 
die   auf  den  Körper  wirkt.     Sey  auch  s  der  Bogen  BM]  da 
er  abnimmt,  w^nn  die  Zeit  zunimmt,  so  hat  man 

ds 

"  =  -01' 

und  setzt  mau 

EB  —  h,    PB  z=z  X  =  h  —  z, 
so  folgt  hieraus 

^2gdt   = TT--^— >  (1) 

V   A  —  X 

wie  auch  die  gegebene  krumme  Linie  beschaffen  sey. 

Da  diese   krumme  Linie,   nach  der  Voraussetzung,   eine 
Cykloide  ist,  so  hat  man  ({.  73)  ,        , 

ä2  =  AaXf 
wenn   man  durch  a   den  Durchmesser  BF  ihres   erzeugenden 
Kreises  bezeichnet.    Man  hat  daher 

d^ 


/^j.  dt  =  - 


\hx  —  x^ 
und,  wenn  man  integriert, 

t  l/^  ==  arc  (cos  =  ^■^), 

es  wird  hier  keine  willkührliche  Constante  zugesetzt,  damit  man 
im  Anfange  der  Bewegung  /  r=  o  habe,  d. h.  wenn  x  =  h  ist.' 
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-Nen»t  man  f  die  Zeit,  die  der  Körper  braucht,  um  den 
Funkt  li  zu  erreichen,  der  jr  =  o  entspricht,  so  hat  man 

t'   f/H  =  arc  (cos  =  —  1)  =  re, 
und  daher 

Diese  Zeit  ist,  wie  man  sieht,  unabhängig  von  der  Höhe 
h  des  Punktes  Z?,  von  welchem  der  Körper  ausgeht,  über 
dem  tiefsten  Funkte  £,  so  dafs  diese  Eigenschaft,  welche 
näheruDgs weise  bei  allen  krummen  Linien ,  für  eine  sehr  kleine 
Höhe  Ä  statt  hat,  bei  der  Cykloide  streng  richtig  ist,  wie  auch 
diese  Höhe  beschaiTen  seyn  mag,  wenn  sie  nur  kleiner  als  a 
oder  BF  ist.  Hieraus  folgte  dafs  alle  Körper,  die  zu  gleicher 
Zeit  von  verschiedenen  Funkten  der  Cykloide  ausgehen,  in 
derselben  Zeit  in  ihrem  tiefsten  Funkte  ankommen. 

Man  hat  tp   /^  If    als   Ausdruck    der   Zeildauer   einer 

ganzen  Schwingung  nach  beiden  Seiten  des  Funktes  B\  man 
sieht  aber,  dafs  diese  Zeit  die  der  sehr  kleinen  Schwingungen 
des  Fendels  ist,  dessen  Lange  2a  der  Krümmungshalbmesser 
der  Cykloide  in  diesem  Funkte  ist  (^.  72),  was  mit  dem  Resul- 
tate des  $.183,  rücksichtlich  der  Dauer  der  kleinen  Schwin- 
gungen auf  einer  beliebigen  krummen  Linie,  zusammenstimmt, 
^  welche  Dauer,  im  Falle  der  Cykloide^  dieselbe  ist,  wie  die  der 
Schwingungen  Von  beliebiger  Weite. 

195. 
Die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht^  um  den  Bogen 
Z?jS  der  Cykloide  zu  durchlaufen,  ist  auch  dann  noch  von 
der  Länge  dieses  Bogens  imabhäugig,  wenn  die  Bewegung  in 
einem  widerstehenden  Mittel  statt  hat,  und  der  Widerstand 
der  ersten  Fotenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Denn  man  bezeichne  diese  Kraft  durch  ~-,  wie  in  J.  186; 

k 

die  Seitenkraft  der  Schwere,  nach  der  Richtung  der  Tangente 

MTy   ist  g  — — ,    wenn  man  bemerkt,    dafs  -=—   der   Cosinus 

(18  as 

des  Winkels    TMJS   ist,  welchen  diese  gerade  Linie  mit  der 
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V^erlicalen  MN  einschliefst«     Die  Kraft,  welclie  auf  den  Piiiikt 
M  wirkt,   und  den  Bogen  JBM  oder  s  zu  Ycrniiudern  strebt, 

,  dx  V 

ist  daher  der  Unterschied  g  -^  —  5"  "a"  >     folglich    hat    man 

als  Gleichung  der  Bewegung, 

d^s  ^dx         f>N 

dT^~  ~^  \d7  ~jj' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

d^8     ^     g    da     ^      g 
dt^'^  T  dt  ^  J^  «=o, 

da 

'    __        ds       dx  8 

~        dJ^     d7  ~  Ta 
ist. 

Ich  nehme  an,  dafs  die  Geschwindigkeit  p,  im  Anfange 
der  Bewegung,  oder  wenn  f  =  o  ist,  Null  sey,  und  dafs  man 
«.  =:r  cc  habe ;  bestimmt  man  die  beiden  willkührlichen  Con- 
slanten  nach  diesen  Bedingungen,  und  setzt^  zur  Abkürzung, 

SO  ist  das  Integral  der  vorhergehenden  Gleichung  (f.  186) 

Nennt  man  daher  t'  die  Zeit,  die  dem  Punkte  S  ent- 
spricht, wo  s:rzo  ist^  so  hat  man 

C08  t'y   I^IL  +  "Lli^  ünt'y  l/~L  =  o, 

aus  welcher  Gleichung  man  einen  Werth  von  t'  ableiten  kann, 
der  nicht  von  a  abhängt,  was  eben  gefunden  werden  sollte. 

•  Wenn  der  Widerstand  sehr  gering  oder  die  Geschwin- 
digkeit h  sehr  grofs  ist,  so  hat  man  ungefähr  ;'  =  1;  und  die 
vorhergehende  Gleichung  giebt 


s 


ga 


2a  2ifc 

woraus  hervorgeht,  dafs   die  Zeit,  durch  diesen  Widerstand, 
ein  wenig  vergröfsert  wird. 
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196. 

Man  verlängere  die  Linie  BF  bis  nacli  O  um  eine  Grofse, 
die  gleich  BFhXy  dieser  Punkt  O  wird  der  Mittelpunkt  der 
Ki-üinmung  der  Cykloide  am  Punkte  B  seyn,  und  wenn  maa 
die  beiden  halben  Cykloiden  OA  und  OC  zieht ^  für  welche 
die  Linien  OB  und  j4C  Berührungslinien  sind ,  während. OJP 
der  Durchmesser  ihres  erzeugenden  Kreises  ist,  so  ist  Oji 
die  Evolvente  von  AB  j  und  OC  die  von  BC  (f  72),  folglich 
wird  ein  Faden,  der  die  beständige  Länge  OB  oder  2a  hat, 
am  Punkte  O  befestigt  ist,  und  sich  allmälich  auf  den  beiden 
krummen  Linien  OA  und  0,C  aufwickelt,  mit  seinem  ande- 
ren Ende  die  Cykloide  ABC  beschreiben. 

Dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  ein  cykloidisches  Pendel 
zu  construieren*  Zu  diesem  Zwecke  nehme  mau  an,  dafs  die 
krummen  Linien  OA  und  OC,  in  erhabener  Arbeit  (en  relief) 
gezogen  seyen,  und  dafs  OB  ein  unausdehnbarer  vollkommen, 
biegsamer  Faden  sey,  der  an  den  festen  Punkt  O  angeknüpft 
ist.  Man  befestige  einen  schweren  Körper  an'  das  andere  Ende 
By  und  entferne  alsdann  diesen  Faden  von  der  verticalen  Lage, 
so  dafs  er  sich  ganz  oder  theilweise  auf  eine  der  krummen 
Linien  OA  und  OC  aufwickele  und  sein  nicht  aufgewickelter 
Theil  eine  gerade  Linie  sey,  die  diese  krumme  Linie  berührt. 
Ueberläfst  man  alsdann  den  Körper  sich  selbst,  so  wird  das 
untere  Ende  des  Fadens  die  krumme  Linie  ABC  beschreiben 
und  nach  f.  194  wird  die  Dauer  der  Schwingungen  dieses 
Pendels",  im  leeren  Räume,  vollkommen  und  beständig  von 
der  Weite  derselben  unabhängig  Seyn.  Dieses.  Mittel  würde 
aber  bei  der  wirklichen  Ausführung  durchaus  keine  Genauig- 
keit zulassen,  und  aufserdem  würde  die  Gleichzeitigkeit  der 
Schwingungen  in  der  Luft  nicht  statt  haben  ,*  da  der  Wider- 
stand dieser  Flüssigkeit  alsdann  nicht  mehr  der  Geschwindig- 
keit proportional  ist. 

197. 
Eine  Taütochrone  nennt  man  jede  krumme  Linie,  auf 
welcher  ein  schwerer  materieller  Punkt  immer  in  derselben 
Zeit  im  tiefsten  Punkte  ankommt,  wo  auch  der  Punkt  dieser 
krtimmen  Linie  liege ,  von  welchem  er  ausgegangen  ist.  So 
ist   die   Cykloide   im   leeren    Räume    eine   Taütochrone,     und 
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aufseinlem  wird  man  sogleich  sehen,  dafs  sie  alsdann  die  ein- 
zige krumme  Linie  dieser  Art  ist. 

Nennt  man  t'  die  Zeit^  welche  der  Körper  braucht,  um, 
ohne  Anfangsjgeschwiudigkeit,  vom  Punkte  V  nach  dem  tief- 
sten Funkte  B^   auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  jiDB 

zu  gehen,  so  ist  der  Werth  von  t'  y2g  durch  das  Integral 
der  Formel  (1)  gegeben,  welches  von  x'=zh  bis.Ji;  =  o,  oder, 
was  dasselbe  ist,  von  x'nzo  bis  ^==A,  wenn  man  das  Zei- 
chen der  Formel  ändert,  genommen  werden  mufs*     Alsdann 

hat  man  .  , 

,     /^ —          pn        ds 
t    V2g=/  , 

J      O       yf^h  —  X 

und  um  die  Tautochrone  zu  finden,  mufs  man  8  als  Function 
von  X  bestimmen,  so  dafs  dieser  Werlh  von  /  y2g  unab- 
hängig von  h  ist. 

Ich  nehme  nun  an,  dafs  diese  unbekannte  Function  nach 
den  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  sey,   so  dafs  man 

8  =  Ax  -j-  jBa?  -|-  Cx  .... 

hat,  wo  AjB  ^  C ...  (^^  ß  >  y  ••  •  unbestimmte  Exponenten 
und  Coefficienten  sind.  Da  die  Abscisse  x  und  der  ßogen  8 
ihren  Anfangspunkt  im  Punkte  B  haben,  so  mufs  zu  gleicher 
Zeit  X  zz:  o  und  8  z=z  o  seyn ;  es  müssen  daher  sämmtliche 
Exponenten  «,/!?,  y  ...  positiv  und  keiner  Null  seyn.  Auch 
sieht  man  a  priori,  dafs  der  kleinste  derselben  kleiner  als 
die  Einheit  seyn  mufs,  denn  da  der  Punkt  j?,  nach  der  Vor- 
aussetzung,   der  tiefste  Punkt    der   verlangten  krummen  Linie 

ist,   so  ist   die  Tangente  dort   horizontal,   oder   steht  auf  der 

ds 
Axe  der  x  senkrecht,  dies  erfordert  aber,  dafs  man  -7-  =  cX) 

ax 
habe,  wenn  x  z:z  o  ist. 

Nimmt  man  das  Differential  dieser  Reihe,  und  substituiert 

es  an  die  Stelle  von  d8  in  der  vorhergehenden  Formel,    so 

«rhält  man 

,   r —         ^     /•*  ^         dx  .    ^  ^  nh  X        dx 

t'^fTg  =  Ja  +  B/?/      ri 

"^^^dx 


/^n  X         dx 


.... 
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Ich  setze  x^szhx'  und  dx=hdXy  die  Gränzen  der  In- 
tegrale in  Beziehung  auf  diese  neue  Veränderliche  x'  werden 
Null  und  die  Einheit  seyn ;  man  hat  z.  B. 

/h  X,        dx  ;"""»    r^^  ^^ 

O  yfh  —   X  J    ^yTl  —  x' 

und  wenn  man,  zur  Abkürzung , 

/'\.x  dx  .,        /^l  X  dx  „, 

o  y/  i  —  X  J   oyf\  —  x 

setzte  so  folgt  hieraus 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken^  dafs  keines  der  Integrale  JL' j 
B\  C. . .  Null  seyn  kann ,  denn  die  Werthe  der  Differen- 
tiale,  deren  Summen  diese  Integrale  sind  (^.13)^  ändern  ihr 
Zeichen^  zwischen  den  Gränzen  der  Integrationen ,  nicht;  diese 
Werthe  Sind  alle  positiv  und  daher  auch  die  der  Integrale. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dafs  der  Werth  von  t'  nicht 
anders  von  h  unabhängig  seyn  kann,  als  wenn  alle  Glieder 
der  vorhergehenden  Reihe  Null  sind,  ausgenommen  dasjenige, 
in  welchem  der  Exponent  von  h  gleich  Null  ist  ^  oder  welclies 
einem  der  Exponenten  a,  /??  ;^  •••,  der  gleich  ^  ist,  entspriclit. 
Man  nehme  an,  dafs  dieses  Glied  das  erste  sey,  oder  dafs 
man  az=z^  habe.  Damit  das  zweite  Glied  verschwinde ,  müfs 
das  Produkt  ßBB'  Null  seyn,  dies  erfordert,  dafs  B  Null 
sey,  da  ß  und  B'  nicht  Null  sind.  Ebenso  sieht  man^  dafs 
auch  die  übrigen  Coefilcienten  C,  D  u.  s.  w.  gleich  Null  sind, 
so  dals  die  Gleichung  der  Tautochrqne  auf  folgende  zurück 
kommt : 

s  z=z  jix%  oder  «^  r=  ^^Xj 
welche    einer   Cykloide  umgehört,   deren   Basis   horizontal  i^t 
und  deren   Spitze  im  Punkte   B  liegt,   welchen  der   Körper 
immer  in  derselben  Zeit  erreicht« 

Bezeichnet  man  durch  a  den  Durchmesser  des  erzeugeu- 
den  Kreises ;  so  hat  man  ^^=:4a,   und  daher  ^ 

t'  yfJg  —  Ä  yTa. 
Da   CK  r:r  ^   ist,    so  hat  man  aufserdem 


A 
also  liät  man 

wl«  in  f.  194. 


303 
1       dx' 


/'i       ax         


2«r 


198. 

Die  Cykloide  findet  man  auch,  wenn  man  die  Braclil- 
stochrone  oder  die  Linie  des  schnellsten  Falles  im  leeren 
Räume  sucht,  d.  h.  die  krumme  Linie  j4MB  (Fig.  47),  welche 
ein  schwerer  materieller  Punkt  durchlaufen  mufs,  um  in  der 
kürzesten  Zeit,  ohne  Anfangsgeschwindigkdt ,  vom  gegebenen 
Punkte  A  nach  dem  gegebenen  Punkte  IS  zu  kommen« 

Um  diese  krumme  Linie  zu  bestimmen,  seyen  x ^  y  ^  z 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  My  in  wel- 
chem sich  der  Körper  am  Ende  der  Zeit  t  befindet^  sey  auch 
8  der  Bogen  j4My  den  er  durchlaufen  hat«  Nimmt  man  an, 
dafs  die  Axe  x  vertical  und  im  Sinne  der  Schwerkraft  gerich- 
tet sey,  imd'  bezeichnet  man  durch  a  den  Werth  von  x  im 

ds 
Funkte  jij   so  ist  die  Geschwindigkeit  3—,  welche  der  Kor- 

dt 

per   im  Punkte  M  erlangt  hat,   diejenige^  welche  ^ur  Höhe 

X  —  a  gehört.    Bezeichnet  man  die  Schwere  durch  g^  so  hat 

man  daher 

ds  /^  '■ 

und  wenn  man,  zur  Abkürzung, 


/^ 


,    dy^    ,    dz^ 
^  dx^^  dx^ 


setzt,  so  dafs  c?«  =  z^cJat  ist,  so  folgt  hieraus 

/^ —  ,  udx 

yf  2gdt  = 

V  X  —  a 
Nennt  man   daher  ß  den  Werth  von  x  im  Punkte  B, 
und  t'  die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  vom  Punkte 
A  nach  dem  Punkte  B  zu  gehen,  so  hat  man 

ß     udx 


.     /-» r^p     uax 

t'  yr2gz=  r  -7:= 


^ 
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Man  mufs  daher  die  krumme  Linie  bestimmen ,  für  welche 
dieses  Integral  ein  Minimum  ist;  zur  gröfseren  Allgemeinheit 
will  ich  aber  das  Integral 

Xudx 


«/    a 


betrachten  9   wo  X   eine  gegebene   Function   von   x   ist^  was 
uns  9  in   der  Folge ,   dazu   dienen   wird^    eine  andel:^  Aufgabe 

zu  lösen.     In  der  vorliegenden  ist  X  =  (^  •—  a)     '• 

199. 
Man  bezeichne  durch  i  eine  beständige  und  unendlich 
kleine  Gröfse^  und  durch  iy  und  iz  zwei  willkührliche  Func- 
tionen von  Xf  die  blos  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs. 
sie  Null  ^werden ,  wenn  jkt  =  a  und  wenn  xzzzß  Ui  und  für 
die  dazwischen  liegenden  Werthe  von  x  nicht  unendlich  grofs 
werden.  Sej  IT  und  u  das,  was  T^und  u  wird,  wenn  man 
y  -{-  liy  und  z  -|-  Hz  an  die  Stelle  von  y  und  z  setzte  so 
dafs  man 

U'  zz:  /      Xu'dx 

hat,  welches  Integral  einer  anderen  krummen  Linie  AM!B 
entspricht,  die,  wie  die  verlangte  krumme  Linie  AMB^ 
durch  die  Funkte  A  und  B  geht,  und  sich  nur  unendlich 
wenig  von  dieser  entfernt.    Auch  haben  wir 

U'  —   U  z=z  r^  X{u  —u)dxy 

und  nach  der  Beschaffenheit  der  krummen  Linie  AMB  mufs 
dieser  Unterschied  V  —  U  _  positiv  seyn ,  was  auch  die 
Werthe  von  8y  und  dz  sind,  und  welches  Zeichen  man 
auch  i  giebt.  Entwickelt  man  aber  den  Ausdruck  u'  —  u 
nach  Potenzen  von  i^  und  bezeichnet  durch  iSu  das  erste 
Glied  der  Entwickelung ,    so  ist   das  erste  Glied  des  Werthes 

von  V  —  U  gleich  i   /     Xdudx,  und  hieraus  folgt,  dafs 

iß 

Xdudx  zzz  o  (a) 


/: 


ist,  weil  sonst   U'  —  17  zu  gleicher  Zeit   mit  i    das  Zeichen 
ändern  würde. 


J 
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Diese  Bedingung  ist  dem  Miiiinium  und  dem  Maximum 
von  U  gemeinschaftlich.  Wenn  sie  erfüllt  ist,  so  ist  der  Un- 
terschied U'  —  17  im  Allgemeinen  ein  unendlich  Kleines  vom 
zweiten  Range,  er  hat  daher  'dasselbe  Zeichen,  wie  der  Coef- 
ficient  von  i^  in  seiner  Entwickelung,  und  es  wird  daher  ein 
Maximum  oder  Minimum  statt  finden ,  je  nachdem  dieser 
Coefßcient  negativ  oder  positiv  ist.  Da  es  aber  einleuchtend 
ist,  dafs  die  Zeit  t'  keines  Maximums  fähig  ist,  so  ist  dieser 
CoejBlcient  bei  der  Aufgabe  der  Brachistochrone.  sicher 
positiv  und  es  ist  hinreichend,  der  Bedingung  Genüge  zu  leisten, 
die  durch  die  Gleichung  {a)  ausgedrückt  wird. 

Die  Grüfse  iäu  ist  nichts  Anderes,  als  das  Differential 
von  u,  welches  in  Beziehung  auf  y  und  z  genommen  ist, 
und  in  welchem  die  Zuwächse  durch  idy  und  iäz  dargestellt 
sind.  Läfst  man  den  Factor  i  weg,  der  in  iöu  und  seinem 
entwickelten  WerlUe  vorkommt,  so  hat  man 

1*  dy    ddy    ,     \    dz    ddz 
u   dx     dx  u   dx-   dx 

80  dafs  die  Gleichung  (a)  in 

rß  X  dy  cldy  ,       r^  ^^^^^  ß     — 

J   u   u   dx  dx  J   a    u  dx  dx 

übergeht.  - 

Integiuert  man  nun  theilweiöe  und  bemerkt,  dafs  die 
Grüfsen  8y  und  8z  y  nach  der  Voraussetzung,  an  den  beiden 
Gränzen  x"=i  a  und  x  =z  ß  Null  sind,   so  hat  man 

^  (-  ''z\ 

/ —  -~dx  =.—  I  -^ — -  Sydx 

J   u,     u  dx  dx  J    a  dx 


d 


u    dx/ 


/'ß  X  dz  dSz  ,                  nß  "  \u   dx/  .     - 
; ;—  dx  =  —  /  -^ Szddi, 
a    IC  dx  dx                   J    a            äx 

wodurch  die    vorhergehende   Gleichung  in  folgende    übergehl: 


dß'!z)  d(^!li)    ■ 

V«    "'J    Sy    ^         ^£^,y^ 


dx  =  o. 


dx  dx 

Da  aber  8y  und  8z  willkührliche  Functionen  von  x  sind, 
so  kann  dieses  Integral  nicht  Null  seyn,  wenn  es  nicht  die 
imter  dem  Integrationszeichen  enthaltene  Grofse  selbst  ist,  folg- 
lich hat  man 

20 
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\M     ^V    j         ,  \u     dx)   j.      


,         Sy  +      -^ ie  —  o.  (b) 

dx  (fx 

200. 
Wcuü  die  verlangle  krumme  Linie  yfMB  ujid  die  belie- 
bige krumme  Linie  jiM'B  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
gezogen  seyn  sollen,  deren  Gleichung  IjZizo  ist,  so  müssen 
die  als  Funclionen  von  x  gegebenen  Wcrilie  von  y  und  «, 
die  bestimmt  -werden  sollen,  und  diese  um  iSy  und  iSz  ver- 
grofserten  Werthc,    dieser  Gleichung  Genüge  leisten;   hieraus 

iindet  man 

dL  .       ,     dL  . 

und  man  kann  hierdurch  eine  der  zwei  Grofsen  dy  und  dt 
au5  der  Gleichung  (/>)  eliminieren,  die  andere  verschwindet 
f.w  gleicher  Zeit  und  man  hat 

J  (1  ^^  cl  (^  ^^ 

(IL         \u     dx)  dl^         \u     dx )   

dz  dx  dy  dx 

Diese  letzlere  Gleichung  und  Ij'=.o  werden ,  in  diesem 
Falle,  die  zwei  Gleichungen  der  verlangten  krummen  Linie  seyn, 
und  können,  z.B., dazu  dienen,  die  krumme  Linie  des  schnell- 
sten Falles,  auf  einer  gegebenen  Oberfläche ;  zu  bestimmen. 

Soll  dagegen  das  Minimum  von  U  unter  allen  krummen 
Linien  statt  finden,  die  zwischen  den  Punkten  A  und  B  ent- 
halten und  niclit  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs  sie 
sich  auf  irgend  einer  besonderen  Überfläche  befinden  sollen, 
so  sind  die  Grofsen  dy  und  dz  willluihj-lich  und  unabhängig 
von  einander.  Ihre  Coefficienten  in  der  Gleichung  b  müssen 
also  einzeln  Null  seyn,  und  diese  theilt  sich  daher  in  zwei 
andere,  nemlich: 

\tt    axy    V^tt    d  xy    

dx  dx 

dies  ist  der  Fall,  auf  dessen  Betrachtung  ich  mich  beschranke. 

Integiiert  man,  und  bezeichnet  durch  a  und  a'  die  bei- 
den willkührlichen  Constanten,  so  lijit  man 


und  daher 
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^  ^  _         X  dz' _^   , 

u    dx  ~  ^'     u    77  "-"*  (^') 


,  dv  dz 

dx  dx 


Integriert  man  noch  einmal,  und  bezeichnet  durch  f  eint, 
dritte  willkührliche  Constante,  so  erhält  man 

a!  y  —  «Ä  =  y, 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  verlangte  krumme  Linie  eine 
ebene  und  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  die  auf  der  der  v 
und  ^  senkrecht  steht.  Zur  ^röfseren  Einfachheit  nehme  ich 
an,  die  Ebene  dieser  krummen  Linie  sey  die  der  x  und  y, 
alsdann  hat  n^an  «^ 

und  man  braucht  blos  die   erste  Gleichung  (c)  zu   betrachten, 
welche 

Xdy  =  a  yfdx^  +  dy^ 

wird,  woraus  man 

.,  adx 

Endet. 

Es  mufs  daher  nur  noch  diese  Formel  integriert  wexden, 
was  von  der  Form  der  Function  X  abhängt,  und  alsdann 
mufs  man  a  und  die  neue  willkührliche  Constante,  welche 
durch  diese  Integration  eingeführt  wird,  durch  die  Bedingung 
bestimmen,  dafs  die  verlangte  krumme  Linie  durch  drfe  beiden 
gegebenen  Punkte  A  und  B  geht, 

201. 
Ehe  wir  weiter  gehen,   nenne  man  c  eine  beliebige  Con- 
stante ,  und  nehme  an ,  dafs  man  X  -fr  c  an  die  Stelle  von  X 
in    diß   vorhergehenden  Formeln   setzt.     Das  Integral   JJ  wird 

ry=  r^x  //^VT^dx  +  c  r^  ^T^lZdx, 

und   der  Werth   von  y,    der  es    zum  Minimum  macht,   wird 
durch  die  Gleichung 

20* 
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gegeben  «eyn. 

Da  aber  diese  Summe  zweier  Integrale,  welche  C/"  dar- 
stellt^ unter  allen  krummen  Linien,  welche  zwischen  den 
Punkten  j4  und  B  enthalten  sind,  ein  Minimum  ist,  so  ist 
es  oiFenbar,  dafs  das  erste  Integral 


/. 


ß 


X  yrr^d^ 


a  ax^ 


ein  Minimum  seyn  wird,  wenn  man,  unter  allen  diesen  krum* 
men  Linien,  nur  diejenigen  betrachtet,  die  demselben  Werthe 
des  zweiten  Integrals  entsprechen. 

Diese  sehr  einfache  Bemerkung  gestaltet  unmittelbar,  auf 
die  Aufgaben  des  relativen  Maximum  oder  Minimum  die  Auf- 
lösungen der  Aufgab«!!  des  absoluten  Maximum  oder  Mini- 
mum auszudehnen,  wir  werden  in  der  Folge  eine  Anwendung 
davon  sehen. 

Da  liier  das  zweite  Integral,  welches  in  U  enthalten  ist, 
die  Länge  der  gesuchten  krummen  Linie  darstellt,  so  folgt  hier- 
aus, dafs  die  Gleichung  (e)  dazu  dienen  kann,  unter  allen 
isoperimetrischen  krummen  Linien,  d.h.  solchen,  die  gleiche 
Länge  haben,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  dem  Maximum 
oder  Minimum  des  ersten  Integrals  entspricht.  Nennt  man  / 
die  gegebene  Länge,  welche  allen  krummen  Linien  gemein- 
schaftlich ist,  so  hat  man 

welcher  Bedingung  man,  vermittelst  der  unbestimmten  Con- 
stante  c,  die  man  in  die  Formel  (c)  eingeführt  hat.  Genüge 
leistet. 

202. 
Man  wende  jetzt  die  Formel  (rf)  au»"  die  Linie  des  schnell- 
sten Falles  an. 

Da 

A-  =  ?— ■ 

\x  —  a 
8ü  hat  man  alsdann 


dy  z=z 
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{x  —  a)  dx 


y(  a{3G —  a)  —  [x  —  «)* 


indem  man  -75-  für  a   setzt.     Diese   Düferentialgleicliung  ist 

Y  et 

die  einer  Cykloide  (f.  72),  deren  Basis  horizontal  ist  und 
durch  den  Ausgangspunkt  A  des  Körpers  geht,  und  deren 
erzeugender  Kreis  a  zum  Durchmesser  hat,  was  gefunden 
werden  sollte. 

Integriert  man  ,    so  hat .  man 

,    '  r  a. —  2J(?4-2(»N  /*~7 r ;; rr; 

y^-a  =Ja.arcf  cos= J — V  a(jK?— «)— (jtr^a)*, 

wo  «'  die  willkührliche  Constante  ist,  die  den  Werlh  von  y 
darstellt,  der  x  z=;:  a  entspricht.  Bezeichnet  man  durch  ß' 
diejenige,  welche  x  ^=:  ß  entspricht,  so  hat  man 

/g--a^=ia.arc(cos  =  ''-^^+^^)-Va(^-.a)-(/g~«)^, 

Die  Coordinaten  a  und  «',  /?  und  ß\  der  Punkte  A  und 
J5,  sind  gegeben,  diese  letztere  Gleichung  bestimmt  die  Con- 
stante a ,  und  der  vorstehende  Werth  von  y  enthält  also  nichts 
Unbekanntes  mehr. 

Vermittelst  des  Werthes  von  dy  hat  inan 

^*  V  a  —  AT  4"  « 

also  hat  man  (f.  198)  # 

,    , /^i5  ^adx 

t    V  2  ff  =    /       f 

^>        ^   «  V^a{x-^a)—{x—ay 

und  folglich  ist 

t    z=z  y    _.arc  (  cos  = ^ ) 

die  kürzeste  Zeit,  welche  der  Körper  brauchen  kann,  um 
von  dem  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B  zu  kommen. 

Liegen  die  beiden  Punkte  in  einer  verticalen  Linie ,  so  hat 
man/?'  =  «';  dieser  Bedingung  kann  man. Genüge  leisten,  wenn 
man  a  =  00  setzt,  denn  man  hat  . 

/•           a— 2^+2aN             /  .        2  V^^ (/^- «)-(/?-« A 
arcrcos  = ^— ^ J=-arc^sm= J, 

und   wenn   a  :=:  00   ist,   so  kann    dieser  Bogen  durch  seinen 
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Sinus  ersetzt  vrerden,  wodurch  der  vorhergehende  Werlh 
von  ß*  —  a  Null  wird.  Zu  gleicher  Zeit  reducrert  sich  der 
Werlh -von  y  auf  a\  so  dafs  sich  der  Körper  nicht  von  der 
verlicalen  Richtung  entfernt.     Der  WertÜ   von    t*   wird  auch 

was  wirklich  die  Zeit  ist,  die  er  braucht,  um  die  Höhe 
ß  —  a   des  Punktes  A  über  dem  Punkte  3  zu  durchlaufen. 

Die  Bestimmung  der  Linie  des  kürzesten  Falles  ist  blos 
ein  Gegenstand  der  wissenschaftlichen  Neugierde,  und  ich 
habe  mich  daher  beschränkt,  nur  den  einfachsten  Fall  zu  be- 
trachten ,  wo  die  Bewegung  im  leeren  Räume  geschieht  und 
die  äufseren  Punkte  gegeben  sind.  Sind  aber  diese  Punkte 
A  und  JB  nicht  fest  und  gegeben,  sondern  blos  der  Bedingung 
unterworfen,  dafs  sie  sich  auf  gegebenen  krummen  Linien 
DAE  und  F!BG  oder  auf  gegebenen  Oberflächen  befinden 
sollen,  so.  ist  die  ßracliistochrone,  im  leeren  Räume,  noch 
immer  eine  Cykloide,  und  i^ian  kann  die  Coordinaten  dieser 
zwei  Punkte  in  allen  Fällen,  nach  den  Regeln  der  Variations- 
rechnung, bestimmen.  In  einem  widerstehenden  Mittel  aber 
ist  diese  Linie  eine  andere  krumme  Linie,  deren  DilTerential- 
gleichung  man,  nach  den  Regeln  dieser  Rechnung,  erhalten 
kann  und  welche  von  dem  Gesetze  des  Widerstandes,  in  Be- 
ziehung auf  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  abhängt.  We- 
gen alles  dessen,  was  die  •Variationsrechnung  betrifft,  ver- 
weise ich  auf  meine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand,  die 
man  im  zwölften  Bande  der  Abhandlungen  der  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  findet. 


111.     Bewegung  auf  einer  gegebenen  Oberflache. 

203. 
Um  ein  Beispiel  von  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  geben,  nehme  ich 
wieder  das  in  §.  179  betrachtete  einfache  Pendel  vor,  setz© 
aber  voraus,  dals  mau  ihm,  nachdem  es  von  der  Verticalen 
CB  (Fig.  4.5)  enlfcrul  und  nach  C^  gebracht  worden  ist,  eine 
Geschwindigkeit   nüuheilt,   deren  Richtung  nicht   in  die   verli- 
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cale  Ebene  yJCB  fallt.  Das  Pendel  tritt  alsdann  aus  dieser 
Ebene  heraus^  und  der  materielle  Punkt  am  unteren  Ende 
desselben  wird  sich  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  bewegen, 
die  Yom  Punkte  C  aus^  als  Mittelpunkte  ^  mit  einem  Halb- 
messer beschrieben  ist^  der  der  Länge  a  dieses  Pendels  gleich 
ist.  Der  Stofs,  der  auf  cliesen  Körper  im  Anfange  der  Bewe- 
gung ausgeübt  wird ,  zerlegt  sich  in  zwei  Kräfte  ^  von  welchen 
eine  nach  JlCy  oder  nach  seiner  Verlängerung,  gerichtet  ist 
und  durch  den  Widerstand  des  festen  Punktes  C  aufgehoben 
wird,  die  andere  senkrecht  auf  AC  steht  und  die  Anfangsge- 
schwiüdigkeit  des  Pendels  hervorbringen  wird,  die  ich  durch 
h  bezeichne.  Ich  nehme  an,  dafs  die  Bewegung  im  leeren 
Räume  statt  hat^  so  dafs  die  Schwere  die  einzige  gegebene 
beschleunigende  Kraft  ist,  welche  auf  den  Körper  wirkt. 

Dies  vorausgesetzt,  ^ey^  am  Ende  der  Zeit  t,  CM  die 
Lage  des  Pendels.  Man  bezeichne  durch  x  y  y  ^  z  die  recht« 
i^dnkligen  Coordinaten  des  Punktes  M.  Sey  auch  m  die  Masse 
des  Körpers  und  mN  die  unbekannte  Spannung  des  Fadens 
CMf  die  nach  seiner  Verlängerung  gerichtet  ist.  Nimmt  man 
den  Punkt  C  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  x,  y,  z, 
so  sind  die  Seitenkräfte  der  beschleunigenden  Kraft  N  nach 
ihren  Verlängerungen 

a  a  a 

Bringt  man  aber  an  den  Körper  ein^  Kraft  an,  die  N 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  so  kann  man  ihn  nachher  als 
völlig  frei  ansehen,  und  von  dem  Faden  CM  gänzlich  abstra- 
hieren. Nimmt  man  daher  an,  dafs  die  Axe  der  positiven  z 
vertical  und  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist,  so  werden 
die  drei  Gleichungen   der  Schwere 

d'^x    .     X    ^^ 


(i) 


dt^ 

1 

a 

«»  • 

df^ 

+ 

21 

a 

N 

—  o 

d^z 

+ 

z 
a 

N- 

-g  = 

:o 

seyn,   die  mit  den  Gleichungen  (S)  des  f.  151  zusammen  stim- 
men.    Man   kann  sie  durch  die  Elunination   der  Unbelianuten 
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I^  auf  zvrei  zurück  ftiliren,   und   vrenn  man   die  Gleichung 

# 

der  Kugel  damit  verbindet,  nemlicli 

x^  J^  y^  ^  z^  =  a«, 
60    hat    man   die  drei  Gleichungen,    welche  dazu  dienen,    die 
Grofsen  jc,y,  z  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen, 

204. 
Ich  addiere  die  Gleichungen  (1),  nachdem  sie  durch  x^y^  z 
multipliciert  worden  sind,  so  erhalte  ich 

xd^x  -i-yd^y  +  zd^z  «., —^ 

dt^  ^  ^ 

Differenliiert  man  die  Gleichung  der  Kugel  einmal,  so  hat 

man 

xdx  '^  ydy  +  zdz  z=z  o,  (2) 

düTerentiiert  man  noch  einmal,  so  ergiebt  sich 

xd^x  4.yrf2jK  +  «rf^«  =  —  dx^  —  dy^  —  dzK 
Bezeichnet  man  daher  durch  v   die  Geschwindigkeit   des 
Körpers  am  Ende  der  Zeit  ty  so  dafs  man 

dx^  -f  dy^  +  dz^  _ 

hat,  so  erhält  man 

i^  =  -  +  ^, 

und  die  Spannung  mJV  mufs  die  Summe  der  Centrifugalkraft 

-:^ — •  und   der  Seitenkraft  des   Gewichtes   des  Körpers 

a  a  ^ 

nach  der  Verlängerung  des  Halbmessers  CM  seyn. 

Ich  addiere  auch  die  Gleichungen  (1) ,  nachdem  sie  mit 
dxj  dyy  dz  multipliciert  worden  sind,  die  Unbekannte  N 
verschwindet  in  Folge  der  Gleichung  (2)  und  man  hat 

dxd^x  -{-  dyd^y  -j-  dzd^z  

dT^  —  ^    ^• 

Integriert  man,  und  bezeichnet  durch  b  die  willkührliche 

Constante,  so  hat  man  also 

dx^  4^  dy^  4-  dz^  ,    .  ,. 
^^^2    ^  =  2gz  +  b.            (3) 

Der  anfängliche  Wcrth  des  ersten  Theils  der  Gleichung 
ist  k^,  bezeichnet  man  daher  durch  y  den  von  z,  so  hat  man 


P^ 
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i«  —  2ky  =z  6, 
undy    für  einen  geNvissen  Augenblick, 

v^=  k^-\-  2g(z—y), 
was  wir  schon  -wufsten. 

Endlich  multipliciere  ich  die  zweite  Gleichung  (1)  niil  x 
und  ziehe  die  erste,  nachdem  sie  mit  y  mullipliciert  worden 
ist,  davon  ab,  so  ergiebt  sich 

X    T-— y    — — ;r     =    O, 

dt^  ^  ät^ 

Integriert  man  daher,  und  bezeichnet  durch  c  die  wül- 
kührliche  Constante,  so  hat  man 

xdy  —  ydx  =  cdt,  (4) 

Auf  diese  Weise  hängt  die  Auflösung  der  Aufgabe  nur 
von  den  drei  Differentialgleichungen  (2),  (3)  und  (4)  ab,  die 
von  der  ersten  Ordnung  sind,  und  deren  erste  schon  die  Glei- 
chung der  Kugel  zum  Integral  hat.  Man  kann  die  Veränder- 
lichen trennen  und  die  Frage  dinrch  folgende  Rechnungen  auf 
die  Quadraturen  zurück  führen. 

205. 
Die  Gleichung  (2)  giebt 

xdx  -{-  ydy  =  —  zdz , 
erhebt  man  die  beiden  Theile    und  die  der  Gleichung  (4)   auf 
das  Quadrat  und  addiert  die  entstehenden  Gleichungen  zusam- 
men, so  erhält  man 

Ich  setze  a^  —  z^  an  die  Stelle  von  at^-J-JK^   "^^  eli- 
miniere dx^  -j-  dy^  vermittelst  der  Gleichung  (3),  hieraus  folgt 
{a^—z^)l(2gZ'i-bjdt^  —  dz^]=^z^dz^'\'C^dt% 

woraus  sich  - 

ß  clz 

dt  =     ^ (5) 

erglebt. 

Man  bezeichne  durch  r  den  Radius  Vector  der  Projee- 
tion  des  ihateriellen  Punktes  auf  die  horizontale  Ebene  der  x 
und  y,  und  durch  ^  den  Winkel,  den  dieser  Radius  mit  der 
Axe  der  x  einschliefst,  so  hat  man 

x ^=sr  cos yj,    y  =  rBintpy    xdy — ydx  =  r^dtp; 


314 

da  r^  =:  «^  —  &^  ist»  «o  wird  die  Gleichung  (4) 

und  wenn   man    für  dt  seinen    vorhergehenden  Werth    tetzt^ 

so  findet  man 

cadz  ,  ^ 

d^  =  ^ p =  (6) 

(a2_Ä2)V  (a2_52)  (2^'Ä-f  6)  — c3 

Die  Integrale  dieser  Ausdrücke  von  dt  und  dyj  geben 
die  Werthe  von  t  und  i^,  in  Functionen  von  z  ausgedrückt. 
Sie  können  immer  auf  elliptische  Functionen  zurück  geführt, 
und  nur  dann  unter  endlicher  Form  erhalten  werden,  vv^enn 
die  unter  dem  Wurzelzeichen  enthaltene  Gröfse,  die  in  Bezie- 
hung auf  z  vom  dritten  Grade  ist,  sich  in  zwei  Factoren 
zerlegen  läl'st.  Der  Werth  von  xp  und  die  Gleichung  der 
Kugel  bestimmen  die  Trajectorie  des  Körpers,  und  der  Werth 
von  t  als  Function  von  z ,  oder  der  von  z  als  Function  von 
tj  geben  alsdann  die  Lage  des  Körpers  auf  dieser  krummen 
Linie  für  jeden  Augenblick. 

Die  Constante  b  ist  vermöge  der  gegebenen  Werthe  von 
%  und  y  bekannt.  Man  bestimmt  die  willkührlichen  Constan- 
ten, die  durch  die  Integrationen  von  dt  und  dxp  eingeführt 
werden,  vermöge  der  -  Bedingungen ,  dafs  tzzzo  und  rjj'=-o 
ist,  wenn  z^ny  ist,  von  welchen  die  zweite  Bedingung  vor- 
aussetzt, dafs  man  die  Axe  der  x  in  die  verticale  Ebene 
ACB  verlegt,  von  welcher  das  Pendel  ausgeht.  Es  myfs  da- 
her nur  noch  die  Constante  c  bestimmt  werden.  Da  aber 
die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  auf  dem  Halbmesser  CM 
der  Kugel  senkrecht  ist,  auf  welcher  er  sich  bewegt,  so 
wird,  wenn  man  sie  in  zwei  zerlegt,  von  welchen  eine  auf 
der  verticalen  Ebene  MCB  senkrecht  steht,  und  die  andere 
in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  die  erste  Seitengeschwindigkeit 
die  Geschwindigkeit  der  horizontalen  Projection  des  Körpers 
iseyh,  di6  auf  seinem  Radius  Vector  r  senkrecht  steht;  be-« 
zeichnet  man  sie  durch  u,  so  hat  man  daher  ({.  156) 

~  d\lß 

"  =  ^■57- 

oder,  in  Folge  der  Gleichung  (4), 

c    c 
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Nennt  man  also  e  den  Winkel,  den  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit k  mi^  der  Linie  macht ,  die  auf  der  Ebfene  ^CB  senk« 
r^ht  steht ,  so  dafs  man  im  Anfange  der  Belegung  uzz:  t 
cos  €  hat,  so  folgt  hieraus 

c  z=z  k  y/^a^  —  y^  cos  ^. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  l  Null  ist ,  so  hat  man  c  =  Of 

b  z=z  —  '^SY >  ^^^  dfdier 

-     " ,  adz 

dt  =^  — zzi — ' r 

yr2g   yf{a^  —  z'^){z—y) 

was  mit  dem  Werthe  von  dt  des  {.  185  zusammenfällt,  indem 
man  bemerkt,  dafs  a  —  z  und  ^  —  y  das  sind,,  was  man  in 
diesem  Werthe  ax  und  aß  genannt  hat. 

206. 
Man  betrachte  nun  den  Fall  insbesondere,  wenn  das 
Pendel  nur  sehr  wenig  von  der  Verlicalen  CB  entfernt  wor- 
den ist  und  eine  sehr  kleine  Anfangsgeschwindigkeit  erhalten 
hat.  Man  nehme  an,  diese  Geschwindigkeit  sey  horizontal 
und  daher  senkrecht  auf  der  Ebene  jiCB ,  so  dafs  €  =  o  ist. 
Man  bezeichne   durch  ß  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setze 

*  =  ß  V^ga. 
Seyen  auch  «  und  &  die  Winkel  jiCB  und  MCB,  ver- 
nachlässigt man  ihre  vierten  Potenzen,  so  hat  man 

y  —  a  --^  laa^,  z  z=z  a  —  \ad^ 

b:rz  —  2ga^ga{a^^ß^),   c^=ga^^t^  ß^ 
und  die  Formeln  (5)  und  (6)  werden 

aßd»      (        W 

Der  Winkel  %p  giebt  die  Lage  der  verticalen  Ebene  MCB 
an,  in  v^elcher  das  Pendel  sich  in  jedem  Augenblicke  befindet, 
er  kann  unbegränzt  .wachsen.  Der  Winkel  d'  bestimmt  eben- 
falls,  in  jedem  Augenblicke,  die  Lage  des  Pendels  in  dieser 
.veränderlichen  Ebene.  Man  kann  ihn  als  eine  positive  Gröfse 
betrachten,  und  die  Lagen  des  Pendels,  die  auf  beiden  Seiten 


Aus  dem  Wertlio  vou  -77,  der  aus  der  ersten  Gleichung 
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gleich  weit  von  der  Verticalen  CB  abstellen ,  entsprechen  dem- 
selben Winkel  d-  und  Werthen  von  tjjj  die  um  180^  von  ein- 
ander verschiede  sind.  ^ 

'dt 

(a)  abgeleitet  ist,  sieht  man,  dafs  der  Winkel  d-  immer  zwi- 
schen a  und  ß  enthalten  ist.  Hat  man  ^  ==  «,  so  hat  man 
immer  ^  =  « ;  dividiert  man  eine  der  Gleichungen  (a)  durch 
die  andere,   so  hat  man  in  allen  Fällen 

ist  ^  c=»  (»  =  ^,    so  hat  man  daher 

a 
folglich  beschreibt  das  Pendel  alsdann  gleichförmig  einen  geraden 
Kegel  mit  kreisrunder  Grundfläche,  und  die  Zeit  einer  ganzen 

Umdrehung  ist  2  71  ^  -i,  das  heifst  dieselbe  ^  wie  die  einer 

^  . 

doppelten  Schwingung  in   der  verticalen  Ebene  ACB.     Zwei 

Pendel,  die  dieselbe  Länge  a  haben,  und  zu  gleicher  Zeit 
von  derselben  geraden  Linie  .Cj4  ausgehen^  das  eine  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit,  und  das  andere  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, die  auf  der  Ebene  ACB  senkrecht  steht  und  gleich 
ayga  ist,  kommen  zu  gleicher  Zeit  nach  dieser  geraden 
Linie  CA  zurück. 

207. 
Man  kann  den  Werth  von  dt  unter  der  Form 

dt  =  -2  f/l.  ^d» 

darsteUen  '  V"(«^_^2)2_(2^^_„^_^.), 

Ich  setze  zur  Vereinfachung 
2^2— «2  —  ^2=  («2  —  ^2)  <^.^     4^d&  =  {a^  —  ß^)dx, 

die  Wurzelgröfse  wird  ziz  (cc^  —  ß^)  yTT—  ä?»,  und  es  folgt 
hieraus  .-  dx 

dt=  ^  1/^^-7=^..^=:^. 

6  V  1  —  x^ 

Da    ^z=:a  und   x  z=:  i   ist,  wenn    t=zo  ist,    so   findet 
man  hieraus 
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t  =2  zti  i  f/  iL  arc  (cos  =  ä)-, 
und  iimgckebrt 

jp  =  cos  2  ^  1/  i . 

^  a 

Man  hat  daher  in  einem  gewissen  Augenblicke 

a 
woraus    hervorgeht,    dafs    das    Pendel   in    der   veränderlichen 
Ebene  MCB  gleichzeitige  Schwingungen  machen  wird,  deren 
Gränzpunkte   den  Werthen   -^  =  «  und   ^  =  /S  entsprechen, 

und  deren  Dauer  ^  n  y    iL    oder  die   Hälfte   einer   Schwin- 

gung  in  der  ifesten  Ebene   jiCB  seyn  wird. 

Ich   substituiere    diesen  Werth  von  «9^  in    die  Gleichung 
{b)f   indem  ich  bemerke,  dafs 

cos  2  t  f^L  =  cos2  t  l/ 1,  —  sin»  t  /^£- 

a  a  a 

ist,   hieraus  folgt 

ä^=/i- — "^■" 

a  a 

und  da  ^  =  &  ist,    wenn  ^  =  o  ist,    so  schliefst  man   hier<- 

aus,  dafs  

a  tang  \b  zzi  ß  tang  t   y  JL 

a 

ist.  Hiernach  wird  die  Bewegung  der  Ebene  MCB  nicht 
mehr  gleichförmig  seyn,  wie  in  dem  Falle,  wenn  «  =  /S  ist, 
man  sieht  aber,  dafs  diese  Ebene  allmälich  die  vier  Vierlei 
einer  ganzen  Umdrehung  in  Zeiten  vollenden  wird,  die  unter 

sich  und  der  Zeit  ^n  /^^,  während  welcher  das  Pendel  eine 

8 
Schwingung  in  dieser  veränderlichen  Ebene  macht,  gleich  sind. 

Aus  dieser  letzten  Gleichung  findet  man 

«»cos«  i  l/^L 


a 
cos  »  ^  Z= 


2  COS»  /  1/ L  .+  ^2  sin»  t  l/ 1. 


318 


2 


a 


sm  ^  t/;  z= 


€«2  C0S2   /    I/L    +    ^2  gin2  ^    //^fl 


a 


Auch  hat  man 

ÄT^  =  (a«— z»)  cos»^  =  «2^-2 cos*  V' 
.y2  =  («2— ^2)  8in2  ^  =  a^-d-^siu^i^ 
nach  dem  genährten  Werthe  von  z\    also  haben  wir,  da 

a  a 

ist, 


AT»  =  a^a^cos«^,     j)^2  =  a^fi^Bin^i/j, 
und  daher 

"^2     »     ^ 


-2   +    T2    =    «^ 


woraus  hervorgeht,  dafs  die  Trajectorie  der  Projeclion  des 
Körpers  auf  die  horizontale  Ebene,  die  durch  den  Punkt  C 
«^eht,  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  in  diesem  Punkte 
und  deren  eine  Axe  in  der  Ebene  j4CB  liegt,  von  welcher 
das  Pendel  mit  einer  Geschwindigkeit  ausgeht,  die  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  steht. 
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Sechstel    Kapitel. 
Beispiele  der  Betvegiin^   eines   i^bWg  freien  Körpers. 

L     Bewegung  der  Wurfgeschosse. 

208, 

In  diesem  Abschnitte  werden  wir  uns  besonders  mit  den 
"Wurfgeschossen  der  Artillerie  beschäftigen,  die  mit  grofsen 
Geschwindigkeiten  fortgetrieben  werden ,  und  der  Schwere, 
so  wie  dem  Widerstände  der  Luft,  unterworfen  sind.     > 

Man  nehme  zuerst  keine  Rücksicht  auf  diesen  Widerstand, 
und  belradite  einen  schweren  materiellen  Punkt;  der  vom 
Punkte  O  (Fig.  48)  mit  einer  Geschwindigkeit  a ,  die  nach 
der  geraden  Linie  OA  gerichtet  ist,  ausgeht.  Offenbar  wird 
der  Körper  nicht  aus  der  verticalen  Ebene  heraustreten,  die 
durch  diese  gerade  Linie  geht.  Öey  OMD  seine  Trajectorie 
in  dieser  Ebene,  welche  O A  berührt.  In  derselben  Ebene 
xiehe  man  zwei  Axen  Ox  und  Oy^  die  erste  horizontal,  die 
zweite  vertical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet. 
Man  nehme  diese  Axen  für  die  der  Coordinaten ;'  am  Ende 
einer  beliebigen  Zeit  t  sey  M  die  Lage  des  Körpers,  x  seine 
Absclsse  OP,  und  y  seine  Ordinate  P  M»  Man  bezeichne 
durch  g  die  Schwere.  Endlich  nenne  man  «  den  spitzen 
Winkel  AOx  ^  welchen  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  mit  der  , 
Axe  Ox  einschliefst,  so  dafs  ihre  Seitengeschwindigkeiten  a 
cos  «  nach  dieser  Axe  und  a  sin  «  nach  der  Axe  Oy  gerichtet 
sind.  Der  Winkel  a  würde  negativ  seyn,  wenn  die  Linie 
Oji  imler  Ox  läge. 

Nach  dem,  was  man  in  f.  148  gesehen  hat,  sind  die  Be- 
wegungen der  Projectionen  des  Körpers  auf  den  beiden  Axen 
Ox  und  Oy  von  einander  unabhängig ;  die  Bewegung  der  ho- 
rizontalen Projection  ist  daher  gleichförmig  und  rührt  von  der 
Geschwindigkeit  a  cos  a  her,  und  die  der  verticalen  Projec- 
tion   rührt  von   der   Anfangsgeschwindigkeit    a  sin  «   und   der 
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beständigen  Kraft  g  her^   die  in  entgegengesetztem  Sinne  die- 
ser  Geschwindigkeit  wirkt.     Daher  hat  man 

A'  z=  ^  rt  cos  «,     y  z=z  t  a  %\n  a  —  i  gt% 
und  wenn  man  t  eliminiert,  und  annimmt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit a  zur  Hohe  h  gehört,    so  dafs  a  =  V^Ygli  ist,    so 
folgt  hieraus 

X 

y  ==  X  tang  a  —   -r -— 

für  die  Gleichung  der  Trajectorie. 

Diese  krumme  Linie  ist  daher  eine  Parabel,  deren  grofse 

Axe  vertical  ist,  ihre  Spitze,  die  durch  die  Gleichung  —  =  o 

dx 
bestimmt  wird,  entspricht  den  Werthen 

a:  =  2  A  sin  a  cos  et,     y  =z  h  mi^  a  y 
und    sie  trifft  die  Axe  0;r   in  einem  zweiten  Punkte  jB,   der 
so  beschaffen  ist,   dafs,  wenn  man  den  Abstand  OB  mit  h  be- 
zeichnet, ^ 

b  ==  4  A  sin  a  cos  a  =  2  Zt  sin  2  a 

ist.  Dieser  Abstand  b  ist  das,  was  man  die  Wurfweite 
nennt.  Im  leeren  Räume  entspricht  ihr  Maximum,  wie  man 
sieht,  dem  Werthe  «=45®  und  ist  z=z2hy  das  heilst  gleich 
dem  Doppelten  der  HöTie,  die  zur  Anfangsgeschwindigkeit 
gehört. 

Nennt  man  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  am  Ende 
der  Zeit  t,  und  substituiert  man  die  Differenliale  der  vor- 
hergehenden Werliie  von  x  und  y  in  die  Gleichung 

8p  folgt  hieraus 

1^2  ---.  ^2  .^  2  agt  sin  a  -}-  g^  t^. 
Die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  im  Punkte  5 
anzukommen,   wenn    er   die   krumme  Linie  OCB  beschreibt 
ist   dieselbe,   als  wenn   er  die   gerade  Linie  OB  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  cos  a  beschriebe,  sie  ist  daher 

6  4  A  sin  a 


a  cos  a  a 


a2 


und  da  h  =  —  ist,  so    folgt  hieraus  gtz=z2a  sin  «,   was 
v^ziza^  giebt.     Die  Geschwindigkeit  ist  daher  im  Punkte  B 
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dieselbe,  wie  im  Punkte  O,  »ie  ist  nack  der  Tangente  BE 
gerichtet,  und  der ,  Fallwinkel  EBx  ist  derselbe,  wie  der 
Wurfwinkel  AOx. 

Wenn  der  geworfene  Gegenstand  nicht  ein  materieller 
Punkt,  sondern  ein  fester  Körper,  von  beliebiger  Gestalt  und 
beliebigen  Dimenisionen ,  ist,  so  müssen  die  GleicAingen  der 
parabolischen  Bewegung,  wie  sich  in  der  Folge  zeigen  wird, 
auf  seinen  Schwerpunkt  bezogen  werden, 

209. 
Ist  die  Geschwindigkeit  a  gegeben,  und  man  will  den 
Winkel  u  erfahren,  unter  welchem  der  Körper  geworfen 
werJen  mufs,  um  einen  bestimmten  Punkt  zu  erreichen,  dessen 
Coordinaten  x  z=:  ß  und  y^=^y  sind,  so  setze  man  diese  Wer- 
the  in  die  Gleichung  der  Trajectorie,  und  man  erhält 

y  =  /?  tang  «  -  ^-^.-^ 

um  a-  zu  bestimmen.      Setzt  man 

1 


tang  a  =  js ,       cos  ^  a 


so  wird  diese  Gleichung 


Ahy  -I*  /J2  _  ^hßz  -f  ß^&^  =  o, 

woraus  man 

2  h  1      z-^— ^ 

ß  ß 

findet. 

Dieser  doppelte  Werth  von  z  oder  der  Tangente  von  « 
zeigt  uns,  dafs  man  ein  gegebenes  Ziel  erreichen  kann,  indem 
man  unter  zwei  verschiedenen  Richtungen  schiefst,  so  lange 
nemlich  4A^  gröfser  al§  ^hy-\-  ß^  ist,  dafs  diese  zwei  Kich- 
tungen  sich  auf  eine  reducieren,  wenn  diese  beiden  Gröfsen 
gleich  sind ,  und  dafs  man  das  Ziel  unter  keiner  Richtung 
erreichen  kann,  sobald  Ah^  kleiner  als  4A/  -|-  /S^  ist. 

Zeichnet    man   daher  in    der  veriicalen  Ebene,   die  durch 

die  anfängliche  Richtung  des  Körpers  geht,  die  Parabel,  deren 

Gleichung 

4Ay  +  ^2  —  4/^2 

ist,    so  theilt  diese  krumme  Linie   die  Ebene  in   zwei  Theile, 
so  dafs  alle  Punkte    des   äufseren  Theils   nie   erreicht  werden 

2i 


^ 
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könuen;  dafs  dagegen  die  des  inneren  Tbeils  auf  zwei  ver- 
gchiedene  Weisen  und  die  der  Trenniingslluie  nur  auf  eine 
Weise  ^en-eiclit  werden  können* 

210. 
Die  Theorie  der  Bewegung  der  Wurfgescliosse  wäre  also 
sehr  einfach,  wenn  man  den  Widerstand,  den  die  Luft  ilirer 
Bewegung  entgegensetzt,  vernachlässigen  könnte.  Aber  in  deni- 
Falle,  mit  welchem  wir  uns  jetzt  beschäftigen,  wo  die  Ge- 
schwindigkeiten sehr  grofs  seyn  sollen,  ist  diese  Kraft  viel  zu 
beträchtlich ,  als  dafs  man  sie  uriberiicksichtigt  lassen  könnte. 
Sie  ändert  die  Geslült  der  Trajectorie  und  die  Gesetze  der 
Bewegung  auf  dieser  krummen  Linie  gänzlich,  wie  dies  nun 
gezeigt   werden  soll.    ^ 

Wie   auch    die  Gestalt  und    die  Dimensionen  des  gewor- 
fenen Körpers  besokaffen  seyn  mögen,  immer  wird  sein  Schwer- 
punkt,   wie    in    einem    folgenden  Kapilol   gezeigt   werden  soll, 
dieselbe  Bewegung  haben,  wie  ein  schwerer  materieller  Punkt, 
dessen    Masse    der    des     Körpers     gleich   ist,     der    eine,    der 
Gröfse   und  Richtung   nach    gegebene,    Anfaugsgeschwindiglveil 
liat,  und  an  welchen  man  aufserdem,  parallel  mit  sich  selbst, 
die    Kräfte    anbringt,   welche    von    den»    Widerstand    und   der 
Reibung    der    Luft    herrühren ,     die    an    der    Oberiläche    des 
festen  Körpers  wirken.      Auch  wird  man  sehen ,   dafs  die  be- 
wegende Kraft,   welclje  von  diesen,    an  den  Schwerpunkt  an- 
gebrachten,   Widerständen    herrührt,    zuweilen    diesen    Punkt 
aus  der  verticalen  Ebene  heraus  bringen  kann ,    dife  durch  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gezogen    ist.     Hier    aber 
nehmen"  wir  an,  dafs  dieser  Fall  nicht  statt  hat,  und  dafs  die 
bewegende  Kraft,    von  welcher  die  Rede  ist,  immer  die  Tra- 
jectorie   des  Schwerpunktes   berührt.     Dies  angenommen^   be- 
lialte  man,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  zu  bilden,  alle 
vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,  und  nelmie  an,  dafs  sie  sich 
jetzt    auf  die  Figur  .49    beziehen,    wo   die  Trajectorie  OMD 
keine  Parabel  mehr  ist.     Aufserdem  sey  s  der  Bogen  OA],  den 
der  Körper  am  Ende  der  Zeit  t  besclmeben  hat,   und  R    die 
bewegende  Kraft,  welche  vom  Widerstände  der  Luft  herrührt, 
der    nach  dem  Tiicile  M  T  der  Tangente    des  Pqnktes  M  ge- 
lichtet  ist.     Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Linie  M2' 


J 
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mit   den   Axen    niaclit,    die    durch   den  Punkt    M,    nach    den 
Richtungen    der    positiven    x   und  y    gezogen    sind,     werden 

dx  dy 

—  —  und  —  —^  seyn ;     nennt   man    m   die   Masse  des  ge- 
worfenen Körpers,  und  g  die  Schwere,  so  hat  man  daher 
d'^x  _         R    clx^       d\Y  _  R  dy 

dX'^   ~  ~  m  'ds'     TTß  ~  ~  ^  ~  m  fls 
als  die  Gleichungen  der  Bewegung  seines  Schwerpunktes. 

Ich  nehme  an,  der  geworfene  Körper  sey  eine  Kugel, 
die  entweder  aus  einer  gleichartigen  Masse  oder  aus  concen- 
trischen  Schichten  besieht,  von  welchen  jede  gleichartig  ist. 
Nennt  man  D  ihre  miniere  Dichtigkeit  und  /'  ihren  Halb- 
messer, so  hat  man 

3 
Ich  nehme  auch ,  nach  den  allgemein  angenommenen  Hy- 
pothesen, an,  dafs  die  Kraft  H  dem  Q^^adrate  der  Geschwin- 
digkeit  des    Schwerpunktes,    der    Oberfläche    des    geworfenen 
Körpers  und   der  Dichtigkeit   der  Luft  proportional  ist;    hier- 


aus fol^t 


R  no    ds"^ 


m  Vr  dt^^ 

wo  Q  diese  Dichtigkeit  und  n  ein 'numerischer  Factor  ist,  der 
durch  die  Erfahrung  bestimmt  seyn  mufs.  Dieser  Ausdruck 
leistet  der  Bedingung  Genüge,  dafs^  die  Gröfsen  homogen  seyn 

R  *  ^6-2 

müssen,  denn  — "und  das  Verhällnifs  von  --—r^  zu  r  sind  zwei 

Gröfsen  von  derselben  Art,  wie  die  Schwere  ^,  und  die  Fac- 


toren  n  und  -jr    sind    abstracte   Zahlen,      ^ur    gröfseren  Be- 

quemlichkeit  setze  ich 

riQ   

so  dafs  —   eine  Linie   ist,    deren  Länge    gegeben    ist   und    die 

ich  als  eine  beständige  Gröfse  betrachte,  indem  ich  die  Ver- 
änderung der  Dichtigkeit  in  der  Luftmasse,  durch  welche 
der  Körper  geht,  unberücksichtigt  lasse. 

21* 
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211. 
R  rf»2 

Setzt  man  slalt  —    seinen  Werlli  c  -r— r  ,    so  werden  die 

m  ^  dt^ 

7Avei  Gleichungen  der  Bewegung 

d^^    .        da    dx 


+       d8    dx  I 

dt    dt  [ 

d^y    ,       ds    dy    .  ( 

dt^  ^     dt    dt   ^  ^  I 


(0 


Das  Integral  der  ersten  ist 

^^  — CÄ 

--—    =:  a  cos  a  e 

dt 

d  X 
indem  man  bemerkt,  dafs  man  --—  =  a  cos  «,  am  Punkte  O, 

dt 

>vo  s  =  o  ist,  hat,  und  durch  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bezeichnet.  Da  sich  die  Form  der  zweiten  Glei- 
chung von  der  der  ersten  nur  durch  ilir  letztes  Glied  unter- 
scheidet, so  setze  icli,  um  zu  integrieren, 

dy  dx 

dt    ~  ^  dt' 

wo  p    eine    neue    unbekannte    Grölse    ist.      Substituiert    man 

d  v 
diesen  Werlh  von  —■    in   die  zweite  Gleichung  (l)    und   be* 

dt 

räcksichtigt  die  erste,  so  erhält  man 

dx   dp    

dt    dj   '^  ~  ^' 

Ich  dividiere  diesen  Werth   durch  das  Quadrat  von   -p-, 

dt 

oder  seines  vorhergehenden  Werthes,   hieraus  folgt 


dp       dx  ge 


2cs 


dt        dt  a^cos^tt' 

Betrachtet  mau  y  und  p  als  Functionen  von  x,  so  hat  man 

dy     dx  dy       dp       dx  dp 

dt  *  dt  dx'     dt       dt         dx* 

I 

Setzt   man   daher  noch   immer  a^z=z2gJi,  so   wird  die 
vorhergehende  Gleichung 

dp  l  2CS 

dx  2hco6^a  C^j 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie. 
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J\Ian  hat  ulentlsch 

~    V^l  -f"  p^dx  =  da, 
multipliciert    man   dalier   die    ersten   und   zweiten  Theile    der 
zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  so  hat  man  daher 
-  /* r r*  ,  ds  zcs 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  integriert  und  durch  y  die  will- 
kührliche  Coustante  bezeichnet, 

p  ^r+p + log  (p + >rr+p)  ===  y  -  j^^^^j^ä^  e!  "(3) 

Um  y  zu  bestimmen,  setze  man>  zu  gleicher  Zeit,  ä  =  o 
und  p  =  tang  a.     Dies  giebt 

y  =  — ; +tang«V"l+tang2a+log(tanga+V^l+tang2a) 

2cncos^a 

zur  Abkürzung  werde  ich  aber  y  statt  dieses  Werthes  bei- 
behalten« 

Nach  den  vorhergehenden  Gleichungen  hat  man 
rf^  =  _27tcos2ae""^'^*c?p,   dy=zpdxy  gdB^=—dxdp, 
eliminiert  man  die  Exponentialgrpfse  vermittelst  der  Gleichung 
(3),  so  hat  man  daher 

d'  =  ^^  > 

•     ""  ""      P  V^iTJ^+logip  +  yTi  +  P'')  —/ 

^^  _         - p<^p  .    _ 

""  ^       P  yTl+y  +  log (P  +  VT+  p2)  -  y 

^ —       — dp 

""^^^  ^  [y-pV^rq:p_iog(p+^r+F)J* ' 

welche  Formeln  nicht  unter  endlicher  Gestalt  integriert  wer- 
den  können ;  in  der  letzten  betrachtet  man  die  Wurzelgröfse 
wie  eine  positive  Grofse,  weil  der  Winkel,  dessen  Tangente 
p  ist,  abnimmt,  wenn  die  Zeit  zunimmt. 

212. 
Nennt  man  diesen  Winkel  cö,  d.h.  die  Neigung  MTx  der 
Tangente   der  Trajeclorie   gegen    die   horizontale   Axe  Ox,  so 

hat  man  ♦  rfo) 

ö  =  tang  (ü ,     dp  =         ^  • 
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Die  Wei'llie  von  x,  y ,  i  y  wclcLo ,  ans  den  Glelcliimgen 
^4)  übgeleilct  sind,  werden  die ,  Form  /Qdo)  haben,  wenn 
das  Integral  so  genommen  wird,  dafs  es  im  Punkte  O,  avo 
man  lo  =z  a  ]iat,  verschwindet,  und  12  eine  gegebene  Function 
von  0)  bezeichnet.  Man  kaiui  diese  drei  Werthe,  für  jeden 
Funkt  M  y  nach  der  Methode  der  Quadraturen  (§.  1.5)  berech- 
nen. Auf  diese  Weise  kann  man  die  Trajeclorie  durch  cin- 
zehie  Punkte  construieren ,  und  kennt  die  Zeit  t,  welclie  der 
Körper  braucht,  um  jeden  Bogen  OM  zu  besclueiben ,  dessen 
Länge  s  durch  die  Gleichiuig  (5)  gegeben  ist.  ,Was  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers   im  Punkte  üi  betrifft,  so  Iiat  mau. 

und  daher  ,      •       ox 

.,.== ^IS'-±J^^^=.  (.) 

Dehnt  man  diese  Integrale  bis  zu  co  =  o  aus,  so  bestunmt 
mau  die  Abscisse  und  Ordinale  des  liöchsten  Punktes  C  der 
Trajectorie.  .  Giebt  man  alsdann  o)  negative  Werthe,  so  be- 
stimmt man  die  Punkte  des  absteigenden  Zweiges  CBD  der 
Trajectorie.  Ist  nian  bis  zu  einem  Werthe  —  u  von  w  ge- 
kommen, für  welchen  die  Ordinate  y  der  Trajectorie  Null  ist, 
so  gie])t  der  entsprechende  Werlh  von  x  die  Wurfweite  OB 
au,  welche  nicht  mdir  das  Doppelte  der  Abscisse  des  PuuKtes 
C  sejn  wird,  wie  im  leeren  Räume,  imd  deren  Maxlnunn, 
in  Beziehung  auf  a,  ^einem  Winkel  entsprechen  wird,  der 
kleiner  als  45^  ist  und  von  der  Gröfse  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit abhängt.  Der  Winkel  a  oder  EBx  und  die  Ge- 
schwindigkeit im  Punkte  B  werden  ebenfalls  von  a  und  a 
verschieden   seyn. 

Auf  diese  Weise   sind    alle  Umstände    der  Bewegung   be- 
kannt^  und  die  Aufgabe  ist  vollständig   gelöst,   abgesehen  von 
den  grofsen  Rechnungen,    die  man    in.  jedem  Falle    ausEihren 
mufs,    wenn   die  Werthe    der   drei   beständigen,   in    den   vor-' 
hergehenden  Formeln  enthaltenen  Grofsen  Ä,  a,  c,  gegeben  sind. 

213. 
Die    Bewegung    des    Körpers    auf    dem    niedersteigendeu 
Zweige    der   Trajectorie    nähert    sich   immer   mehr    imd   mehr 
der  gleichförmigen  und  verticalen  Bewegung. 
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Seyen  nenilicli  Jri,j^i,  ti,  die  Werihe  von  x,  ^f  t,  die 
dem  hüclisten  Punkte  C  entspreclien ;  man  verlege  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  in  diesen  Punkt  und  setze 

X  =  xi  -]- x\   y  —  yi  —  y\    t=zt^'\-t\ 

io  dafs  at'  und  y  die  Abscisse  und  Ordinate,  eines  beliebigen 
Punktes  M  (Fig.  50)  des  niedersteigenden  Zweiges  seyen,  die 
auf  die  horizontale  Axe  Cx  und  die  Axe  Cy' y  welche  im  Sinn^ 
der  Schwere  gerichtet  ist,  bezogen  siifd,  und  t  die  Zeil  be- 
zeichuet,  welche  zur  Durchlaufung  des  Bogens  CM*  angewandt 
wird.  Auch  sey  p*  die  Tangente  des  Winkels  M' T* x' y  wel- 
chen die  Linie,  die  die  krumme  Linie  im  Punkte  M!  berührt, 
mit  der  Axe  Cx'  macht.     Alsdann  hat  man 

äy' 

und  da  

iog(V"iT7"^-p')  -  -  iog(p'  + VT+P'*; 

ist,   80  wird  die  erste  Gleichun|l(4) 

cdx    =  -prj 
indem  man  zur  Abkürzung 

^^  +  p' v^r+7^  +  log  (p' +  v"iT7^=-p' 

setzt.  Der  spitze  Winkel  M  T* x'  kann  sich  immer  mehr 
einem  rechten  nähern,  und  die  Veränderliche  p  wird  daher 
uubegränzt  wachsen;  dies  wird  aber  in  Beziehung  auf  ät  nicht 
der  Fall  seyn.^    Für  sehr  grofse  Werihe  von  p'  kann  man  p 

an  die  Stelle  von  yf  \  +P^  setzen,  und  indem  manr  y-j-log2 
gegen  p' ^  vernacldassigt ,  so  hat  man 

P'  =p'^  +  ilogp*^ 
oder  einfach  P*  =zp'^y   indem  man  bemerkt,   dafs  der  Loga- 
rithme   einer  sehr   bedeutenden  Gröfse  p'^   und    um   so  mehr 
Jlogp'^  selu*  klein  im  Verhältnils  zu  dieser  Gröfse  ist. 
Man  hat  daher  für  diese  Werthe  von  p' 

dx    =  — r^. 
cp  ^ 

Integriert  man,    und   bezeichnet    man    durch  G  eine    be- 
ständige Gröfse,  so  folgt  hieraus 

X     —    t^   — ; , 

cp 
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I 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Werthe  von  x'  nicht  uubegräuzt 
mit  denen  von  p'  wachsen.     Dies  vorausgesetzt,  sey 

^  _  \    r"*  dp' 

q  wird  .eine  Linie  von  endlicher  Grüfse  seyn ,  die  man  nach 
der  Methode  der  Quadraturen  berechnen  kann,  und  wenn 
plan  auf  Cx'  eine  Lange  CA  nimmt,  die  dieser  Linie  gleich 
ist,  so  wird  die  verticale  Linie  ji B ,  die  durch  diesen  Punkt 
gezogen  ist,  eine  Asymptote  des  Theils  CD  der  Trajecturie 
seyn,  so  dafs  die  Bewegung  des  Körpers,  auf  dem  nieder- 
steigenden  Zweige,  sich  unbegranzt  der  verlicalen  ilichtuug 
nähert. 

Man    bemerke    aufserdem,    dafs    die   beiden    letzten   Glei- 
chungen (4),  für  selir  grofse  Werthe  von  p'  in 

cdy*  =  -^,     yfTgdt'  =  —r 
P  P 

übergehen,  woraus  sich  • 

dt'        '^   T 

ergiebt,  daher  wird  die  letzte  und  verticale  Bewegung  des 
Körpers  gleichförmig  seyn^  was  zu  beweisen  v\ar.  Die  Ge- 
schwindigkeit dieser  Bewegung  ist  die,  welche  ein  schwerer 
Körper  erreicht,  der  im  leeren  Räume,   von  einer  Höhe,   die 

1 

gleich  —  ist,  fallt,  und  dies  kann  man  auch  aus  der  Formel 
2  c 

(5)  scliliefsen,  indem  man  — p'  statt  p  setzt,  und  alsdann  p 

als  eine  sehr  bedeutende  Gröfse  betrachtet. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (4)       ' 

,                dco 
p  =  tang  w,      dp  =  —  , 

cos  ^  (ti 

und  zur  Abkürzung 

[y — taugoov    l-ftaug^co — l()g(tang(ü-{-v^l4-tang^w)]co8*(«=— , 

80  findet  man  hieraus 

1      /•« 

c  ^    o 

für  die  Abscisse  des  Punktes  C.  Nimmt  man  daher,  auf  Ox 
(Fig.  49)  einen  Punkt  F,  so  dafs  man 

OF=  xi   -{^  q 


Sld 


Ol 
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hat  9  so  ist  die  Verticale  FG,  die  durch  den  Punkt  F  gezogen 
ist,  die  Asyniptote  des  niedersteigenden  Zweiges  der  Trajeclorie. 

214. 
8ey  ON  die  Verlängerung  der  Trajeclorie  OCD-,  da  O 
der  Ausgangspunkt  des  Körpers  ist,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  auf  diesem  Theile  der  krummen  Linie  statt  finden.  Des- 
sen ungeachtet  kann  man  verlangen  seine  Gestalt  zu  kennen. 
Man  kann  aber  diesen  Theil,  vermittelst  der  zwei  ersten 
Formeln  (4),  durch  Punkte  construieren ,  indem  man  j^  posi- 
tive Werthe  giebt,  die  gröfser  als  tang  a  sind,  und.  es  ist 
leicht  zu  erkennen,  dafs  er  ebenfalls  eine  Asymptote  haben 
wird ,  die  aber  nicht ,  wie  bei  dem  niedersteigenden  Zweige, 
verlical  ist. 

•  Zu  diesem  Zwecke  bemeiite  ich ,  dafs  es ,  nach  dem 
Werthe  von  y  in  {.211,  immer  einen  spitzen  Winkel  fi,  der 
gröfser  als  et  ist,  giebt,  so  beschaffen,  dafs  pz^tang^  den 
gemeinschaftlichen  Nennei'  dieser  Formeln  auf  Null  reduciert, 
d'.  h.  einen  Winkel,  welcher  der  Gleichung 

y— tang/J>ri+täng/j(2— log(tang^  +  V^l+tang2/?)  =  o     (6) 

<  Genüge  leistet..  Dies  voraus  gesetzt,  findet  man  aus  dem 
Werthe  von  dp,  welcher  aus  einer  oder  der  anderen  der 
zwei  ersten  Gleichungen  (4)  abgeleitet  ist,  dalfe,  während  die 
Abscisse  x  und  die  Ordinale  y,  abgesehen  von  dem  Zeichen, 
in  diesem  TheHe  ON  der  krummen  Linie  unbegränzt  wachsen, 
die  Gröfse  p  zu  wachsen  aufhört,  wenn  sie  nur  unendlich 
wenig  von  tang '^  verschieden  ist,  so  dafs^  nie  den  Werth 
p  z=i  tang  fi  übersteigen  oder  nur  genau  erreichen  kann.  Dies 
beweist,  dafs  der  Zweig  ON  der  krummen  Linie  eine  Asym- 
ptote hat,  welche  die  Verlängerung  der  Ax«  Ox  unter  dem 
Winkel  fi  schneidet.  Man  kann  deren  Abstand  vom  Punkte 
O  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Ich  ziehe  durch  den  Punkt  O  eine  Axe,  die  mit  der 
^T'erlängerung  von  Ox  einen  Winkel  einschliefst,  welcher  dem 
Complemente  von  ß  gleich  ist  und  dalier  auf  der  Asymptote 
von  ON  senkrecht  steht.  Ich  nenne  u  die  Abscisse  eines 
beliebigen  Punktes  der  krummen  Linie,  welche  auf  dieser 
Axe,   vom  Punkte  O  aus,   gerechnet   wird;   sind    die  Coordi- 
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naleii    dieses  Puuktes,   in    Bezieliuiig   auf   die  Axeii   Ox   und 

Oy ,  nocli  immer  x'  und  y,  so  hat  man 

u  =  y  cos  ß  —  X  sin  ß. 

Differenliiert  man,  und  setzt  für  dx  und  dy  ihre  Werlhe, 

die   durch   die  zwei   ersten  Gleichungen  (4)  gegeben   sind,    so 

erhält  man 

,     (tang  ß  —  p)  dp  .  cos  ß ^ 

~  [;/-7^ v"r+"]p  _  log  {p  4.  >rr+7^] ' 

in  "v^elcher  Formel  man  p  grüfsere  oder  kleinere  Werthc  als 
tang  a  giebt,  je  nachdem  man  einen  Punkt  des  Theils  OJV 
oder  des  Theils  OM  der  krummen  Linie  betrachtet.  Mau 
kann  vom  Nenner  dieses  Ausdruckes  den  ersten  Theil  der 
Gleichung  (6)  abziehen  (nachdem  man  ihn  mit  cos  ß  multipli- 

ciert  hat)  *) ,   setzt  man  aufserdem 

.,               du) 
p  =  tangw,      dp  =  —, 

und  zur  Abkürzung 

tang  ß  yfi  +  tang  "^ß  +  log  (tang  ß  -}-  yfl  +  tang  '^ß) 

—  taug  w  vi  +  tang^ö,  —  log  (tang  w  +  vi  -{-  tang'^w)  =  U 

so  folgt  hieraus 

7     ^  (*aiig  ß  —  taug  w)  dio 

du  tu  ^ — ""-'--^ cos  ß. 

c  U  cos  ^  tt> 

Setzt  man  aber 

cos  ß     nß     (tang  ß  —  tang  w) 


_  cos/y     np 


(O 


U  cos^o) 

so  ist  r  eine  Linie  von  endlicher  Gröfse,  die  man  nach  der 
I\Iethode  der  Quadraturen  berechnen  kann ,  und  die  den  Werlli 
von  u  lü  Beziehung  auf  die  Asymptote  ON,  d.h.  die  Länge 
der  senkrechten  Linie ,  die  vom  Punkte  O  auf  diese  gerade 
Linie  gefällt  wird,  ausdrückt,  was  gefunden  werden  sollte. 
Die  Gleichung  dieser  asymptotischen  geraden  Linie  ist 

j  cos  /?  —   X  8111  ß  =:  r, 
so    dafs,    wenn    man    auf  der    Verlängerung    von    Ox    einen 
Punkt  H  nimmt,  der  Art,  dafs  man  ^ 


OH  = 


sin  ß 


«)  Die  liier  eingeklammerten  Worte,  welche  im  Originale  stehen,  müs- 
sen gestrichen  werden.  Anmerk.  des  Ueber«. 
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Iiat,  die  Asymptote  des  Zweiges  OlS  ilie  gerade  Linie  HK 
86)11  Nviid,  die  durch  den  Puukt  H  gezogen  ist,  \iiid  mit  der 
Verlängerung  von  Ox  einen  Winkel  KHO  einschliefet,  .der 
das  Supplement  von  ß  ist.  Die  beiden  Asymptoten  FG  und 
HKy  trelTen  sich,  wenn  sie  über  die  Axe  Ox  hinaus  ver- 
längert werden,  in  einem  Punkte  Ly  so  dafs  die  krumme 
Linie  ganz  in  dem  Winkel  KLG  enthalten  seyn  wird,' desseii  ^ 
Ergänzung  der  durch  die  Gleichung  (6)  bestimmte  Winkel  ß  ist. 

21.5. 
W^enn  der  Wurfwinkel  AOx  oder  a  sehr  klein  ist  (Fig.  51), 
so  erhebt  sich  der  Körper  nur  zu  einer  kleinen  Höhe  über  die 
horizontale  Axe  Ox,  welche  durch  seinen  Aiisgangspunkt  ge- 
zogen ist.  In  diesem  Falle  kann  man  aber,  mit  hinlänglicher 
Annäherung,  die  Gleichung  des  Tlieils  OCB  der  Trajectt)rie, 
der  über  Ox  liegt ,  in  x  und  y  ausgedrückt  finden,  und  man 
kann  diese  Gleichung  selbst  bis  zu  einem  Punkte  D  ausdehnen, 
dessen  Abstand  von  dieser  Axe  nicht  sehr  beträchtlich  ist. 

« 

Denn  in  dem  ganzen  Theile  OCB  oder  auch  OCD  der 
Trajectorie,  ist  die  Tangente  der  krummen  Linie  beinalie  ho- 
rizontal, und  die  Gröfse  p  sehr  unbedeutend.  Vernachlässigt 
man  daher  das  Quadrat  von  p ,  so  hat  man 

ds  i=r  dxy      s  =z  X 
lind  die  Gleichung  (2)  wird 

dp   d'^y    i  2cx 

dx  dx^  2hcos^u 

Integriert  man    zweimal  nach  einander  und  bestimmt  die 

dy 
W^illkührlichen    Constanten ,     so    dafs    mau    -r-  =^  tang  «   hat, 

und  y  =  o  ist,  wenn  x  ==  o  ist,    so  erhält  man 

y^x  tang«  -  ^^.J^^^.^    («^''-  2  ex  -  1) 

iür  die  genäherte  Gleichung  der  Trajectorie,  die  man  erhalten 
wollte.  Entwickelt  man  die  Exponentialgröfse,  die  sie  ent- 
hält, reduciert  man,  und  setzt  alsdann  czno,  so  wii^d  sie  die 
genau  richtige  Gleichung  dieser  krununen  Linie  im  leeren  Räume. 

Nach  der  Gleichung  gdl^  =  --dxdp   des   f.  212    und 

dp 
dem  vorhergehenden  Werthe  von  -7-,  hat  man 

dx 
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,  1  .  CX   j 

dt  =   — z=iz ^     "^ 

\2ffh  cos  a 
und  daher 

t  == {e     —  1) 

c  V  2 gh. cos a 

wodurch    man    den'  Werth    der   Zeit    ^   erfahrt,    welche    der 

Körper  braucht,  um  einen  beliebigen  Theil  OM  der  krummen 

Linie  OCD  zu  durclilaufeu. 


216. 
Man  nehme  an,  der  Körper  falle  in  dem  Funkte  D  auf 
den  Boden  nieder ;  man  bezeichne  durch  X  den  Abstand  dieses 
Punktes  .von  der  horizontalen  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
O  gelegt  ist,  oder  die  Linie  DQ ,  die  senkrecht  auf  der  Axe 
Ox  steht.  Sey  auch  /  der  Abstand  OQ,  und  %  die  Zeit  die 
er  braucht,  um  vom  Punkte  O  nach  dem  Punkte  D  zu  gehen, 
so  hat  man,  zu  gleicher  Zeit, 

X  =  l,     y  "^^  —  i?      t  :=z  r, 
und  wenn  man ,    zu    gröiserer  Einfachheit ,    in  den  vorherge- 
henden Formeln,    cos  ^a   durch   die  Einheit  ersetzt,   so   folgt 

hieraus 

8  c*/t  (A  +  /  lang  a)  =  e^""—  2cl—l) 

%c  sr2§h  =  e^'—  1        r 

Wenn  daher  die  beiden  beständigen  Gröfsen  h  und  c 
gegeben  sind,  i^id  man  den  Winkel  a  und  die  Höhe  A  des 
Punktes  O  über  dem  Boden  gemessen  hat,,  so  geben  diese 
Gleichungen  die  horizontale  Wurfweite  /  und  die  Dauer  t 
des  Laufes  des  Körpers  an.  Kennt  man  umgekehrt  a,  A,  /,  t 
durch  directe  Messungen,  so  können  diese  Gleichungen  dazu 
dienen,  um  den  Coefficienten  c  des  Widerstandes  und  die 
Höhe  A,  die  zur  Anfangsgeschwindigkeit  gehört,  zu  bestim- 
men.    Eliminiert  man  h,  so  hat  man 

4(A+/tanga)  {e'^—iy  =  g^^  (^e'^^^—2cl  —  1), 
aus  welcher  Gleichung  man  den  Werth  von  c  findet;  die  eine 
der  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  giebt  alsdann '  unmittel- 
bar den  Werth  von  A. 

Es  herrscht  noch  Ungewifsheit  über  die  Gröfsen  der  Wurf- 
weiten   und    der    Anfangsgeschwindigkeiten.      Nach    Lombard 
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ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  bei  einem  24Pründcr,  der 
mit  dem  dritten  Theile  des  Gewichtes  der  Kugel  geladen  ist, 
463  Meter  in  der  Secunde,  und  für  einen  12Pfünder,  der 
ebenfalls  mit  dem  dritten  Theile  des  Gewichtes  der  Kugel 
geladen  ist,  ist  diese  Geschwindigkeit  494  Meter.  Nach  dem- 
selben  Schriftsteller  sind  die  entsprechenden  Wurfweiten,  in 
Beziehung  auf  A  =  o,  im  ersten  Falle  700  Meter,  wenn  man 
a  =  l®15'6'',  und  im  zweiten  FaUc  660  Meter,  wenn  man 
a  =1^5'  36"  setzt. 

Statt  der  Zeit  t  kann  man ,  zur  Bestimmung  von  h  und 
c,  eine  zweite  Wurfweite  derselben  Kanone,  die  einer  an- 
deren Höhe  über  dem  Erdboden  entspricht,  anwenden.  Nimmt 
man  daher  an,  dafs  das  Gewicht  des  Körpers,  das  der  La- 
düng  und  der  Winkel  a  dieselben  gebUeben  sind ,  so  bleiben 
die  Gröi'sen  h  und  c  ebenfalls  dieselben ,  und  wenn  l  und  / 
in  A'  und  /'  übergehen,  so  liat  man 

»  c^  h  (r  +  /'  tang  «)  =  e2^' -  2  c/'  -  1 , 

woraus  sich 

(X  -I-  l  tang  ayie^"'  —2cl'  —  i)  = 

ergiebt,    wenn   man   A   vermittelst   der  «rsten*  Gleichung  («) 

eliminiert.  ,. 

Die   Schriftsteller   sind   über  die  Gröfse  der  Zahl  «,    die 
im  Ausdrucke  des  Coefficienten  c  vorkommt,   nemlich  (J.2iO) 

ng 

„icht  einig.  Nach  einer  sehr'lvom.ommenen  Th_eorie  des  ' 
Widerstandes  der  Flüssigkeiten  ist  diese  Zahl  «  —  TT»  «»"« 
Versuche  geben  sie  aber  kleiner,  und  Lombard  setz,  sie  gleich 
?  Die  Gleichung  (6)  bietet  das  der  grüfsten  Genauigkeit 
S'iige  Mittel  dar,  um  c  .«  bestimmen,  wenn  man  den  "VN  urf- 
winkel  «  als  bekannt  und  unveränderlich  annimmt. 

'  .11.     Bewegung  der  Planeten. 

217. 
Die  Gesetze   der  Bewegimg   der  Planeten   um   die  So.nne 
'  sind   unter   dem  Namen   der    Kepplerschen    Gesetze   bekannt, 
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■weil  sie  durch  diesen  Aslronomen  entdeckt  worden  sind,  der 
dieselben  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet  hat.  Es  giebt 
drei  solche  Gesetze,  die  folgender  Mafsen  lauten: 

1)  Die  Planeten  bewegen  sich  in  ebenen  krummen  Linien, 
und  ihre  Radii  Veclores  beschreiben  Flächen  um  den  Mittel- 
punkt der  Sonne,  die  der  Zeit  proportional  sind. 

2)  Die  Bahnen^  d.  h.  die  Trajectorien  der  Planelen, 
sind  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht« 

3)  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  um 
die  Sonne  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  dritten  Po- 
tenzen  der  grofsen  Axen  ihrer  Balmen. 

Man  sali  nicht  sogleich  die  ganze  Wichtigkeit  dieser  Ge- 
setze ein;  Newton  hat- zuerst  gezeigt,  wie  man  sie  anwenden 
kann,  um  die  Kraft  zu  bestimmen,  die  jeden  Planeten  in 
seiner*  Bahn  zurückhält ,  d.  h.  die  Richtung  dieser  Kraft  und 
die  Aenderungen,  die  ihre  Intensität  erleidet,  sowohl  wenn 
ein  Planet  in  verschiedene  Lagen  kommt,  als  auch  bei  ver- 
schiedenen Planeten;  Man  wird  nemlich  in  diesem  §.  sehen, 
dafs  jedes  dieser  drei  Dinge  eine  nothwendige  Folge  der  drei 
Gesetze  der  planetarischen  Bewegung  ist,  die  so  eben  ange- 
ebeu  wordei^  sind. 

Diese  Gesetze  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes eines  jeden  Planeten ;  es  ist  gerade  die  Bewegung 
dieses  Punktes,  die  wir  betrachten  werden,  und  wenn  in  der 
Folge  von  der  Lage  oder  Geschwindigkeit  eijies  Planeten  die 
Rede  sey.n  wird,  so  nuifs  man  darunter  die  L«nge  oAet  Ge- 
schwindigkeit seines  Schwerpunktes  verstehen. 

218. 

Sey  JMBD  (Fig.  52)  die  Ellipse,  welche  ein  Planet  be- 
schreibt, j4B  ihre  grolse  Axe,  C  ihr  Mittelpunkt,  O  und  O' 
ilrre  beiden  Brennpunkte,  und  zwar  O  derjenige,  in  welchem 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  steht,  B  das  Perihelium  oder 
der  Punkt  der  Bahn,  welcher  O  am  nächsten  ist,  A  das 
Aphelium,  oder  der  Punkt,  welcher  am  weitesten  von  der 
Sonne  entfernt  ist. 

Am  Ende  der  Zeit  t,  die  von  dem  Durchgange  des  Pla- 
neten durch  das  Perihelium  an  gerechnet  wird,  sey  M  sein 
Ort    auf   der  Bahn.     Man    bezeichne   durch   r   seinen    Radius 


g 
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Veclor  OM  und  durch  ^  den  Winkel  MOB,  den  man,  in 
der  Astronomie,  die  wahre  Anomalie  nennt.  Der  Aus- 
schnitt, welcher  durch  diesen  Radius,  während  der  Zeil  f//, 
beschrieben  wird,  ist  ^r^ilS-  (f.  156),  man  hat  daher  nach 
dem  ersten  Kepplerschen  Gesetze 

'      /'2rf^  z=i  cdt,  (1) 

wo  c  eine  bestandige  Grofse  ist,    die   dem    Doppelten   der  in 
der   Zeiteinheit    beschriebenen  Fläche   gleich   ist,   und   et   das 
Doppelte  der  in  einer  beliebigen  Zeit  ^,  beschriebenen  Fläche 
MOB  bedeutet. 
Sey  auch 
0'M  =  r\    CB  ±=:Cä  =  a,    CO  =  CO' =  ae. 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  hat  man 

r  -j-  /•'  =  2a; 
auch  hat  man  im  Dreiecke  O'MO 

r'2  =  r^  +  4rae?  cos  ^  +  A  a^  e^y 
und    wenn    man    /*'   aus    diesen    zwei    Gleichungen   eliminiert, 

80  erhält  man  /.  o^ 

all  —  e^)  ,  . 

r  =  — -^ L  ^  (2) 

1  +  c  cos  -^  ^  ^ 

als  Gleichung  der  Trajeclorie. 

Für  alle  Planeten ,  die  vor  diesem  Jahrluinderle  bekannt 
waren,  den  Planeten  Mercur  ausgenommen,  ist  die  Excentri- 
cilät  e  ein  sehr  kleiner  Bruch,  die  der  Erdbahn  ist 

e  =  0,01685318, 
oder  beinahe  ein  Sechzigstel.  Die  gröfste  ist  die  des  Mars, 
welche  mehr  als  9  Hundertel  beträgt  ;  bei  diesem  Planeten 
nuifsle  sich  daher ^  die  elliptische  Bewegung  am  meisten  von 
der  excentrischen  Kreisbewegung  unterscheiden,  die  man  vor 
Reppler  annahm,  und  wirklich  hat  Keppler  zuerst,  aus  den 
Beobachtungen ,  welche  Tycho  de  Brahe  über  diesen  PJanelen 
angestellt  hatte ,  den  Unterschied  dieser  zwej  Bewegungen  er- 
kannt. Entwickelt  man  die  Werlhe  von  r  und  i9'  in  Reilien, 
die  nach  Potenzen  von  e  geordnet  sind',  indem  man  die  Glei- 
chung der  den  Zeiten  proportionalen  Flächen  mit  der  der 
elliptischen  oder  als  ein  excenlrischer  Kreis  betrachteten,  Tr^- 
jectorie  verbindet,  so  findet  man,  dafs  für  eine  bestimmte  Zeit 
t,  die  Entwiclielungen,  welche  diesen  beiden  knnnmen  Linien 
entsprechen,    nur  in   den  Gliedern  verschieden    sind,   die  von 


_^mm.      -■•_  -  -# 
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ßadius  Vector   der  Sonne  0,014158  Tage  braucht,  um  diesen 
kleinen  Winkel  zu  beschreiben,   so  folgt  daraus 

365,  242216  Tage 
für  die  Lange  des  Aequinoctialjahres  am  Anfange  dieses  Jahr- 
hunderts. Das  siderische  Jahr  hat  immer  dieselbe  Gröfse,  die 
Präcession  der  Nachtgleidien vändert  sich  aber  ein  wenig,  und 
daher  auch  das  Aequinoctialjahr.  Seine  Länge  nimmt  in  einem 
Jahrhunderte  um  ungefähr  eine  halbe  Secunde  ab« 

220. 
Der  Werth    der  beständigen    Gröfse   c  ist  das  Doppelte 
der  Oberfläche  der  Ellipse,  dividiert  durch  T;    bemerkt  man, 

dafs  ihre  klein  e  A  xe  a  Vi  — c^  und  die  Oberfläche  yra^V   l  —  e^ 
ist,  so  hat  man  also 

c   j^  . 

Vermittelst  dieses  Werthes  und  des  Werthes  von  «,  wird 
die  Gleichung  (1) 

Die  Gleichung  (2)  giebt 

/^              a(i—e^)  —  r\ 
-^  =  arc  f  cos  =   — ^^ J, 

aV^l  —  e^  dr 

d&  =  ;r > 

r  V  a^e^—{r  —  a)^ 

folglich  hat  man  , 

rdr 
nadt  =. 


Um  diese  Formeln  zu  integrieren,  setze  man 

r  =  a  (1  —  e  cos  w) ,  («) 

so  hat  man 

dr  =  ae  sin  u ,     ndt  =  (1  —  e  cos  u)  du ; 
da   r  =  a  (1 — e)  im  Punkte  B  ist,    so  mufs  der  Winkel  u 
in  diesem  B»nkte  Null  seyn,  wo  man  auch  t=:o  hat.     Inte- 
griert man,  so  hat  man  daher 

nt  zu.  u  —  e  sin  u.  (b) 

Setzt  man  für  /*  seinen  Werth  in  den  Ausdruck  von  d&y 
und  bemerkt,  dafs  cos  a  =r  cos^  ^u  —  sin*  J  a  ist,  so  folgt 
hieraus. 


338 

V^l  _  e^  du 

^^   —    i  —  e   C082  i  W    +  C   8in2    «  W   ■ 

und  wenn  man  ^^ 

tang  1  w  =  Ä ,     — 2~rT7  =  ^  ^^ 
®  *  cos  f  i  w 

seUl ,  80  wird  dieser  Werth     


Integriert  man,   und  bemerkt,   dafs  &  und  u   zu  gleicher 
Zeit'NuU  sind,  d.h.  im  Punkte  JB,  so  hat  man 

i  ^  =  arc  Ttang  zu  z    }/  —^^  > 
und  hieraus  findet  man  

tang  i  ^  ==    l/\-±±  tang  \u,  (c) 

1  —  ff 

indem  man  für  z  seinen  Werth  setzt. 

Diese  drei  Gleichungen  (a),  (6),  (c)  drücken,  unter  end- 
licher Form,  die  Werthe  von  r^  nt  und  ^  vermittelst  der 
veränderlichen  Hülfsgröfse  u  aus,  die  man  die  excentri- 
8 che  Anomalie  nennt..  Eliminiert  man  u  aus  diesen  Glei- 
chungen, so  hat  man  die  zwei  Polarcoordinaten  q  und  ^  des 
Planeten  in  Functionen  der  Zeit  ausgedrückt,  und  unter  der 
Form  von  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  der  Excentricität 
geordnet  sind,  welche  daher,  bei  den  älteren  Planeten,  sehr 
convergierend  seyn  werden.  Hat  man  diese  Reihen  gebildet, 
80  kann  man.  die  Potenzen  von  cos  /2^,  die  sich  in  der  Ent- 
wickelung  von  r  finden,  und  die  von  sin  nt^  welche  die  Ent- 
wickelung  von  -d* —  nt  enthält,  durch  die  Cosinus  und  Sinus 
der  Vielfachen  von  nt  ersetzen.  Denkt  man  sich  daher,  dafs 
man  diese  Entwickelungen  des  Radius  Vector  und  der  Mittel- 
punktsgleichung nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  wachsenden 
Vielfachen  von  nt  geordnet  habe,  so  kann  man,  durch  fol- 
gende Analyse,  die  Werthe  der  Coefficienten  dieser  beiden 
Reihen  in  Functionen  de]^  Excentricität  ausgedrückt,  auf  direc- 
tem  Wege  bestimmen. 

221. 
.  Ich  setze 

T  Z=Z  Aq'\'  Ax  cos /2*  + -^2^082/2^ +  ...-}-  -^'  COS //2^ -|- ..  . 

& —  nt  =  Bi  sin  nt  -j-  B2  Bm2nt  ^  ..,  -\-  Bi  sin  int  -|-  . . . , 
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« 

-^ö,  j4iy  -^2-«-.  -Si>  ^2  "•  8»  w.   und    allgemein  ^i  und  Bi 
sind  die  CoefQcienten ,  die  man  bestimmen  will. 

Sind  i  und  i     zwei  verschiedene   ganze   positive  Zahlen, 
80  hat  man  9  wenn  man  die  Integrationen  ausführt  ^ 

cos  int  cos  i' nt  d%rit  =  o 


cos  im  cos  /' 
o 


o 


ünint  sin  i' nt  d.nt  =  o, 
und  wenn  i  =  i'  ist^   so  findet  man 


7t 

sin^  //Zif  c2  •  /z^  zzi  \n. 
o 


Die  letzteren  Formeln  passen  nicht  für  den  Fall  i  =  Oy 
denn  alsdann  ist  daa  erste  Integral  *  =:  n  und  das  zweite 
gleich  NuU. 

Dies  vorausgesetzt^  multipliciere  ich  die  Entwickelung 
von  r  mit  cos  intcLntf  und  die  von  &  —  nt  mit  sin  int  cLnt, 
ich  integriere  alsdann  von  nt  z=2  0  bis  nt  =  tt«  Es  verschwin- 
den alle  Glieder^  diejenigen  ausgenommen,  deren  Coeiiicient 
j4i  oder  Bi  ist^  und  man  findet  hieraus 

jii  z=:  —    /     r  cos  int  d.nt 

2     n^i 

Bizzz  --    I      (S'^^nt)  sinint  d.nt. 
Ist  i  ziz  o ,  so  hat  man 

-^0  ^=  —    /      rdintf 

d.  h.  man  mufs  in  diesem  Falle  den  aUgemeinen  Werth  von 
Ai  auf  die  Hälfte  reducieren.  Integriert  man  theilweise,  und 
bemerkt 9  dafs  d"  —  nt  an  den  beiden  Gränzen  ntz=.o  und 
nt=z7t  Null  ist,  so  kann  der  Ausdruck  von  Bi  durch  fol- 
genden ersetzt  werden: 

2       /^?f 
.     Bi  :=  T-    I      cos  i  nt  d(ß'  —  nt). 
m  J    o 

Ich  substituiere  an  die  Stelle  von  r,  nt^  d-,  ihre  in  Func- 
tionen von  u  ausgedrückten  Werthe,  die  man  aus  den  Glei- 
chungen (a),  (6),  (c)  ableitet;  da 

22* 
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t 

d&  Vi—e^        d.nt 

—-—   =r   ^ ,      — ^ —   =1  —  e  cos  w, 

au  .    '     1  — e  C08U         au 

und  da  w=o  und  w  =  tt  den  Werllien  ntz=:o  und  nt  "^z  n 

entspreclieu ,  so  folgt  hieraus 

jii  z=  ^^^    /     (1  —  e  cos uy-  cos  (i  w  —  ie  sin  w)  c?« 
n   J    o 

2       /^^r  /^  .  N«lcos(/w — ie  sin  u)  du 

Bi=^/     [yri-e^—ii  —  ecosuY]—^ ^— , 

m  J    o  1  —  ccosw 

welche  Formeln  die  numerischen  Werthe  der  Coefficienlen 
A'x  und  JBi  angeben,  sowohl  durch  die  Methode  der  Quadra- 
turen, als  auch  durch  die  Entwickelung  in  Reihen.  Durch 
diese  Reducllon  findet   man  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze 

1 —  sin^w-f-r rsin*/^ — ...  jcosf// 

(2*  3  ^  3  V 

f'esinz^ sin^^^-J-  .••  isiniw, 
2.3  ~      )  ' 

und  «s  folgen  hieraus  für  Ai  und  Si  Reihen  von  Integralen 
in  Beziehung  auf  w,  deren  genaue  Werthe  man  alle  entweder 
unmittelbar  oder  nach  bekannten  Formeln  erhält,  so  dafs  man 
diese  Entwickelungen  von  Ai  und  Bi^  so  weit  als  man  will, 
fortsetzen^  kann.  Man  kann  auch  ihre  allgemeinen  Glieder  in 
Functionen  von  i  und  e  ausg^edrückt,  erhalten,  es  ist  aber 
hier  nicht  der  Ort  länger  bei  diesem  Gegenstande  zu  verwei- 
len, dessen  Ausfülirung  in  die  Astronomie  gehört« 
In  Beziehung  auf  i:=zo  hat  man 

^0  =  —    /     (1 — «cosz/)2rfw  =  a(l  +  ie^), 

wenn  man  nur  die  Hälfte  des  Werthes  von  Ai  nimmt,  der 
i  z=z  o    entspricht.      Dies    ist    der    einzige    der    Coefficienten 

-^0?  -^i>  A<i*..  Sif  ^2*««9  dessen  Werth  man  genau  er- 
halten kann. 

222. 

Nennt  man  i^  die  Geschwindigkeit  des  Planeten  am  Ende 
der  Zeit  t,  und  ä  den  Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der 
Verlängerung  seines  Radius  Vector  r  oder  OM  einschliefst, 
so,  hat  man  ({.  156) 

dr^^r^dd-^  .     ^  d& 

dt^  '  dt 
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Eliminiert  man  dl  vermittelst  der  Gleichung  (i),   so  tat 


Ulan 

2 


^do-^      '     r^  r 

In  Folge  der  Gleichung  (2)  hat  man  auch 

1   l-j-^cos-d"       d.h   csln^ 

7  "■   a(l  — c2)  '     d^  ~  ~  a{i  —  e^)' 
und  hieraus  folgt 

also 

r 

woraus  sich  ergiebt^  wie  man,  bei  der  elliptischen  Bewegung, 
die  Geschwindigkeit  und  Richtung  des  Körpers  in  jedem 
Punkte  vermittelst  des  Radius  Vector  bestimmen  kann.  Ver- 
möge des  Werthes  von  c  in  {.220,  kann  der  Werth  von  p^ 
auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden: 

Diese  Formeln,  verbunden  mit  denen  des  vorhergehenden 
f,  bestimmen  die  Bewegung  eines  Planeten,  in  der  Ebene 
seiner  Bahn,  voUständig.  Will  man  aber  zugleich  die  Bewe- 
gung '  verschiedener  Planeten  betrachten,  so  mufs  man  die  Lage 
eines  jeden  auf  eine  andei^e  Ebene  beziehen,  die  gewöhnlich 
die  Ebene  der  Ekliptik^  oder  der  Erdbahn  genannt  wird. 

223. 
Sey  NON'  (Fig.  53)  der  Durchschnitt  der  Ebene  der 
Bahn  eines  Planeten,  mit  einer  Ebene,  die  Jurch  den  Mittel- 
punkt O  der  Sonne  geht,  OJE  eine  gerade  Linie,  die  in  dieser 
zweiten  Ebene  gezogen  ist,  OM'  die  Projeclion  des  Radius 
Vettor  OM  des  Planeten  auf  dieselbe  Ebene.  Man  bezeichne 
durch  y  die  Neigung  der  zwei  Ebenen,  durch  a  den  Winkel 
JNOE,  durch  (o  den  Winkel  BON,  den  der  Radius  Vector 
O-ß,  welcher  nach  dem  Perihelium  gezogen  ist,  mit  der  Linie 
ON  macht.     Diese   drei  Winkel  a,  y,    w,    müssen    gegeben 


f,2 
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seya  und  sie  bestimmen  die  Ebene  der  Balin  und  die  Lage 
der  Ellipse  in  dieser  Ebene.  Seyen  auch  y  und  ^  die  ver- 
änderlichen Winkel  MOM'  und  M'OE,  welche  der  Radius 
Vector  OM  mit  seiner  Projeclion  OM'  und  diese  Projection 
mit  der  Linie  OJE  einschliefst,  weichte  Winkel,  in  jedem 
Augenblicke  die  Richtung  des  Radius  OM,  der  nach  dem 
Planeten  gezogen  ist,   bestimmen. 

Dies  angenommen,  betrachte  man  den  dreikantigen  Win- 
kel, dessen  Spitze  in  O  liegt  und  dessen  drei  Kante;i  OM, 
OM'y  ON  sind.  Die  wahre  Anomalie,  oder  der  Winkel 
MOB  heifse  noch  immer  S-,  daher  sind  die  drei  Ebenenwin- 
kel dieses  dreikantigen  Winkels 

MON  —  MOB  -I-  BON  =  ^  +  w 
M'ON  =  M'OE  —  NOE  =  ^  —  a 
MOM  =  9, 
der  erste  steht  einem  rechten  Winkel  gegenüber  und  der  dritte 
dem    WinHel   y.      Nach    den    ersten   Regeln    der   sphaiuschen 
Trigonometrie  hat  man  also 

sin  y  =  sin  y  sin  (^  -f-  w) 
tang  (^-T-  «)  =  cos  y  tang  {ß'  -j-  w) 
und   da  der  Winkel   t?-    als  Function  von  t^    nach   dem  Vor- 
hergehenden bekannt  ist,  so  ist  es,  Termittelst  dieser  Formeln, 
auch  jeder  der  Winkel  y  und  %p.  '      ' 

Wenn  die  gegebene  Ebene ,  auf  welcher  man  den  Win- 
kel 'ip  zählt,  die  Ekliptik  ist,  und  die  Linie  OE,  von  welcher 
aus  man,  nach  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde,  diesen 
Winkel  zählt,  diejenige  ist,  welche  von  der  Sonne  zum  Punkte 
der  Frühlingsäquinoctie  gezogen  ist,  so  nennt  man  die  Win- 
kel ip  und  ^  die  Länge  und  Breite  des  Planeten,  den  man 
betrachtet.  Die  Linie  JNON'  ist  die  Knotenlinie  seiner 
Bahn,  geht  der  Planet  nach  der  nördlichen  Seite,  wenn  er 
die  Ebene  der  Ekliptik  im  Punkte  N  durchschneidet,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  den  au fs teigenden  Knoten ,  iV '  ist  der 
niedersteigende.  Je  nachdem  sich  der  Planet  nördlich 
oder  südlich  von  der  Ekliptik  befindet,  ist  seine  Breite  po- 
sitiv oder  negativ  und  der  Winkel  MON  oder  -!?■-{-<»  gröfser 
oder  kleiner  als  180^  Der  Winkel  ^  erstreckt  sich  von 
—  900  bis  zu  90«  und  der  Winkel  AfOiV,  so  wie  die  Länge 
MOE  von  Null  bis  zu  360<>. 
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Nimmt  man  statt  des  Punktes  O  den  Mittelpunkt  der 
Erde,  und  den  Aequator  für  die  gegebene  Ebene,  auf  welcher 
man  den  Winkel  ifj  zählt  und  als  Anfang  dieses  Winkels  die 
Linie  Oj&>  welche  von  diesem  Funkte  nach  dem  ersten  Punkte 
des  Widders  geht,  so  sind  alsdann  die  Winkel  '^  und  9  die 
gerade  Aufsteigung  und  Declinati^n  des  Planeten. 
Wendet  man  die  vorhergehenden  Formeln  auf  die  scheinbare 
Bewegung  der  Sonne  um  die  Erde  an,  so  hat  man  a  =  o,  y 
ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  man  mufs  für  '^  -|-  o»  die 
Länge  der  Sonne  nehmen;  hieraus  folgt,  dals,  wenn  man 
diese  Länge  mit  X  bezeichnet, 

sin  9  =  siay  sin  A,     tong  ffj  z=:  cos y  tang A , 

ucd  zugleich 

sin  y  taug  xD 

Bin  })  =  -pr- 1 

igl^  V  co8*y  4"  tang  2^ 

Die  gröfsten  nördlichen  und  südlichen  Declinatlonen  ent- 
sprechen X  =  90®  und  X  =^  270**,  und  sind  :±:  y«  Dieser 
Winkel  y  ist  auch  der,  welchen  die  Axe  der  Erde  mit  der 
Linie  macht,  die  auf  der  Ebene  der  Ekliptik  senkrecht  steht; 
es  £ndet  sich  bei  demselben  eine  kleine  Ungleichheit,  die  man 
die  Nutation  nennt,  und  deren  Periode  ungefähr  18  Jahre 
ist,  und  das  Maximum  derselben  beträgt  nur  9",  4.  Sein 
mittlerer  Werth  war  im  Anfange  von  1800 

y  =  23^27' 55" 
und  nimmt  jährlich  um  o'',  45692  ab. 

224. 

In  allem  Vorhergehenden  wurde  die  Kraft  unberücksich- 
tigt gelassen,  welche  auf  jeden  Planeten  wii^kt,  dessen  Be- 
wegung, nach  den  Angaben  der  Erfalirung  und  ohne  auf  die 
Grundsätze  der  Mechanik  zurück  zu  gehen , '  bestimmt  wurde. 
Jetzt  sollen  die  Gesetze  dieser  Kraft  bestimmt  werden,  wie 
früher  (f.  217)  bemerkt .  worden  ist. 

Aus  dem  ersten  Kepplerschen  Gesetze  folgt,  dafs  die  Kraft, 
die  jeden  Planeten  in  seiner  Bahn  festhält,  immer  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  ist.  Wiewohl  diese  rioth- 
wendige  Folge  des  Gesetzes,  dafs  die  Flächen  den  Zeiten  pro- 
portional  sind ,    schon    aus    den   Gleichungen    der  Bcweguug 
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({.155)    abgeleitet    worden   ist,   so    wird    es  doch  uicht  über- 
flüssig seyn,  hier  einen  synt}ietiscben  Beweis  zu  geben. 

Sey  Ml  M  (Fig.  54)  die  Seite  der  Trajectorie,  welche  der 
Weltkörper.  während  der  unendlich  kleinen  Zeit' <r  beschreibt. 
Wirkte  keine  Kraft  auf  denselben,  wenn  er  im  Punkte  M 
angekommen  ist^  so  würde  er,  in  einer  anderen  Zeit  r,  einen 
Theil  Mm  der  Verlängerung  MT  von  MiM,  der  gleich 
MiM  ist,  beschreiben.  Vermöge  der  Kraft,  welcher  er  un- 
'  tel^worfen  ist,  wird  er  sich  aber,  in  diesem  zweiten  Zeiträume, 
nach  einem  anderen  Punkte  M'  hin  beweget^.  Sey  MK  die 
Richtung  dieser  Kraft  im  Punkte  ilf ;  man  kann  annehmen, 
dafs  sie,  während  der- Zeit  7,  mit  sich  selbst  parallel  bleibt, 
und  wenn  man  alsdann  die  gerade  Linie  mM'  zieht,  so  wird 
diese  mit  JüX"  parallel  seyn  ({.148).  Ist  aber  C  der  feste 
Mittelpunkt,  um  welchen  der  Radius  Vector  CM  Flächen  be- 
schreibt, die  den  Zeiten  proportional  sind,  so  werden  die 
Dreiecke  Mi  CM  und  MCM\  welche  die  Flächen  sind,  die 
in  zwei  gleichen  Zeiträumen  beschrieben  werden,  gleich  gi*ofs 
seyn,  die  Dreiecke  Mi  CM  und  MCm  sind  es  aber  auch, 
weil  ihre  Spitzen  in  demselben  Punkte  C  liegen  und  ilire 
Gnmdlinien  MiM  und  Mm  glekh  sind  und  auf  derselben 
Grundlinie  liegen.  Dalier  sind  die  Dreiecke  MCm  und  MCM' 
gleich  grofs,  und  da  sie  dieselbe  Grundlinie  Jl/C  haben,  so 
mufs  die  gerade  Linie  mM' i  welche  ihre  Spitzen  verbindet, 
dieser  Grundlinie  parallel  seyn.  Folglich  fällt  die  Linie  MK^ 
die  7nM'  parallel  ist,  mit  CM  zusammen.  In  jedem  Punkte 
M  der  Trajeclorie,  ist  daher  die  Richtung  MK  der  Kraft, 
die  des  Radius  Vector  MC^  was  bewiesen  werden  sollte. 

Ist  umgekehrt  die  Kraft,  welche  auf  den  Körper,  in 
einem  beliebigen  Punkte  M  wirkt,  nach  MC  gerichtet,  so  wird 
die  gerade  Linie  mM'  diesem  Radius  Vector  parallel  seyn. 
Die  beiden  Dreiecke  M'CM  und  MCm  sind  gleich  grpfs 
und  daher  auch  die  beiden  Dreiecke  M'  CM  und  Mi  CM, 
Da  die  Flächen,  welche  der  Radius  Veclor  um  den  Punkt  C, 
in  zwei  aufeinander  folgenden  und  gleichen  Zeiträumen  be- 
schreibt, gleich  sind  und  dies  in  der  ganzen  Ausdehnung  der 
Trajectorie  statt  hat,  wenn  die  Kraft,-  welche  auf  den  Kör- 
per wirkt,  immer  nach  diesem  Punkte  gerichtet  ist,  so  folgt 
daraus,     dafs   die   in  gleichen   Zeiten    beschriebenen   Flächen 
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gleich   und,    in    beliebigeü  Zeiten,    diesen  Zeiten  proportional 
seyn  werden. 

225. 

Sey,  wie  in  f.  218,  M  die  Lage  des  Planeten  am  Ende 
der  Zeit  t  (Fig.  52).  Man  bebalte  alle  Bezeichnungen  dieses  {. 
bei,  so  dafs  r  und  &  der  Radius  Vector  und  der  Winkel 
MOB  sind.  Man  bezeichne  aufserdem  durch  x  und  y  die 
beiden  rechtwinkligen  Coordinaten  OP  und  PM,  die.  auf  die 
Axen  Ox  und  Oy  bezogen  sind,  von  welchen  die  erste  durch 
das  Perihelium  B  geht;    alsdann  hat  man 

X  =:  r  cos&y    y  =  r  sin^,     a;*  +  j*  =  r®, 

Sey  auch  JR  die,  der  Gröfse  nach  unbekannte,  beschleu- 
nigende Kraft,  welche  auf  den  Planeten  wirkt.  Diese  Kraft 
ist,  wie  man  so  eben  gesehen  hat,  nach  dem  Radius  Vector 
gerichtet,  und  wirkt  vom  Punkte  M  gegen  den  Punkt  O, 
weil  die  Trajectorie  ihre  Concavität  nach  der  Sonne  hin  wen- 
det.     Die  Cosinua  der  Winkel,  die  sie  mit  den  Verlängerun- 

X  ti/ 

gen  von  x  und  j^  macht,  sind  daher und  — — .  Daher 

r  r 

sind  die  Gleidiungen  der  Bewegung 

Nennt  man  noch  immer  v  die  Geschwindigkeit  im  Punkte 
My  so  hat  man  * 

und,  wenn  man  differentilert , 

^^•''"^di^^''  +  dr-^y^ 

folglich  findet  man,  wenn  man  die  Gleichungen  (l)  zusam- 
men addiert,  nachdem  man  sie  mit  dx  imd  dy  multipliciert 
hat  und  bemerkt,  dafs  xdx-\'ydy^=:rdr  ist. 


JcZ.p2  =  _  Rdr. 


Bei  der  elliptischen  Bewegung  hat- man  aber  (f.  222) 


wenn  man 


2   —    ZJl    —     H 

r  a 


T'K 
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setzt  ^    folglich  bat  man 


woraua  Lervorgelit,  dafs  die  Kraft,  welche  auf  jeden  Planeten 
wirkt,  im  umgekehrten  Verhällnisee  des  Quadrates  des  Ab- 
skandes  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  sieht. 

Die  Gröfse  dieser  Kraft  ist,  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung, gleich  fA)  sey  /♦'  dai,  was  sie  für  einen  anderen  Pla- 
neten wird,  dessen  halbe  grofse  Axe  und  Umdrehungszeit 
durch  a    nnd  T  bezeichnet  werden,  so  hat  man  auch 

Nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze  ist  aber 

T^    _     a5 

woraus 

a?2    "■"     y  2?      /*  ""  /* 

folgt;  dalier  ist  die  beschleunigende  Kraft  Ä,  für  zwei  ver- 
sclüedene  Planeten ,  in  der  Einheit  des  Abstandes  und  allge- 
mein, in  demselben  Abstände  yon  der  Sonne,   dieselbe. 

Die  bewegende  Kraft  eines  jeden  Planeten  ist  daher  von 
seiner  besonderen  Beschaffenheit  unabhängig  und  seiäer  Masse 
proportional,  so  wie  dies  auch  bei  den  Gewichten,  an  der 
Oberfläche  der  Erde  der  Fall  ist.  Sie  ändert  sich  von  einem 
Planeten  zum  anderen  nach  demselben  Gesetze,  wie  von  einer 
Lage  desselben  Planeten  zu  einer  anderen,  und  wenn  zwei 
Planeten  in  demselben  Abstände  von  der  Sonne  wären  und 
sich  selbst  überlassen  würden,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
zu  haben,  so  würden  sie  mit  derselben  Bewegung  nach  der 
Sonne  hin  fallen  und  sie  in  derselben  Zeit  erreichen. 

*  «Durch  die  drei  Kepplerschen  Gesetze  lernt  man  also  die 
Kraft  vollständig  kennen,  welche  die  Planeten  in  ihren  Bah- 
nen zurückhält.  Das  Gesetz  der  den  Zeiten  proportionalen 
Flächen  zeigt  uns,  dafs  diese  Kraft  beständig  nach  dem  Mit- 
telpunkte der  Sonne  gerichtet  ist,  das  der  elliptischen  Bewe- 
gung, oder  der  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit^  welchen 
man  aus  diesem  Gesetze  und  dem  vorhergehenden  ableitet, 
zeigt  uns,    dafs  ihre  Intensität,    für  denselben  Planeten,   sich 
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im  umgekehrten  Verliältuisse  des  Abstände»  von  der  Soune 
ändert.  Endlich  scbliefsen  "wir  aus  dem  Gesetze,  dafs  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten  den  dritten  Potenzen  der  grofsen 
Axen  proportional  sind,  dafs  die  Intensität  der  bewegenden 
Kraft,  in  gleichem  Abstände  yom  Mittelpunkte  der  Sonne,  den 
Massen  eines  jeden  Planeten  proportional  ui^d  von  seiner  be« 
sonderen  Beschaffenheit  unabhängig  ist. 

226. 

Newton  hat  die  Kepplerschen  Gesetze,  so  wie  die  daraus 
sich  ergebenden  Folgerungen  rücksichtlich  der  Kraft  ^  die  auf 
die  Körper-  wirkt,  auch  auf  die  Kometen^  in  ihrer  Bewegung 
um  die  Sonne,  und  auf  die  Satelliten^  in  ihrer  Bewegung 
um  die  Planeten^  ausgedehnt. 

Die  Kometen  unterscheiden  sich^  in  Oirer  Bewegung,  von 
den  Planelen  nur  dadurch,,  dafs  sie,  wegen  der  Entfernung 
ihrer  Aphelien ,  nur  zuweilen  sichtbar  sind ;  was  die  Bestim« 
mung  ihrer  Bahn  sehr  schwierig  macht.  Indessen  giebt  es 
jetzt  drei  Kometen,  deren  Balmen  und  Umlaufszeiten  man 
fast  ebenso  genau,  wie  die  der  Planeten,  kennt.  Bei  den 
anderen  Kometen,  berechnet  man  die  Bewegung  näheruiigs- 
weise,  indem  man  für  die  Trajectorie,  auf  der  kurzen  Strecke 
in  welcher  jeder  Komet  sichtbar  ist,  eine  Parabel  nimmt, 
deren  Brennpunkt  im  Mittelpunkte  der  Sonne  ist,  und  die 
Voraussetzung  beibehält,  dafs  die  Flächen,  welche  der  Radius 
Vector  um  diesen  Punkt  beschreibt,  bei  jedem  Kometen,  den 
Zeiten  proportional  sind.  Dieser  Fall  ist  in  den  vorhergehen- 
den Formeln  der  elliptischen  Bewegung  enthalten,   wenn  man 

a  =  CX),    «  (1  —  e)  z=zb 
setzt,  wo  b  den  Abstand  des  Perihelium  OB  bezeichnet,   der 
eine  endliche  Gröfse  ist. 

Die  Massen  der  Kometen  sind  im  Verhältnifs  zu  denen 
der  Planeten  sehr  klein  und  scheinen  ganz  anderer  Art  zu 
seyn.  In  Folge  des  dritten  Kepplerschen  Gesetzes  verhalten 
sich  die  bewegenden  Kräfte  zweier  Kometen ,  oder  eines  Ko- 
meten und  eines  Planeten,  in  demselben  Abstände  von  der 
Sonne,  wie  ihre  Massen,  und  ihre  beschleunigenden  Kräfte 
sind  gleich.  Ebenso  ist  es  bei  verschiedenen  Trabanten  des-  ' 
selben  Planeten,   nicht  aber    bei  Trabanten  verschiedener  Pia- 
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neten,  oder  bei  einem  Trabanten  und  einem  -  Planeten ;  denn 
das  Gesetz  der  Fro|)ortionalität  der  Quadrate  der  Umlaufszeiten 
und  der  dritten  Potenzen  der  grofsen  Axen  iiat  nur  bei  den 
Körpern  statt,  die  sich  um  denselben  Mittelpunkt  bewegen. 
Wir  werden,  in  der  Folge,  das  Verhältnifs  nacliweisen,  wel- 
ches zwischen  den  bewegenden  Kräften  zweier  Trabanten,  die 
%u  verschiedenen  Planeten  gehören,  und  zwischen  denen  eines 
Planeten  und  eines  Trabanten  statt  findet. 

Man  bemerke  noch,  dafs  man  in  der  neuesten  Zeit  die 
Gesetze  der  elliptischen  Bewegung  auf  die  Doppelpterne  aus-' 
gedehnt  hat,  bei  welchen  eine  drehende  Bewegung  des  einen 
Sterns  um  den  anderen  entdeckt  worden  ist,  und  dafs  ihre 
wechselseitigen  Lagen,  die  nach  diesen  Gesetzen  berechnet 
worden  sind,  so  gut,  als  es  sich  erwarten  liefs,  mit  den  beob- 
slchteten  Lagen  zusammen  stimmen. 

227. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aenderungen  untersuchen,  welche 
der  Widerstand  eines  sehr  feinen  Aethers,  der  sich  um  die 
Sonne  herum  befindet,  auf  die  elliptische  Bewegung  der  Pla- 
neten hervor  bringen  würde.  Ihre  Abplattung  und  die  Rei- 
bung der  Flüssigkeit  gegen  ihre  Oberfläche ,  könnten  ihren 
Schwerpunkt  aus  der  Ebene  ihrer  Bahn  heraus  bringen.  Ich 
werde  diese  zwei  Umstände  unberücksichtigt  lassen,  und  es 
handelt  sich  daher  nur  um  die  Bildung  der  Gleichungen  der 
Bewegung  dieses  Punktes;^  wenn  man  zugleich  die  Central- 
kraft,  die  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Ab«' 
Standes  steht,  und  die  Tangentialkraft,  die  vom  Widerstände 
des  Mittels  herrührt,  berücksichtigt. 

Ich  nehme,  wie  bei  der  Bewegung  der  geworfenen  Kör- 
per in  der  Luft,  an,  dafs  dieser  Widerstand  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit,  der  Dichtigkeit  des  Mittels  und  der  Ober- 
fläche jedes  Planeten  proportional  ist;  die  hierauf  entsprin- 
gende beschleunigende  Kraft  wird  aufserdem  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Masse  des  Körpers  stehen,   ich  bezeichne  sie 

durch  Q  -jT^j  indem  ich  durch  ds  das  Element  der  Trajectorie 

und  durch  q  einen  sehr  kleinen*  Goefficienten  bezeichne,  der, 
für  denselben  Planeten,   der  Dichtigkeit  des  Mittels  proportio- 
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nal  ist.  Bemerkt  man^  dafs  die  Rlehtung  dieser  Kraft  der 
Geschwindigkeit  des  Körpers  entgegengesetzt  ist,  und  bezeich- 
net man  noch  immer  die  Hauptkraft ,  die  nach  dem  Mittel- 
punkte  der  Sonne   gerichtet  ist,   durch  fA  in   der  Einheit  des 

Abstandes  und  durch  -^  in  dem  Abstände  r.   so  müssen  die 

Gleichungen  (l)  durch  folgende  ersefzt  werden: 


d^x  ^^   fiix  ds  dx 

W^   '^   7^  ~  ~  ^  Tt  dt 

d^y   jr    l^   ^  _      ds^  dy 

dt^  T    r^    ~         ^  dt  dt 


(2) 


Wendet  man  die  Polarcoordinaten  an,  so  kann  man  aus 
denselben^  ohne  Schwierigkeit,  die  folgenden  Gffichungen 

\       572      ^  -  2/^^-7  -  df^         "^^  [  (3) 

d.r'^dd'  =  —  QV^d&da  ) 

ableiten,  die  eine  Umbildung  derselben  sind. 

228. 
Wenn  man  die  zweiten  Tlieile  veruaclilässigt,  so  verwan- 
deln sich  die  Gleichungen  (2)  in 

dt2  ^  ,5  —  °'  dt^  -r  ^3  —  "'        W 

und  die  Gleichungen  (3)  in  folgende: 

_i 1^_ '—2,id:-  =  o,     d.r^d&=o.        (5) 

Diesen  Gleichungen  (.5)  kann  man,  vermittelst  der  For* 
mein  (a),  (6),  (c)  des  f.  220  Genüge  leisten;  diese  Formeln 
sind  nicht  die  vollständigen  Integrale  derselben,  \reil  sie  nur 
zwei  willkührliche  Constanten  a  und  e  enthalten.  Wenn  man 
aber  bemerkt,  dafs  die  Gleichungen  (5)  die  Veränderlichen 
^  und  t  nicht  : entwickelt  enthalten,  und  dafs  nur  deren  Dif- 
ferentiale ds-  und  dt  in  denselben  vorkommen,  so  «schliefst 
man  hieraus,  dafs  die  Formeln  des  angeführten  §,  auch  noch 
diesen  Gleichungen  Genüge  leisten  müssen,  wenn  man  zu  / 
und  -ö- beliebige  Gonstanten  hinzufugt.  Auf  diese  Weise  wer- 
den die  vollständigen  Integrale  der  Gleichungen  (5)  und  daher 
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auch   Jie   der  Gleichungen  (4)   durch    folgendes   System   von 

Formeln : 

r  ;=:  a  (1  —  e  cos  li) 

;2^-|.tf.—  CO  =  u  —  e  Aau 


l 


(a) 

tangiC^  — 0»)  =   yi±±  tang  Jw 

ausgedrückt,  wo  a,  e,  «^  a>  die  vier  willkührlichen  Constan-, 
ten  sind  und  n  eine  Constante  bedeutet  ^  die  mit  a  durch 
die  Gleichung 

verbunden    ist,    welche    sicn  aus   —  =  «,     — ■— —  —  /e 

durch  die  El^ination    von  T  ergiebt. 

Der  Werth  Null  der  Veränderlichen   u  entspricht  immer 

dem  kleinsten  Werthe  von  r  oder  dem  Perihelium  B  (Fig.  52). 

Für  r^  =  o  hat  man  ^  ==  o»,  so  dafs  nun  ^  den  Winkel  MOE 

bezeichnet,  welcher  von   der   geraden   Linie  OJS  sm   gezählt 

wird,    die    einen   Winkel    BOJE=:  w,   mit   OB   einschliefst. 

Wird  der  Werth  von   &  in  eine  Reihe  entwickelt,  so  nimmt 

er  die  Form 

-Ö*  =  w*  +  €  -{-  ^1 

an,  wenn  man  durch  S-i  seinen  periodischen  Theil,  der  nach 
Sinus  der  wach«enden  Vielfachen  von  w^  -|-  «  —  «  geordnet 
ist,  bezeichnet.  Dieser  Winkel  S'  ist  die  wahre  Länge  des 
Planeten,  in  der  Ebene  seiner  Bahn,  am  Ende  einer  beliebigen 
Zeit  t'j  nt  -^  €  drückt  seine  mittlere  Länge  für  denselben 
Zeitpunkt  aus,  e  seine  mittlere  Länge  für  die  Epoche,  von 
welcher  an  man  die  Zeit  t  zählt  und  (o  die  Länge  seines 
Periheliums. 

229. 
Kennt  man  die  vollständigen  Integrale  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  wie  die  Gleichungen  (4),  so  kann  man 
daraus  die  Integrale  eines  anderen  Systems  von  Differential- 
gleichungen, wie  die  Gleichungen  (2)  sind,  welche  sich  von 
den  ersteren  nur  durch  sehr  kleine  Glieder  unterscheiden,  ab- 
leiten, und  zwar  vermittelst  einer  Methode,  von  welcher  die 
Mathematiker  die  glücklichsten  Anwendungen  auf  die  Mecha- 
nik des  Himmels  gemacht  haben,  und  die  ich  nun,  bei 
Gelegenheit   der  Aufgabe,  die    uns  beschäftigt,   erläutern  wiJI. 
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Die  Werlhe  von  x  und  y,   die  den  Gleichungen  (4)  Ge- 
nüge leisten,  haben  die  Fornpi 

wo  /  und  F  gegebene  Functionen  sind.  Damit  diese  Werthe 
den  Gleichungen  (4)  Genüge  leisten,  so  betrachte  ich  a,  e, «,  q» 
'wie  neue  Veränderlichen,  die  bestimmt  werden  sollen«  Da 
diese  Unbekannten  aber  vier  an  der  Zahl  sind,  und  die  Glei- 
chungen (2)  nur  zwei,  so  kann  man  zwei  willkührliche  Hülfs- 
^gleichungen  bilden.     Ich  setze  daher 

da  'de  de  dw  I       . 

dF^      ,   dF^      ^    dF  ^      ,    dF  ^  f     ^^^' 

da  de  *    de  dta  J 

oder,  mit  anderen  Worten,  ich  setze  die  Theile  von  dx  und 
dyy  welche  von  den  Veränderungen  von  a,  c,  «,  (a  herrüh-. 
ren,  gleich  Null«     Auf  diese   Weise,  sind   die   vollständigen 

Werthe  -j—  und  -~-  einfach 
dt      '     dt 

dx  df      dy  dF 

dJ  Tt^     d7  rf7* 

DüTerentiiert  man  von  Neuem,  so  hat  man 
d^x  d^f  d^J  da  d^J  de  d^f  de  d^J  d^ 
dt^~  dt^^  dt  da  dt '^  dt  de  dt"^  dtde  dt'^dtdto  dt 
d^y  d^F  d^F  da  d^F  de  d^F  de  d^F  d(o 
dt^~  dt^'^  dtda  dt'^  dtdelTt'^  dtde  dt'^  dtdia  dj 
Es  wurde  aber  angenommen»  dafs  die  vorhergehenden 
Werthe  «von  x  und  y  den  Gleichungen  (4)  Genüge  leisten, 
wenn  man  a,  e,  f ,  *ai  als  willkührliche  Constanten  betrach- 
tet ^  man  hat  daher 

dy    ,     ux  d^F    ,     uy 

dt^  ^    r^  '      dt^    ^    7-5         ""^ 

folglich  hat  man,   wenn  man  die  vollständigen  Werthe  von 

d^x  d^Y 

—j-  und  -7-~  in  die  Gleichungen  (2)  substituiert: 

dt  da         '   dtde        '    dt  de        '  dtdia  ^dt  dt 

d^F  ^     ,    d^F       ,   rf^i?    ,     ,    d^F  ^  dsdy^W 

dtda        ^   dtde        *    dt  de        '    dtdia  ^  dt  dt 
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und  das  System  dieser  vier  Gleichungen  (6)  und  (c)  dient  dazu^ 

die  Grüfsen   a,   e,   e,  co,  in   Functionen  von   t   ausgedriickt, 

zu  bestimmen. 

230. 

.  Im  Allgemeinen  \vürde  diese  Ersetzung  der  zwei  Glei- 
chungen (2),  die  von  der  zweiten  Ordnung  siiid^  durch  vier 
DüTerentialgleichungen  der  ersten  Ordnung,  gar  keinen  Vor- 
theil  bringen.  Da  aber  die  Werthe ,  von  da,  de^  de,  dos, 
die  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (c)  ableitet,  den  Coeffi^ 
cienten  q  des  Widerstandes,  der  eine  sehr  kleine  Grofse  ist, 
zum  Factor  haben  ^  so  sind  die  veränderlichen  Theile  von 
a,  e,  €,  0)  ebenfalls  sehr  klein,  und  wenn  man  das  Quadrat 
von  Q  vernachlässigt,  so  kann  man  <z,  e,  £,  (o,  in  den  Aus- 
drücken für  da 9  de^  de^  d(a,  als  Constanten  ansehen,  wo- 
durch die  Berechnung  der  veränderlichen  Theile  von  a,  e,  e,  vj 
auf  die  Quadraturen  zurückgeführt  w^ird.  Durch  die  Methode 
der  allmälichen  Annäherungen,-  erhält  man  daher  Werthe 
dieser  Gröfsen,  die  nach  den  Potenzen  von  q  geordnet  und 
so  genau  sind  als  man  will.  Wir  wollen  bei  der  ersten  Po- 
tenz von  Q  stehen  bleiben. 

Die  Gleichungen  (a)  geben,  wenn  man  die  veränderlichen 
Werthe  von  a^  e,  e,  (o  in  dieselben  substituiert  hat,  wie  bei 
der  elliptischen  Bewegung,  die  Werthe  von  r  und  &  in  Func- 
tionen der  Zeit  ausgedrückt.  Die  Trajeclorie  ist  noch  immer 
eine  Ellipse,  deren  Elemente  sich  aber  immerfort  ändern. 
Nimmt  man  an,  dafs  man  in  jedem  Augenblicke  die  constante 
Ellipse  conslruiert,  welche  den  Werthen  der  Elemente  in  die- 
sem Augenblicke  entspricht,  so  sind  die  Ordinaten  x  und  y 
und  ihre  Differentiale  dx  und  dy^  in  Folge  der  Gleichungen 
(6) ,  dieser  Ellipse  und  der  Trajectorie  gemeinschaftlich ,  welche 
daher  alle  die  constanten  Ellipsen  berühren  wird.  Aus  dem- 
selben Grunde  sind  auch  die  Ausdrücke  für  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  und  deren  Seitengeschwindigkeiten,  bei  der 
elliptischen  und  bei  der,  durch  den  Widerstand  de&  Mittels 
geänderten  Bewegung  dieselben,  und  werden  durch  die  For- 
meln (rf)  des  \.222  bestimmt. 

231. 
Man  bemerke,  dafs  man  identisch 

nt -=1  fndt  -Y  ftdn 
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liat,  weiin  man  daher  das  Integräiy^rf//  in  der  iinbekaDn teil 
Gröfse  e  mit  begreift,  so  kann,  man  daher  statt  der  zweiten 
Gleichung  a  schreiben 

fndt  tJ-  «  —  (w  =  w  —  e  sin^  (rf) 

Alsdann  mufs  man  zu  gleicher  Zeit,  -wenn  man  in  den 
Gleichungen  der  elliptischen  Bewegung  die  Constanten  a,e,e,(it) 
in  ihre-  veränderlichen  Werthe  umwandelt,  auch  ^//' durch 
das  Integral  fndt  ersetzen,  welches  wir  gleich  Null  setzen, 
wenn  <  =  o  ist.  Die  Grofse  n ,  die  es  enthält ,  kann  aus  a^ 
vermittelst  der  Formel 

V^/*  ■ 

n   =  -^^ 
ayf  a 

abgeleitet  werden,  die  durch  die  Gleichung  a^  n^  zzi  fi,  des 
f.  228  gegeben  ist.  Dieses  Integral //z  rf  ^  drückt  die  mittlere 
Bewegung  des  Planeten  aus  (f.  219),  wenn  sie  durch  den 
Widerstand  des  Mittels  geändert  ist.  Und  das  Diiferenlial  der 
mittleren  Bewegung  ist  demnach,  ebensowohl  bei  der  gestör- 
ten als  bei  der  elliptischen  Bewegung,  gleich  ndt. 

Im  Perihelium  ist  der  Winkel  S-  —  o)  gleich  Null  pder 
einem  Vielfachen  von  360^,  und  in  Folge  tler  ersten  Gleichung 
{a)  ist*  dies  auch  bei  dem  Winkel  u  der  Fall ;  daher  wird 
die  (jTÖke  fndt  -{-  a  —  cö>  während  des  zwischen  aufein- 
ander folgenden  Rückkehren  des  Planeten  zum  Perihelium 
verfiiefsenden  Zeitraums,  um  360 ^  zunehmen,  wodurch  man 
diesen  Zeitraum  bestimmen  kann,  wenn  man  n,  e,  w  in 
Functionen  von  t  ausgedrückt,  kennt.  Die  Umlaufszeit,  d.h. 
der  Zeitraum,  der  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Rückkehren  des  Planeten  zu  demselben  festen  Punkte  ver- 
fliefst,  ist  diejenige,  welche  einem  solchen  Zuwachse  der 
wahren  Länge  -^  entspricht. 

Wir  können  die  'Gleichungen  (b)  und  (o)  durch  andere 
gleichgeltende  Gleichungen  ersetzen ,  aus  welchen  man  leicht 
die  Werthe  von  da,  de,  de,  do)   ableiten  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man,  dafs,  wenn  eine  belie- 
bige Gleichung 

(p  {nty  r,  -ö-,  rt,  e,  «,  co)  =  o 
bei    der    elliptischen   Bewegung   statt  hat,   sie    auch    noch    bei 

23 
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der  durch  den  Widerstand  des  Mittels  geänderten  Beilegung 
statt  finden  wird^  wenn  man  a,  e,  f,  ^  als  Veränderliche^ 
die  durch  die  Gleichungen  (&)  und  (c)  bestimmt  sind,  betrach-^ 
tety  wn^  fndt  an  die  Stelle  von  nt  setzt«  Das  Differential 
der  Function  (p  ist  daher  NuU^  sey,  dafs  man  es,  im  ersten 
Falle,  in  Beziehung  auf  nty  r,  ^,  oder,  im  zweiten,  in  Be- 
ziehung auf  fndty  r,  t^,  a,  e,  6,  w  nimmt.  Da  aber  r 
und  d-  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  sind  ihre  Differenr 
tiale  in  beiden  Fällen,  vermöge  der  Gleichungen  (6),  dieselben. 
Läfst  man  daher,   in  dem  vollständigen  Integrale   von  90,    den 

Theü   ^^  d-rit  ^  -^  dr  ^    -^d^^,    welcher   für  sich 
d.nt  dr  dd' 

Null  ist,  weg,  so  hat  man 

—-  da  A-  -rr-  de  A-   r^  de  4-   ~  du)  •==  o^ 
da  de  de  d(o 

Hat  man  demnach,  in  der  Gleichung  (2)  des  {.218,  ^  —  o) 
statt   ^  gesetzt,    so  findet  man  hieraus 

r  -|"  ^^  cos(^  —  w)  =  a(l  —  c*). 
DifTerentiiert  man,  wie  so  eben  gesagt  wurde,  so  hat  man  dah^r 
rcos  &d,e  cos  w  -j-  r  sinS  d.es'mw  =  d.a(i  — e^)     (e) 

Ich  differentiiere   ebenso  die  erste  Gleichung  (a)  und  üq 
Gleichung  {d);    dies  giebt 

(1  —  e  cos u)  da  —  a  cos  ude  -j-  ae  smudii  =  o 

de  —  d(o  -j-  sin  ude  •^-  (1  —  e  cos  u)  du  z=z  o 

wenn 'man  u   wie   eine  Function   von  a,  e,  «,  w   betrachtet. 

Ich   eliminiere   du   aus  diesen  zwei  Gleichungen,   so  er- 
giebt  sich 
^t  —  e  cos  u)^da  -}-  a  (c  —  cos  u)  f/c  -f-  ae  sin  w  (rf« — rfco)  =  o. 

Setzt  man  aber  in  den  Formeln 

1  —  fang2  lu        .  2  tang  i  u 

1  +  tang2  Jw'  1  -f  tang2  Jw 

au  die  Stelle  von  tang  j  £/  seinen  Werth,  der  durch  die  dritte 
Gleichung  (a)  gegeben  ist,  so  hat  man 

e  -f  cos  («9-—  cö)        .               V^(l  — c2)  sin (&  —  w) 
cos  w  =3   — ^ ^- .,     sin  £^  =  j 1—-— i -— 1. 

1  +C  C08(^ Cü)  1  +  ^   cos  {&  cd) 

wodurch  die  vorhergehende  Gleichung  in 
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Übergeht  Was  wir  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  q)  z=zo 
sagen^  läfst  sich  auiEti  auf  den  Fall  anwenden^  wenn  die  Func- 
tion ^  erste  Differentiale  von  r  und  &  enthalt.  So  hat  man 
bei  der  elliptischen  Bewegung 

dt^  r  a 

wenn  man  y/ita  statt  a^n  in  den  Werlh  von  r^d&  des 
f.  220  setzt.  Da  aber  die  Differentiale  dr  und  d^,  so  wie 
r  und  &,  dieselben  bleiben^  wenn  a,  e,  e,  ta  veränderlich 
'werden,  so  folgt  daraus,  dafs  diese  zwei  Gleichungen  auch 
noch  bei  dieser  Annahme  bestehen  werden.  Vergleicht  man 
demnach  ihre  *  vollständige  Differentiale  mit  den  Gleichungen 
(3)  des  {•  228 ,  so  findet  man 

d.—   =z   2q  ( ^ds  1 

"^ _y  ""^    [  (g) 

d.V  a{i—e^)  =  —QV^a{i—e^)d8) 

Nun  kann  man  aus  den  vier  Gleichungen  {e),  (/),  (g) 
sehr  leicht  die  Werlhe  von  rf«,  de,  de,  dw  finden;  setzt  man 
für  r  semen  Werth,   nemlich 

—  g(i— g^ 

i^e  cos (i^  —  w) 
um    sie  nur  als  Functionen  des  Winkels  &  auszudrücken,    so 
findet  man 

da  =  —  T-^  li  +  2€cos{&  —  o})  +  e^lids 
1  — e^ 

de  ^=  —  2ß[ö-f"^®(^  —  vij\da  . 

edta  =^  —  2q  [sin  (^  — «)]  da  ' 

.    2pg  sin(^  — (ö)[V"l— e^-g^— gcos(^-^a))] 

rt«  =  -] S— — 

[1  +  e  cos(^— »))]  (1  +  V   i-^e^) 

der  Werth  von  dsy  den  man   in  diese  Formeln  substituieren 

mufs,  ist 

da  ^   />^r2+llrf^, 

25  ♦ 
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t  ' 

und   wenn   man   in   diesen  i^usdriick  den  Werth   von  r   sub« 
sdtiiiert^  80  wird  er 

a(l— c2)V"l-f  2CC08(-d-  — fö)-l-62     , 
Cl8    == ; r— ; Ct'd', 

[1  +  e  COS  (^  —  «)]2 

Man  integriert  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (A), 
indem  man  a,  e,  e^  co  als  Constanten  betraclitet,  wie  früher 
bemerkt  'worden  ist,  und  wenn  der  Coefficient  q  als  Function 
von  r  gegeben  seyn  wird,  und  folglich  auch  als  Function 
von  S'y  so  kann  man  daraus,  nach  der  Methode, der  Quadra- 
turen, oder  durch  die  Auflösung  in  eine  Reihe,  die  veränder- 
lichen Werthe  von  Vi,  e,  e,  w  ableiten,  die  in  die  Gleichun- 
gen, der  elliptischen  Bewegung  substituiert  werdeil  müssen. 

233. 
Wenn  die  Excentricität  e  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,    so 
werden  die  Formeln  (/*),   wenn    man    sie   auf  ihren    wesent- 
lichsten Theil  reduciert, 

da  =1  —  2Qa^d'd'y  de  =,  —  2Qa  cos  (^ —  w)  d& 
ed(o  =  — 2Qas,\n(ß'  —  w)d&f  de  =1 2  Qae  sin  {S^  —  w)d&, 
und  man  kann  in  denselben  den  Coefilcienten  p  als  eine  con- 
stante  Gröfse  ansehen.  Integriert  man,  und  bezeichnet  durch 
8a ^  (fe,  c^w,  8e  die  veränderlichen  Theile  von  a^  e^  £,  co,  so 
hat  man  daher 

8a  —  —  2qa^5i 

8e  zz:  —  2ßa  sin  (3"  —  co) 
e8(o  =         2  (^a  cos  (3  —  w) 
^«  =  —  2Qae  co6(ß  —  w). 
Bezeichnet  man  durch  8n  den  entsprechenden  Theil  von 

n  ,  oder  von  ^r- ,   so  dafs  man 

ayj  a 

2a^yj  a 
hat,   so  folgt  hieraus 

8n  zu  Sgand. 

Man  sieht  also,  dafs  die  Wirkung  des  Widerstandes  eines 
fohr  dünnen  Mittels  auf  die  Bewegung  eines  sehr  wenig  ex- 
coutrischen  Planeten  darin  besteht,  dafs  er  die  grofse  Axe 
fortwälirend    vermindert,    die    Winkelgeschwindigkeit    n    fort- 
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während  vermehrt  und  in  jeder  der  drei  Grofaen  e,  fy,  s 
eine  Ungleichheit  hervor  bringt,  deren  Periode  dieselbe  ist 
wie  die  Umlaufszeit  des  Planeten.  Nicht  blos  die  Winkel- 
geschwindigkeit,  sondern  auch^  die  absolute  Geschwindigkeit 
wird  immer  mehr  beschleunigt.  Denn  sie  ist  ungefähr  an 
gleich,  daher  ist  ilir  Zuwachs  a^n  -f-  nda^  welche  Grofse 
positiv  und  gleich  ga^nd'  ist. 

Vernachlässigt  man  die  Excexitricitat  gänzlich,  so  hat  man 

r  z::z  ay     d  zzz  Jndt  -j-  « ; 

bezeichnet  man  daher  durch  8r  und  #^  die  Theile  des  Radius 

Veclor  und    der  Länge,   welche  vom  Widerstände  des  Mittels 

herrühren,  so  hat  man,  mit  demselben  Grade  von  Annäherung, 

8r  zu  —  2  ga^d,     Sd  =  i  gaS^. 

In  Folge  dieser  fortwährenden  Verminderung  des  Radius 
Vector,  die  sich  bei  jedein  Umlauf  des  Planeten  auf  Anga^ 
belauft,  mufs  der  Planet  nolhwendig  zuletzt  die  Oberfläche 
der  Sonne  erreichen. 

Wenn  es  übrigens  im  Räume  einen  Aether  giebt,  welcher 
einen  Einflufs  auf  die  Bewegung  der  Weltkörper  ausübt,  so 
kann  dieser  Einflufs  nur  bei  den  Kometen  merkbar  werden, 
weil  ihre  Masse  sehr  klein  ist  und  der  Coefficient  g ,  wenn 
alles  Uebrige  gleich  ist,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Masse  des  Körpers  steht.  Wirklich  hat  man  bis  jetzt  keine 
Spur  eines  Widerstandes  des  Aethers  in  der  Bewegung  der 
Planeten  und  Trabanten  entdeckt ;  dagegen  scheint,  nach  Enke's 
Berechnungen,  dieser  Widerstand,  auf  eine  sehr  merkliche 
Weise,  auf  die  Bewegung  des  in  neuerer  Zeit  entdeckten 
Kometen  einzuwirken,  dessen  Umlaufszeit  ungefähr  1200  Tage 
beträgt. 


III.     Bewegung  eines  materiellen  Putiktes,  der  einer  Central- 

kraft  unterworfen  ist. 

234. 
Die  Aufgabe,  die  wir  nun  auflösen  wollen,   ist  das  Um- 
gekehrte der  des  vorhergehendeu  §.    Dort  nahm  man  an,  dafs 
die  Trajeclorie  und  das  Gesetz  der  Bewegung  durch  die  Beob- 
achtung  gegeben    sey,    und  es    sollte  die  Kraft,    von   welcher 
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diese  Bewegung  hemthrt,  ihrer  Grofse  und  Richtung  nach, 
.bestunmt  T\'erden.  Nun  nimmt  man  an,  dafs  eine  constante^ 
Kraft  nach  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  und  als  Func- 
tion des  Abstandes  des  Körpers  von  diesem  Punkte  gegeben 
sey,  und  man  will  daraus  die  Trajectorie  und  das  Gesetz 
der  Bewegung  finden. 

Diese  krumme  Linie  DMB  (Fig.  55)  sey  in  der  Ebene 
enthalten,  die  durch  den  festen  Funkt  C  und  durch  die  Rich- 
tung DA  der  Anfangsgeschwindigkeit  geht.  Ich  ziehe  iu  die- 
ser Ebene  und  durch  den  Punkt  C  zwei  rechtwinklige  Axen 
Cx  und  Cyy  von  welchen  die  erste  durch  den  Anfangspunkt 
D  des  Körpers  geht  und  welche  die  Coordin^atenaxen  seya 
werden.  Am  Ende  der  Zeit  t^  welche  von  diesem  Ausgange 
an  gerechnet  wird,  soll  der  Körper  in  M  seyn;  ich  bezeichne 
durch  X  und  y  seine  Coordinaten  CP  und  CJtf,  durch  r  sei- 
nen Radius  Yector  CM  und  durch  R  seine  beschleunigende 
Kraft,  welche  von  M  nach  C  gerichtet  und  als  Function  von 
^  gegeben  ist.     Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 

und  wenn  die  Kraft  R  nach  der  Verlängerung  von  CM  ge- 
richtet wäre,  so  brauchte  man  nur  die  Zeichen  der  zweiten 
Theile  dieser  Gleichungen  zu  ändern. 

Man  kann  hieraus  unmittelbar'  die  zwei    ersten  Integrale 

dx^  -I-  dy^ 
xdy  —ydx  =  cdt, y^  -^     =  —2fRdr'^b 

ableiten,  in  welchen  6  und  c  die  willkührlichen  Constanten 
sind  und  wenn  man  &  den  Winkel  MCx  nennt,  so  dafs  man 

x  z=z  r  cos  9  y    y  i=z  r  sin  9 
hat,    so  werden  diese  Integrale 

r^di  =  cdt,     — ^,^^  =  -  2fRdr  +  6,     (2) 

aus  welchen  man  die  Werthe  von  c{^  und  dS-,  unter  der 
Form 

dt  =  Jrdr,    d9  =  Frdr 

ableiten  kann ,  die  man  nur  noch  genau  t>der  näherungsweise 
integrieren  mufs. 
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Eliminiert  mau  dt  aus  den  Gleichungen  (ij,  so  hat  man 

ab  DifferentialgleichiiDg  de^  Trajectorie.  Nennt  man  v  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  M^  so  hat  man 

v^  =  b  —  2fRdr,  (4) 

und  vreun  man  durch  S  den  Winkel  bezeichnet ,  den  seine 
Richtung  mit  M.C  einschliefst;  so  sind  seine  Seitengeschwin- 
digkeiten 

.  dr  dd 

p  cos  a  = — ,      «^  sin  J  0=  r  — - 

d£  dt' 

nach  MC  und  nach  MHj   welche  Linie  senkrecht  auf  diesem 

Radius  Yecler  steht. 

Die  zwei  Constanten  b  und  c ,  und  diejenigen ,  welche 
durch  die  Integration  der  Werthe  von  dt  und  d&  eingeführt 
werden,  lassen  sich  nach  der  Lage  und  anfanglichen  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichne 
ich  durch  y  den  anfänglichen  Abstand  CDy  durch  a  den 
Winkel  CDAj  der  spitz  oder  stumpf  seyn  kann^  und  durch 
h   die    Höhe,   welche  zur    Anfangsgeschwindigkeit  gehört ^    so 

dafs  diese  \2gk    ist,     wenn    man    die    Schwere   g    nennt. 

Nimmt  man  an,    dafs   das  Integral  fRdr^   welches   in   den 

vorhergehenden   Formeln   vorkommt,   Null  ist,    wenn  r  ==  y 

ist,  so  hat  man 

b  =  2gh 

vermöge    des  Werthes    von   f^*.       In    Folge    der    Gleichung 

c 
r^d&=:z  cdtj    ist  der  Werth  von  i^  üxl  d  derselbe,  wie  — , 

folglich  hat  man 

c^  ==  y  \2gh  .  sin  a. 
Was  die  beiden  anderen  willkiihrlichen  Constanten  betrifft, 
so   bestimmt  man   sie   auf  die  Weise  y   dafs   man  ^^  =  o  und 
r  z=:  y   hat,  wenn   ^  =  0    ist,   und  die   Aufgabe    ist    alsdanu 
vollständig  gelöst. 

Wenn  die  Kraft  R  dem  Abstände  r  proportional  ist,  so 
sind  die  Veränderlichen  in  den  Gleichungen  (1)  getrennt,  und 
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man    braucht   nicht    auf   die   Polarcoordinaten   und   die    Glei- 
chungen (2)  zurück  zu  gehen. 

Sey   neinlich  k  der  Werlh  von  R ,    welcher  r  zu  y  ent- 
spricht ,   und 

Ä  =  — 

r 

sein  allgemeiner  Werth.     Die  Gleichungen  (l)  werden 
A  d^x    hx       d^y  hy 

dT^  ~         y     dt^   ~  ~  Y' 

und  ihre  vollständigen  Integrale   sind 

X  —  A  cos  t  l/^  +  A^  sin  t  y^ L 

7                                            Y 
y  - , 

y  =  B  coBt  f/L  +  JB'  sin  t  ^JL 

y  Y 

^o  A,  A\  B i  B*   die    vier   willkührlicheh  Constanten  sind. 

Um  sie   zu   bestimmen^   hat  man,    nach    den   vorhergehenden 

Annahmen, 

dx  /-» r  dy         ^ 

^  =  y>  ^'  =  ö>   -Ji  =— V   2g-/i-.co8a,    —  =V  2^/i8ina, 

wenn    t  "=,  o  ist;    hieraus  folgt 

A  =  y,    A'  J/  L  =  —  V  2gh  cos  tt 

Y 

B  zn  o,     B'   l/ L    =  \fTgh%\iva, 

Y 

und  daher 

X  ziz  y  (cos  t  /^  —  —   y  zÄl  cos  a  sin  t  [/  t-\ 

\  Y  ^Y  Y^ 

y  •==.  y    /^  f^_  sin  a  sin  t  ^  . 

Diese  Formeln  zeigen  uns,  dafs  die  Umläufe  des  Körpers 
um  den  Punkt  C  gleichzeitig   sind  und  ihre  gemeinschaftliche 

Dauer  ^=^  2n  y    --  ist.     Hieraus  findet  man 

y  sin  a  sin  t  J/  J-  ==  j'  ^  ^^ 

Y  2gÄ 

y  sin  a  cos  t  f^  ^   =  x  sin  «  -f- j/  cos  «. 

-    '         •  Y' 
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Hieraus  folgt,  als  Gleichung  der  Trajectorie, 
k  y 

welche,  wie  man  sieht,  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt 
im  Punkte  C  liegt.  Damit  diese  Ellipse  ein  Kreis  sey,  mufs 
«  =  90^  und  ky  =  2gh  seyn.  In  diesem  Falle  ist  die  Be- 
wegung gleichförmig,  denn  nach  den  Werthen  von  x  und  y 
hat  man  , , 

was  V  yk  für  die  Geschwindigkeit  v  giebt.  Die  Centralkraft 
R    und   die  Gentrifugalkraft  —    sind    constante    Gröfsen    und 

y 

zwar  beide  ==  i, 

Ist  R  eine  abstofsende  Kraft  statt  einer  anziehenden,  wie 
es  bisher  angenommen  wurde,  so  mufs  man  i  in  —  i  in  den 
vorhergehenden  Formein  ändern.  Die  Trajeclorie  ist  alsdann 
eine  Hyperbel  und  die  Bewegung  keine  umdrehende  mehr. 


236. 
Man  nehme  jetzt  an,    dafs  die  Kraft  R  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  dritten  Potenz  der  Abstände  stehe,    und  be- 
zeichne sie  durch 

«  -  *y' 

^  —  7F' 
■wo  h  noch  iautter  ihren  Werlh  im  Punkte  D  bedeutet. 
Wir  haben,   nach  dieser  Hypothese, 

2fRdr=kr(i-  ^), 

weil  das  Integral  verschwinden  mufs ,   wenn  r  =  y  ist.      Be- 
rücksichtigt man  die  Werthe  von.  b  und  c  und  setzt 

y  y^'T"         dz 

7  ^  ^^      ^YT'  ~  cid' 
80  wird  die  Gleichung  (3) 

dz^  I  /^^  ^y      \  ^a        ^  ^y 


*C^ 


+        /^l       _       _^ >j 


z 


d'Q'^      '   V  2g'hsm^ay  sin^«  2g/i8in^a 
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Der  Coeüiclent  vou  z^  kann   positiv  oder   negativ  seyu^ 
ich  setze  daher 


woraus  sich 


nnd  folglich 


1 L ::::;   ^   ,^2 

2ghsiji^a 

----  ziz  n^z^  =  cot^a  ±:  n^ 

ndz 


ndd  = 


V^cot^ä  ziz  «^  =?:  «2^2 
ergiebt« 

Inoi  Falle,  wenn  die  oberen  Zeichen  gelten,  hat  man 
nSf  =  arc  (sin  /)  —  arc  (sin  = ,     .  \ 

>-         V    cot  2» +  «2/,  \  V    COt2«+/22/ 

und,  wenn  die  unteren  Zeichen  gelten, 


-        ,,       nz  +  V  cot^a  —  n^^-i^n 
n3t  =  log  —^ ; — 


2^2 


wenn  man  bemerkt,  dafs  r  =^y  und  ä  =  1  ist,  wenn  3^  =  0  ist^ 
Aus  dem  ersten  Werlhe  von  nd'  findete  man 
nz  =  cot«  sinnS  -[•  ^  cos  nd*). 

Das  Maximum  von  z  oder  das  Minimum  von  r  ent- 
spricht dem  Werlhe  von  &,  der  sich  aus  der  Gleichung 
dz  =  o   oder 

tang  /Zij  =—  cot  « 
ergiebt,  für  welchen  man 


x;  =  -^  =   y^l  +1  cot«« 

findet.      Bei  einem  gröfseren  W^^*^*®  von  <^  entfernt  sich  der 
Körper  immer  weiter  vom  Punkte  G  und  sein  Radius  r  wird 


*)  Wenn  man  nemlich  zuerst 
nz 


V   cot^a  '\'  n^ 


sm 


/zd  -f"  arc  (sin  = 


^  vTcot^ 

setzt  und  dann  den  zweiten  Theil  dieser  Gleichung  nach  der  bekannten  Formel 

sin  (a  -{-  b)  =  sin  a  cos  6  ^-  cos  a  sin  6 
entwickelt.  Anmcrk.  des  üebers. 
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unendlich  grofs,  wenn  ^  den  kleinsten  Wertli  hat,   den  man 
aus  der  Gleichung  zzzzo  oder 

tang  nd  =  —  n  tang  a 
findet,    welchen    Werth    aher    &    nur    nach    einer   unendlich 
grofsen  Zeit  erreichen  kann.      Setzt  man,    in  der  ersten  Glei- 

chung  (2),  den  Werth  von  ~  an  die  Stelle  von  r,   so  findet 

man    daraus,     ohne    Schwierigkeit,     t    als    Function    von   3f    > 
ausgedrückt. 

Hat  n^  einen  logarithmischen  Werth,  so  hat  man,  wenn 
man  zu  den  Zahlen  lihergeht,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen  hezeichnet,    ' 

nz  4.  v^cot^os  — «2^;,2^2  ^  (^  4-cota)e"^ 

und  hieraus  findet  man 

Ä  =^  i^  =  —  (;z+cot«)e''^  +  ~  («_cottt)e-""^ 

woraus  hervorgeht,  dafs  r  unhegranzt  abnimmt;  so  dafs  der 
Körper  eine  Spirale  um  den  Punkt  C  beschreibt,  und  diesen 
Punkt  nach  einer  unendlichen  Zahl  von  Umläufen  erreichen 
wird. 

Setzt  man,  zur  Vereinfachung  a  =  90,  so  bat  man 

r  =  2y 

als  Gleichung    dieser  Spirale.     Die    erste  Gleichung   (2)   wird 

yTighdt  == ^ 

t 

und,  wenn  man  integriert,  so  hat  man 

237. 
Als  letztes   Beispiel   nehme   mau ,   wie    es    in   der  Natur 
der  Fall  ist,    an,    dafs  die  Kxaft  B.  im  umgekehrten  Verhältr 
nisse  des  Quadrates  der  Abstände  stehe,  so  dafs  man 

R  =  b^,  /üir  =.- 1, (1  _ ^) 
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lial,   wo   k   die  Intensität  dieser  Kraft  im  Punkte  D  ist,    für 
den  der  Werth  des  Integrals  gleich  Null'  gesetzt  worden  ist. 
Setzt  mau 

y  =  9,     2hy  —  b=ß, 
80  wird  die  Gleichung  (3)  der  Trajectorie 

vroraus  man 

cdq 


dd  = 


findet«     Integriert  man,  und  bezeichnet  durch  w  die  willkühr- 
liche  Constante,  so  hat  man  daher 

3"  =  Ol  +  arc  (  cos  =  ^       ) , 

woraus  sich 

ly^r  =  c^  -^  r  yTh^y'^  —  c^ß  co8(3'— w)        (a) 
ergiebt,  wenn   man  w  -}-  tt  an  die  Stelle  von   o)  setzt,   damit 
w  der  Werth   von  d-  ist,  welcher  dem  kleinsten  Werthe  von 
/*,  d.  h.  dem  Punkte  der  Trajectorie  entspricht,  wo  der  Kör- 
per C  am  nächsten  ist. 

Um  daraus  die  Gleichung  der  krummen  Linie,   in  recht- 
M'lukligen  Coordinaten ,  abzuleiten ,   setze  ich 

ät'  =  r  cos  (3  —  w),     y*  -=.  r  sin  (5  —  w); 
x^    und  y'    werden   die   Coordinaten   des   Körpers   seyn,   die 
auf   die    Axen    Cx*    und    Cy'    bezogen    sind,    so    dafs    man 
x'  C X  :=:ia  hat.     Auch  ist 

x'^  -f-  y'^  =■  r^, 
und  wenn   man  beide  Theile   der  Gleichung    (a)   der  Trajec- 
torie auf  das  Quadrat  erhebt,  so  ergiebt  sich 

Aus  dieser  Form  erhellt,  dafs  die  Gleichung  zu  einem 
Kegelschnitte  gehört,  welcher  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel seyn  wird,  je  nachdem  die  beständige  Gröfse  ß  posi- 
tiv, negativ  oder  Null  seyn  wird.  Auch  sieht  man,  dafs,  in 
allen    Fällen,    der  Punkt  C  der  Brennpunkt   dieser  krummen 
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Linie  seyn  wird;  denn,  nach  der  Gleichung  (a),  ist  der 
Radius  Vector  r  eine  lineare  Function  der  Abscisse  x\  was, 
bei  den  drei  Kegelschnitten,  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  einer  ihrer  Brennpunkte  ist. 

Da  6  =  2ghy    so  bat  man 

ß  =  2lY  —  ^gfh 
hieraus  folgt  also,  dafs  das  Zeichen  von  ß  und  folglich  die 
Beschaffenheit  des  Kegelschnittes,  welchen  der  Körper  be- 
schreibt^ nur  von  seinem  anfänglichen  Abstände  und  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit,  nicht  aber  von  der  Richtung  dieser 
Geschwindigkeit  abhängt.  Verschiedene  materielle  Punkte,  die 
von  demselben  Punkte  D,  mit  derselben  Geschwindigkeit,  aus- 
gehen, werden  daher  Kegelschnitte  von  derselben  Beschaf- 
fenheit beschreiben,  wie  auch  immer  ihre  anfänglichen  Rich- 
tungen gewesen  sind.  Hat  man  z.  B.  it  =^,  so  ist  die  be- 
schriebene krumme  Linie  eine  Ellipse^  Parabel  oder  Hyperbel, 
je  nachdem  die  Höhe,  welche  zur  Anfangsgeschwindigkeit 
gehört,  kleiner  wie  C/?,  ihm  gleich^  oder  gröfser  seyn  wird. 

238. 

Ist  die  Trajectorie  eine  Ellipse,  so  zeigt  die  Gleichung 
(a),  dafs'  der  gröfste  und  kleinste  Werth  von  r  bezüglich 
den  Werthen  -^  =  i»  -|-  tt  und  -d*  =  w  entspricht ;  bezeichnet 
man  sie  durch  a  (1  -|-  c)  und  a  (l — e),  so  dafs  a  die 
halbe  grofse  Axe  und  e  die  Excentricilat  ist,  so  hat  man  also 

(Jty»  +  yfh^y^  —  c^ß)  a  (1  —  e)  =  c% 

oder,  was  dasselbe  ist, 

/Ja(l+e)  ==  hy'^'\'yrh^y^  —  c'^ß 

ßa{l—e)  —  ly^—yTk^y^—c^ß. 

Addiert   man    diese    Gleichungen,   und   multipliciert   man 
ihre   ersten    und  zweiten  Theile   mit  einander,   so  findet  man 

ßaz=zhy%     ßa^(i  —  e^)  =  c^. 

Setzt  man  für  ß  und  c  ihre  Werthe 

ß  z=z  2  {ky  — gJi))    '  c  z=:  y  \2gh  sin  «, 
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so  liudet  man'  dat*aU8 

2  {iy  —  gh)  a  =  hy^  \ 

yk  yTT^^^  =  2  y/^gh(ky  —  gh)  sin  a  |  ^^^ 

wodurch  man  die  halbe  grofse  Axe  imd  die  Excentricitat  er- 
fährt. Man  bestimmt  den  Winkel  w,  indem  man,  zu  gleicher 
Zeit,  in  der  Gleichung  (a),  ^=zo  und  rz=y  setzt.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Dimensionen  der  Ellipse  und  die 
Lage  ihrer  grofsen  Axe  vollkommen  bestimmt  seyn,  sobald 
man  die  anfängliche  Lage,  Geschwindigkeit  und  Richtung  des 
Körpers  kennt.  Was  seine  Bewegung  auf  dieser  krummen 
Linie  betrifft,  so  ist  sie  durch  die  Formeln  (a),  (6),  (c)  de« 
f.  220  bekannt. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Au- 
genblicke ist,  nach  der  Formel  (4)  des  {.  234, 

2ky^ 
P^  =  2gh  -^2ky  4 5—, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

wenn  man  den  so  eben  gefundeiien  Werth  von  a  berücksich- 
tigt und  ky^z=p  setzt,  so  dafs  /*  hier,  wie  in  der  Formel 
des  §.  225 ,  die  Intensität  der  Centralkraft  iii  der  Einheit  des 
Abslandes  bezeichnet. 

239. 
Es  ist  nicht  ohne  Nutzen,  die  parabolische  Bewegung  be- 
sonders  zu   betrachten,  welche   man  näherungsweise  für   die 
der  Kometen,   während  der  Dauer  ilirer  Sichtbarkeit,   nimmt. 

Da  man  in  diesem  Falle  ß  =z  o  oder  ty:=zgh  bat,  so 
geben  die  Gleichungen  (6),  a  =  OO  und  «  =  1,  was  wirklich 
bei  der  Parabel  der  Fall  ist.     Die  Formel  (c)  reduciert  sich  auf 

^2  —  111. 
r    ' 

nennt  man  u  die  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise,  dessen 
Halbmesser  r  ist,  so  hat  man  vermöge  dieser  Forme} 

u*  —  ü 

daher  verhält  sich ,  in  gleichem  Abstände  von  der  Sonne ,   die 
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Geschw^itidigkeit  eines  Kometen,  7A\  der  eines  Planeten,   wel- 
cher einen  Kreis  beschreibt,  wie  y^2  zu   1. 
Im  Allgemeinen  geben  die  Gleichungen  (b) 

kya{i  —  c)  (1  4"^)  =  ^ghy  sin^a, 
wenn  man  beide  Theile  der  letzten  Gleichung  auf  das  Quadrat 
erhebt   und   mit   denen    der  ersten  multipliciert.     Nennt  man 
daher  p  den  kürzesten  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne, 

so  dafs  man 

p  =  a  (l  —  e) 

hat,   und  setzt  man  Icy  z=,  gh  und  «  =:  1 ,   so  hat  man 

p=ysin*a, 
wodurch  der  Abstand  des  Periheliums  vermittelst  des  anfang* 
liehen  Abständes  und'  der  anfänglichen  Richtung  des  Körpers, 
die  man  als  bekannt  voraussetzt,  bestimmt  wird« 

Ich  setze,   in  der  Gleichung  (ä),    ß  •=:  o  und   lyzn  gh 
und  nehme  statt  c*  seinen  Werth  2^Ay2sin^a,  so  wird  dies« 

Gleichung 

r  T=r  2y  sin*  a  —  r  cos  (^  —  w)^ 

und  liieraus  folgt 

2p 

r   e=    = 

1  -{-  cos  {p-  —  w) 
als  Gleichung  der  Trajectorie.     Setzt  man  ^  =  o  und  r  =r  y 
so  findet  man  daraus 

y  (1  -{-  cos  Iß)  =  2p j     cos  i a>=  sin  a, 
wodurch   der  Winkel  ia   bestimmt  wird,   welchen  der  Radius 
Vector  des  Periheliums   mit  demjenigen  einschHefst ,   der  nach 
dem  Ausgangspunkte  des  Körpei«  gezogen  ist. 

Ich   substituiere   die   Werthe    von  c   und   r  in   die   erste 
Gleichung  (2)  des  J,234  und  setze,  zur  Abkürzung, 

yy/gh  sin  a 


p' 


n 


hieraus  folgt 

4rfd 


n  yf2  dt. 


[1  +  cos  {9  +  ü))Y 
Bemerkt  man,  dafs 

1  +  cos  (3^  —  w)  ^  2  cos«  i{3f  —  w) 
ist,    und  setzt  man 

3  — w  =  2^,    di  =*  2dfy 


3^8 

80  ergiebt  sich 

dyj      ndt 

■woraus   man,    wenn    man    integriert,    und    die    willkülirlicbe 
Constaute  durch  e  bezeichnet, 

-    (3  +  tang*i;i/)  tang  ^  +  e  =  -^ 

findet.     Um  diese  Constante  zu  bestimmen,  hat  man  zu  glei- 
cher Zeit 

t  =z  o,     &  z=:  Of     -^  =  —  5  w, 

und  da  cos  l(a  =  sin  a  ist,  so  folgt  hieraus 

6  =  (3  -j-  cot^  «)  cot  a. 

Nennt  man  t  die  Zeit,  welche  seit  dem  Ausgange  des 
Körpers  bis  zu  seinem  Durchgange  durch  das  Perihelium 
verflossen  ist,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

^  =  ^',     ^  =  cw,     ^  =  o, 

und  daher  - 

€y/2 


t'  = 


3/2 


Dies  vorausgesetzt ,  bezeichne  man  durch  -  t  die  Zeit, 
welche  vom  Augenblicke  dieses  Durchgangs  an  gezählt  wird, 
so  dafs  man  ^=  ^'  "|"  "^  ^**>  «o  ergiebt  sich 

[3  +  tang^  i  {&  —  w)]  tang  ^  (^  _  «,)  =  i^  ;  (e) 

löfst  man  diese  Gleichung  des  dritten  Grades  auf,  so  hat  man 
daher  tang  ^  (^ -^  cu)  als  Function  von  t  ausgedrückt,  und 
daher  auch  r  und  &  für  einen  beliebigen  Augenblick.  Die 
Zeit  T  ist  nach  dem  Durchgänge  durch  das  Perihelium  positiv 
und  vor  diesem  Durchgange  negativ. 

Da 

ghy  =,  hy^  =  ^,     y/^y  sin  a  =  yfp, 

so  ist  der  vorhergehende  Werth  von  n  derselbe,    wie 

n  —  — y^j 
PSP 
er  ist  daher,    nach  der  Gleichung  a^ n^  ziz  ^  des  {.228,    die 

mittlere   Winkelgeschwindigkeit   eines   Planeten,    dessen   halbe 

grofse  Axe  gleich  p  ist,  und  wenn  man  i  die  der  Erde  und  / 

ihre  halbe  grofse  Axe  nennt,  so  dafs  man 
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hat)    so  findet  man  hieraus 

llyTl 

n  =  — -^ 

iPV> 
für  den  Werth  von  /!• 

240. 
Diese  Analyse  zeigt,  dafs  man,  wenn  man  die  Bestim- 
mung der  Bewegung  eines  Kometen  als  eine  dynamische  Auf- 
gabe ansieht  und  daher  voraussetzt,  dafs  seine  anfängliche 
Lage,  Richtung  und  Geschwindigkeit  bekannt  hey^  aus  diesen 
Angaben  den  Absland  p  der  Spitze  der  Parabel  vom  Brenn-' 
punkte,  den  Augenblick  des  Durchganges  des  Körpers  durch 
diese  Spitze,  oder  den  Werlh  von  t^  und  die  Lage  der  Axe, 
die  vom  Winkel  m  abhängt,  ableiten  kann.  Die  Gleichungen 
(c),  {d)  und  {e)  geben  alsdann  die  Geschwindigkeit  des  Ko- 
meten und  seine  Lage  auf  der  Trajeclorie  für  jeden  beliebigen 
Augenblick  an,  upd  da  die  Ebene  der  krummen  Linie  dieje-  . 
iilge  ist,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  und  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  geht,  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Bewegung  voUkommen  bestimmt  ist.  Die  astronomische 
.Aufgabe  ist  aber  eine  andere.  Entdeckt  man  einen  Kpmeten, 
so. geben  die  Beobachtungen  nicht  unmittelbar  die  Ebene  seiner 
Bahn ,  seinen  Abstand  von  der  Sonne ,  seine  Geschwindigkeit 
und  seine  Richtung,  für  den  Augenblick,  in  welchem  er 
sichtbar  wird;  so  dafs  also,  wenn  man  seine  Lage,  in  diesem 
Augenblicke,  als  Ausgangspunkt  nimmt,  die  Constanten  y^  h,  a 
nicht,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  gegeben  sind. 
Die  Frage  besteht  alsdann  darin,  aus  den ^ Beobachtungen  die 
Werthe  von  fünf  Gröfsen,  nemlich:  die  Neigung  der  Bahn 
und  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens  auf  der  Ebene 
*  der  Ekliptik,  wodurch  die  Ebene  der  Bahn  bestimmt  wird, 
die  Länge  des  Periheliums  und  seinen  Abstand  von  der  Sonne, 
welche  Stücke  die  Lage  der  Bahn  in  ihrer  Ebene  angeben  und 
endlich  die  dem  Durchgange  des  Kometen  durch  sein  Perihelium  • 
entsprechende  Zeit  zu  finden.  Wenn  diese  fünf  unbekannten 
Gröfsen  bestimmt  sind,  so  geben  die  Gleichung^  (c) ,  (d)  und 
(e)y  wie  früher,  die  Bewegung  des  Kometen  in  seiner  Ebene. 

24 
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Jede  Beobachtung  des  Kometen  giebt  aber  seine  gerade  Auf- 
steigung und  seine  Deklination ;  drei  Beobachtungen  geben  also 
sechs  Data^  und  daher  sechs  Gleichungen ,  die  mehr  als  hin- 
reichend sind,  um  die  fiinf  Unbekannten  zti  bestimmen«  Daher 
kann  man  zwei  dieser  Gleichungen  durch  ihre  Verbindung 
ersetzen,  welche  am  geeignetsten  ist,  den  Einfilufs  der  Beob- 
achtungsfehler zu  ersetzen.  Hat  man  die  Naherungswerthe  der 
fünf  angegebenen  Elemente  auf  diese  Weise,  aus  den,  zur  Zeit 
der  Erscheinung  des  Kometen,  angestellten  Beobachtungen,  ge- 
funden, 80  dienen  alsdann  die  folgenden  Beobachtungen  dazu, 
diese  ersten  ^Werthe  zu  verbessern  und  die  Formeln  (d)  und 
(e)  zu  bestätigen. 

Wir  können  hier  diese  astronomische  Aufgabe,  von  welcher 
man  mehrere  Auflösungen  hat,  nur  andeuten, 
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Siebente«    Kapitel. 

I 

Dfgression  über  die  allgemeine  Anziehung. 

241. 

Die  materiellen  Punkte  aller  Körper  ziehen* 
»ich  wechselseitig,  im  directen  Verhältnisse  der 
Massen  und  im  umgekehrten  des  Quadrates  der 
Abstände,    an. 

Dieses  grofse  Naturgesetz,  welches  Newton  entdeckt  hat, 
ist  eine  nothwendige  Folge  der  Beobachtungen  und  des  Cal- 
culs.  Man  kann  in  Laplace's  ^^Exjj^osition  du  systim^  du 
monde"  sehen,  wie  man,  wenn  man  von  der  Erfalirung  aus- 
geht, ohne  Hypothese  und  durch  eine  Reihe  strenger  Schlüsse 
auf  das  Princip  der  allgemeinen  Anziehung  geführt  wird. 
Die  £nt Wickelungen  dieses  Princips  sind  der  besondere  Zweck 
der  Mechanik  des  Himmels.  In  diesem  Kapitel  beschränke 
ich  mich  darauf,  die  wesentlichsten  Folgen  desselben  in  der 
Kürze  zu  errdutern, 

242. 
Die  Xraft,   welche  die  Planeten   in   ihren  Bahnen  zurück 

hält,  ist  die  IVIittelkraft  der  Anziehung,  die  durch  alle  ma- 
teriellen Punkte  der  Sonne  auf  alle  eines  jeden  Planeten  aus- 
geübt wird.  Wegen  der  Kleinheit  der  Dimensionen  der  Sonne 
lind  der  Planeten  im  Verhältnisse  zu  den  Abständen,  die  sie 
trennen ,  können  diese  Anziehungen ,  mit  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit,  in  der  ganzen  Ausdehnung^  eines  Planeten ,  als  pa- 
rallele und  gleiche  Kräfte  angesehen  werden.  Ihre  Mittelkraft 
ist  alsdann  ihrer  Summe  gleich  imd,  wenn  der  Abstand  der- 
selbe bleibt,  so  ist  die  bewegende  Kraft  eines  jeden  Planeten 
dem  Produkte  aus  seiner  Masse  in  die  der  Sonne  proportional, 
was^  wegen  der  fast  kugelförmigen  Gestalt  dieser  zwei  Kör- 
per, noch  genauer  wird,  wenn  man  für  ihren  Abstand  den 
ihrer  Schwerpunkte  nimmt  ({.  99). 

Man  nehme  daher,  um  die  Intensität  dieser  KrafI  in 
Zahlen  auszudrücken,  an,  dafs  man  einen  gewissen  Absland, 
z.  B.  den  der  Sonne  von  der  Erde ,  als  lineare  Einheit  be- 
trachte; man  wähle  sich  eine  bestinunte  Masse  und  einen  be- 

24* 
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stimmten  Zeitraum  als  £inlieit(!ti  dieser  Art  von  Gröfsen^  und 
nehme  noch,  wie  in  (.118,  als  Einheit  der  Kraft ^  die  be- 
ständige beschleunigende  Kraft,  welche  in  der  Zeiteinheit  eine 
der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt.  !Maii 
denke  sich  jetzt  zwei  Körper,  deren  Massen  derjenigen  gleich 
sind ,  welche  man  für  die  Einheit  genommen  hat ,  und  die 
in  einem  Abstände  von  einander  stehen,  welcKer  der  Langen- 
einheit  gleich  ist.  8ey  f  die  anziehende  Kraft,  welche  einer 
dieser  Körper  auf  den  anderen  ausübt,  d.  h.  das  numerische 
Verhältnifs  seiner  Intensität  zu  der  der  Kraft,  die  als  Einheit 
angenommen  worden  ist.  Ferner  seyen  M  und  m  die  Masse 
der  Sonne  und  die  des  Planeten ;  die  bewegende  Kraft  des 
Planeten  wird,  in  der  Binheit  des  Abstandes,  fMm  seyn^  und 

wird  im  Abstände  r  gleich  - — - — . 

Der  Werth  der  Gröfse,  die  wir  mit/  bezeichnen,  hängt 
von  der  anziehendeii  Kraft  ab,  welche  die  Materie  besitzt; 
diese  Kraft  ist,  bei  gleicher  Masse  und  gleichem  Abstände, 
fär  alle  Körper  in  der  Natur  dieselbe.  Nichts  läfst  bis  jetzt 
vermutheu,  dafs  sie  mit  der  Zeit  zu-  oder  abnimmt,  und  man 
hat  Grund  zu  glauben,  dafs  bie  immer  dieselbe  war  und 
seyn  wird, 

243. 
Die  bewegende  Kraft  der  Masse  JUT ,   die  von   der  Masse 

m  herrührt,  wird  ebenfalb  durch  *^    ^      dargestellt,   so  dafs 

die  Wirkung,  welche  jeder  Planet  auf  die  Sonne  ausübt,  der 
Wirkung   der  Sonne  auf  den  Planeten  gleich  und  entgegenge- 

setzt  ist.     Da  aber  die  bewegende  Kraft  - — r— ,    die   auf   die 

zwei  Massen  M  und  m  wirkt,  ihnen  in  jedem  Augenblicke  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeiten  mittheilt,  welche  diesen  Massen 
umgekehrt   proportional   sind,   «o   sind  ihre  beschleunigenden 

Kräfte  -—j  und  -tj"«     Hieraus  folgt,  dafs,  .wenn  diese  beiden 

Körper,  ohne  Anfangsgeschwindfgkeit  zu  haben,  ihrer  wechsel- 
seitigen Anziehung  überlassen  sind,  sie  sich  einander  nähern 
werden,  indem  sie,  in  derselben  Zeit,  Räume  durchlaufen, 
die  im   umgekehrten   Verhältnisse  ihrer  Massen  stehen.     Sie 
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trefTen  iiii  Schwerpunkte  von  M  und  m  zusammen,  welcher 
ihren  anfanglichen  Abstand  in  zwei  Theile  tliellt,  die  den 
Massen  umgekehrt  proportional  sind. 

Hat,  im  Allgemeinen,  der  Planet  im  Räume  eine  Bewe- 
gung nach  einer  gewissen  Richtung  angenommen  ^  und  will 
man  seine  scheinbare  Bewegung  um  den  Mittelpunkt  der  8onne, 
den  man  als  fest  ansieht  ^  bestimmen,  so  muTs  mun  annehmen, 
daCs  man  derselben ,  in  ^dem  Augenblicke,  eine  unendlich 
kleine  Geschwindigkeit  mittheilt,  die  derjenigen,  welche  von 
der  Anziehung  des  Planeten  herrührt,  gleich  und  entgegenge- 
setzt ist.  Um  aber  die  relatiire  Bewegung  dieser  zwei  Körper 
nicht  zu  ändern,  muls  man,  zu  gleicher  Zeit,  die^e  Geschwin- 
digkeit dem  Planeten  mittheilen,  was  darauf  zurück  kommt, 
dafs  man  eine  beschleunigende  Kraft  an  denselben  anbringt, 
welche  der  der  Sonne  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Bei 
der  Bewegung,  die  wir  hier  betrachten,  ist  daher  die  beschleu- 
nigende K.raft  des  Planeten  m  immer  gegen  die  Sonne  M  ge- 

richtet  und    der  Summe   der  beiden  Kräfte   — r-,    — r-  gleich. 

ii 
Will  man  daher  dieselbe,  wie  in  ^.225^  durch  -^  ausdrücken, 

80  mufs  man 

^1   =  y  (üf  -f-  m) 

setzen. 

Diesen  Werth  mufs  man  daher  in  die  verschiedenen  Glei- 
chungen der  elliptischen  Bewegung,  welche  früher  gegeben 
worden  sind,  substituieren;    die  Gleichung 


des  angeführten  f.  giebt  also 


(1) 


«5    —  y(M  +  m)^ 
'  wo  T  noch  immer  die  Umlaufszcit  des  Planeten   und  a   die 
halbe  grofse  Axe  seiner  Bahn  ist. 

Das  Verhältnifs  -^ .   welches,  wie  man  sieht,    von  der 

Grofse  m  abhängt,  wird  daher  bei  zwei  Planeten,  deren 
Massen  ungleich  sind,  verschieden  seyn,  so  dafs  man  nicht 
annehmen  kann,  dafs  es  bei  allen  Piaiieien  genau  dasselbe  ist. 
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Indessen  zeigen  die  Beobachtungen,  welche  zum  dritten  Kepp- 
lerschen  Gesetze  führen,  dafs  dieses  VerhältaiTs  fast,  wenn 
auch  nicht  gaiiz  genau,  beständig  ist.  Man  mufs  hieraus  schlie- 
fsen,   dafs    die   Massen   der  Planeten,  im   Verhältnifs  zu  der 

Masse  der  Sonne  sehr  klein  sind,  so  dafs  das  Verhältnifs  ~ 
de«  Quadrate»  der  Zeit  zur  dritten  Pptenz  des  mittleren  Ab- 
standes  »ich  nur  »ehr  wenig  von  einem  Planeten  zum  anderen 
ändert.  Die  Masse  des  Jupiters,  welche  unter  allen  die  be- 
trächüichste  ist,  beträgt  weniger  als  ein  Tausendtel  der  Masse 
der  Sonne. 

244. 
Aus   diesem  Grunde   bringt   die  wechselseitige  Anziehung 
der  Pkneten  nur  sehr  langsame  oder  sehr  unbeträchtliche  Stö- 
rungen  in  der  eUiptischen  Bewegung,   welche  von  der  Anzie- 
hung der  Sonne  herrührt,  hervor.     Denn   wenn    die  Massen 
zweier  Planeten  m   und   m,  sind,   so   ist  der  Ausdruck  der 
bewegenden  Kraft,  die  von  dem  einen  nach  dem  anderen  ge- 
richtet ist,  im  AbStande  p  gleich"^;    die  beschleunigende 
Kraft   von  m,   welche   von  der  AnSehung   von  nty  herrührt 
aaner  -^  ,.  und  da  der  Abstand  p  niemaU  im  Verhähhifs 
sehr^lT  •'^'''*- "?'   "'   in  welchem  m   von   der   Sonne  steht, 

.ie  Anziehun^g  Z  t^^  t^:S:Z^'^l^ 

«ehung-  von  ,.,  nur  sehr  wenig  modificiert  w'erden  hat 

M  .1.  j      planetarischen   Störungen   können    daher  durch   die 

truher    (f.  229)    erklart  worden   ist,    bestimmt   werden.      Sie 

Zrj'Vr  Tr''^*^--  ^-  Die  einen  nemlfch 
l^  ^,!r  r  .  Y-S'^-l-l-iten,  die  im  AUgemeinen 
sehr  klein  smd  und  deren  Perioden     in  ,1«^  n      i  f 

unbeträchtliche  Vielfache  der  Tr.„l  'r  /  *^  '  """"*"*" 
renden  PI,no.!  ^'^"l''^''    '^''J^  Umlaufe  des  gestörten  und  stö- 

wegungen  bemahe  commensurabel  sind,  so  können  diese  Perio 

r:i  x::'  'i  ''^'''^''-  ^^^'  bedeu:e:dt;frZ: 

z.  B.  verhalten  sich  die  milüeren  Bewegungen   des  Saturn 
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und  Jupiter  beiualie  wie  »2  zu  5,  und  wirklich  hat  Laplace 
gefunden^  dafs  aus  der  wechselseitigen  Anziehung  dieser  zwei 
Planeten  eine  Ungleichheit  entspringt,  deren  Periode  929  Jahre 
ist,  und  deren  Maximum  ungefähr  48'  in  der  Länge  des 
Saturn  und  20 '  in  der  Länge  des  Jupiter  beträgt. 

Die  übrigen  Störungen  der  Planeten  sind: 

1)  Die  progressiven  Bewegungen  des  Periheliums  und 
der  Knoten  ihrer  Bahnen,  in  welchen  diese  Punkt«  den 
ganzen  Umring  in  sehr  langen  Zeiten,  die  viele  tausend 
Jahre  betragen  können,  durchlaufen. 

2)  Die  säcularen  Aenderungen,  welche  die  Excentrici- 
täten  und  die  Neigungen  ihrer  Bahnen  ändern,  so  wie  auch 
die  Inittleren  '  Längen  der  Planeten ,  deren  Perioden  den 
vorhergehenden  ähnlich  sind,  und  deren  wenig  beträchtliche 
Weiten  noch  nicht  vöÜig  bekannt  sind. 

Während  aber  diese  verschiedenen  Elemente  der  ellipti- 
schen Bewegung,  in  Folge  der  planetarischen  Anziehung,  sich 
zu  gleicher  Zeit  ändern,  so  ändert  diese  Kraft  merkwürdiger 
Weise  die  grofsen  Axen  der  Bahnen  und  die  mittleren  Be- 
wegungen der  Planeten  nicht,  welche  daher  zu  allen  Zeiten, 
dieselben  seyn  werden,  ebenso  wie  die  Umlaufszeiten,  die 
durch  die  Gleichung  (1)  mit  den  grofsen  Axen  verbunden  sind. 

Jedoch  bringen  die  säcularen  Aenderungen  der  mittleren 
Längen  ähnliche  Aenderungen  in  den  Zeiträumen,  die  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Rückkehren  zu  demselben  festen 
Punkte  veriliefsen ,  hervor.  Sie  sind  bei  der  Bewegung  der 
IManeten  unmerklich,  nicht  aber  bei  der  der  Trabanten  und 
besonders  des  Mondes ;  welche  aus  diesem  Grunde  mit  jedem 
Jahrhunderte  schneller  wird. 

Da  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  der  Anziehung 
eines  Planelen  /nx,  die  auf  einen  anderen  Planeten  77i  aus- 
geübt wird,  von  der  Masse  m  unab,hängig  und  der  Masse  m^ 
proportional  ist,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Störungen,  welche 
von  dieser  Kraft  herrühren  und  bei  der  Bewegung  von  in 
um  die  Sonne  beobachtet  werden,  dazu  dienen  können,  das 
Verhältnifs  der  Masse  nii  zu  der  der  Sonne  zu  bestimmeii. 
So  z,  B.  hat  man  aus  der  grofsen  Ungleichheit^  des  Saturns, 
die   durch    die   Wirkung  des  Jupiter  hervorgebracht  wkd ,  ge- 


.  1 
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funden,   dafs  die  Masse  dieses  letzteren  Planeten  — von 

'  1070 

der  der  Sonne  ist«  Ich  werde  sogleich  ein  anderes  Mittel 
angeben,  vfie  man  die  Masse  der  Planeten  berechnen  kann, 
wenn  sie  von  einem  oder  mehreren  Trabanten  begleitet  werden« 
Die  Kometen  bringen,  wegen  der  Kleinheit  ihrer  Massen^ 
gar  keine  bemerkbare  Einwirkung  auf  die  Planeten  hervor. 
Dagegen  werden  ihre  Bewegungen  durch  die  planetarischen 
Anziehungen  gestört  und  man  bestimmt  auch,  durch  die  Me- 
thode des  $.229,  ihre  Störungen,  welche  sehr  bedeutend  auf 
die  Epochen  der  Wiedererscheinung  eines  jeden  Kometen,  d.  h* 
.  auf  den  Zeitraum ,  welcher  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Durchgängen  durch  das  Perihelium  enthalten  ist,  ein- 
wirken« 

245. 
Seyen  m'  und  m  die  Massen  eines  Trabanten  und  seines 
Planeten   und   r'   der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte;  die  bewe- 
gende Kraft   des   Trabanten,    welche   nach   dem  Mittelpunkte 
des  Planeten  gerichtet  ist,  -^v^ird  ebenfalls,  in  diesem  Abstände 

r  ,  durch  — y-j—  ausgedruckt,  wo  der  Coefficient  /  derselbe 
ist,  wie  früher« 

Die  beschleunigende  Kraft  des  Trabanten,  in  seiner  schein- 
baren   Bewegung    um    den   Planeten,    hat   den   Werth   -r^, 

wenn  man 

/*'   =  /*  (tu  -|-  m) 
setzt« 

Ich  bezeichne  durch  a  die  halbe  grofse  Axe  der  Bahn 
des  Trabanten  und  durch  T  seine  Umlaufszeit;  wendet  man 
die  Gleichung  (1)  auf  seine  Bewegung  an,  so  hat  man 

und  wenn  man  in  diesen  zwei  Gleichungen  die  ersten  und 
zweiten  Theile  mit  einander  dividiert,  um  den  CoejDTicienten  / 
zu  eliminieren,  so  hat  man 

T^  Vf   _   m  +  m' 
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Mit  Ausnahme  des  ^oncles  sind  aber  äie  Massen  der 
Trabanten  sehr  klein  im  Verliältnifs  mit  denen  ibrer  Planeten. 
Die  Masse  eines  Jupiterlrabanten  z.  B.»  ist  nicht  der  zehntau- 
sendc  Tlieil  von  der  dieses  Planeten*  Man  kann  daher  m  an 
die  Stelle  von  ni  ^  m  in  diese  letztere  Gleichung  setzen, 
und  da  a,  a',  T,  T'  durch  die  Beobachtung  gegeben  sind, 
80  kann   sie    dazu   dienen;   das  Yerhältnifs  von   m  zu  M  'zu 

bestimmen.     Auf  diese  Weise  hat  Newton  gefunden,  dals  die 

1 

Masse  des  Jupiter  ■■  .     ■   der  Masse   der  Sonne   ist,   was  nur 

1067 

1 

wenig  von  dem  Werthe  • verschieden  ist,  den  man  nach- 
her durch  ein  anderes  Mittel  gefunden  hat  *). 

246. 
Die  wechselseitige  Anziehung  der  Trabanten  eines  und 
desselben  Planeten,  wenn  er  deren  mehrere  hat,  und  die  Uu- 
gleichheit  der  Wirkung ,  welche  die  Sonne  auf  jeden  Traban- 
ten und  seinen  Planeten  ausübt,  bringen^  in  den  elliptischeu 
Bewegungen  der  Trabanten  ganz  älinliche  Störungen  hervor^ 
wie  wir  sie  für  die  Planeten  gefunden  haben«  Die  Störungen, 
.  welche  von  der  Wechselwirkung  der  Planeten  herrühren,  ge- 
ben die  Verhältnisse  ihrer  Massen  zu  der  des  Planeten  an, 
dessen  Wirkung  ihre^  elliptische  Bewegung  hervorbringt.  Da 
dieses  Mittel  aber  bei  dem  Monde  nicht  anwendbar  ist,  so 
mufs  man,  um  seine  Masse  zu  bestimmen,  andere  Betrachtun- 
gen anwenden,  von  welchen  ich  hier  nur  die  Wirkung  dieses 
Trabanten  auf  das  Meer  hervorheben  will. 

Sey    C  (Fig.  56)    der   Mittelpunkt    der   Erde,  ^  der  des 
Mondes,  M  ein  beliebiger  Punkt  des  Erdsphäroids,  man  setze 

C^  —  a,     JM  =  p,      CM  =  r, 
und  bezeichne  den  Winkel  ACM  durch  A,  so  hat  man 

ß2  =:  «a  _  2ar  cosA  -|-  /^ 

■         I    _  im  I 

*')   In  der  neuesten  Zeit  hat  man  jedoch  gefunden,   dafs  die  Masse  des 
Jupiter  noch  um  ein  BeträchUiches  gröCser  ist     Airy  bat  dieselbe  zu 

ZTTTT^  beatimmt  (Memoirs  of  the  Roy.  Astron.  Society  Vol.  6).    Man 

vergleiche  auch    einen   Aufsatz   von   Olbers    in  Harding's    astronom. 

Ephemeriden  für  das  Jahr  1834.  S.  122  ff. 

Anmetk.  des  üebers 
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und  wenn  man  vom  Punkte  M  die  senkrechte  MB  auf  die 
Linie  ^C  fällt,  so  bat  man  auch 

MB  =  r  sin  A ,     ^B  '=  «  —  r  cos  A. 

Im  Punkte  M  ist  der  Werth  der  beschleunigenden  Kraft, 
die  Ton  der  Anziehung  des  Mondes  herrührt  und  nach  Mjäi 

r       t 

gerichtet  ist,    * — ^,  indem  man  durch  m   die  Masse  des  Tra- 

banten  und  durch/  denselben  Coefßcienten ,  wie  friiher,  be- 
zeichnet« Die  Seitenkräfte  dieser  Kraft,  welche  nach  der 
senkrechten  Linie  MB  und  der  mit  AC  parallelen  MD  ge- 
richtet sind,  werden  daher 

JmrsinX        jm  a         fm'rco^X 

seyn.  Ich  substituiere  den  Werth  von  ^  in  diese  Ausdrücke, 
und  da  der  gröfste  Werth  von  r,   d.  h.  der  Halbmesser  der 

1 

Erdkugel   nur  ungefähr  —  von  a  ist,    so   vernachlässige  ich 

das  Quadrat  von  r.     Setzt  man  daher 

*           fmrbiJxX                2  fm  r  cos  A  ^ 
5 =  y^    3 —  ^  J 

so  sind  die  zwei  Seitenkräfte  der  Anziehung  des  Mondes 

im      .       , 
cp  und  •^—5 Y  G)  . 

Es  werden  dalier  alle  Punkte  der  Erde,  parallel  mit  CA^ 

fni 
durch   eine    beständige    Kraft,    die   gleich    — -r-  ist,   getrieben 

werden,  und  aufserdem  durch  die  Kräfte  (p  und  y',  deren 
Mittelkraft  sich,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  von  einem 
Punkte  M  zum  anderen   ändert  und  im  Mittelpunkte  C  Null 

ist.     Es  ist  aber   offenbar,   dafs  in  Folge  der  Kraft   —^  dia 

ganze  Masse  der  Erde^  mit  einer  allen  Punkten  gemeinschaft- 
lichen Bewegung,  nach  dem  Monde  hin  gezogen  wird,  ohne 
dafs  die  Punkte  des  flüssigen  Theils  ihre  relativen  Lagen  ändern ; 
daher  sind  es  die  an  die  verschiedenen  Punkte  iles  Meeres 
angebrachten  Kräfte  tp  und  y)',  welche  die  durch  die  Einwir- 
kung des  Mondes  entstehende  Ebbe  und  Fluth  hervorbringen. 
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Ist   die  Masse  der  Sonne   M  und  ihr  Abstand  von  der 
Erde   a^  und   bezeichnet   man    aufserdem^    durch    /f,  -rt;,   tu 
daS;   was  X^  (pj  (p'  in  Beziehung  auf  die  Sonne  werden,  so  ' 
hat  man  auch 

fMrsinn           ,         2f  Mr  cos  u. 
^  =  '^ ;73-^>     "f    =  ^'^— Ti 

als  Seitenkräfte  der  Kraft ,  die  von  der  Wirkung  der  Sonne 
herrührt,  welche  ebenfalls  zu  der  Erscheinung  der  Ebbe  und 
Fluth  beitragen.  Vergleicht  man  sie  mit  den  Kräften  tp  und 
(p\  so  sieht  man,  dafs  für  einen  Punkt  des  Meeres,  dessen 
Radius  Vector  r  denselben  Winkel  X  oder  p  mit  dem  Radius 
Vector  des  Mondes  oder  der  Sonne  einschliefst,  die  Wirkungen 
dieser  beiden  Weltkörper,  welclie  die  Schwankungen  des 
Meeres  hervorbringen,  sich  zu  einander  verhalten,  wie  ihre 
Massen,  dividiert  durch  die  dritte  Potenz  ihrer  Abstände  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde.  Man  sieht  aber^  dafs,  wenn 
sonst  alles  gleich  ist,  die  Gröfsen  dieser  Schwankungen  sich 
zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden  KräilLe;  Be-* 
zeichnet  man  daher  durch  a  das  Yerhältnifs  der  durch  den 
INIond  verursachten  Fluth  zu  der  durch  die  Sonne  verursach- 
ten, für  denselben  Ort  der  Erde  und  ähnliche  Lagen  beider 
Weltkörper,   so  hat  man 

m'   faM 

in  welcher  Gleichung  man  für  a  und  a  die  mittleren  Ab- 
stände des  Mondes  und  ier  Sonne  von  der  Erde  nehmen 
mufs  und  woraus  man 

in'   a^    M 

m  a^    m 

findet,  wenn  man  m  die  Masse  der  Erde  nennt.  • 

Man  ,kann  wirklich  die  von  dem  'Monde  und  die  von 
der  Sonne  herrührenden  Fluthen,  durch  die  verschiedenen 
Gesetze,  die  sie  befolgen,  von  einander  unterscheiden  und  ihr 
Verhältnifs  an  jedem  Orte  der  Erde  bestimmen.  Das  Mittel 
aus  einer  grofsen  Anzahl  von  Beobachtungen ,  die .  im  Hafen 
von  Brest  angestellt  worden  sind ,  giebl  *) 

CO  =  2,3533 


«)   M^canique  Celeste  T.  V.  p^  206. 


7^ 


380 

als  Werlh  dieses  Verhülluisses.  Der  Abstand  a  ist  ungefähr 
400  mal  so  grofs  als  der  Abstand  a  und  die  Masse  My  rrie 
man  sogleich  sehen  wird,  ungefähr 'das  355000  fache  der 
Masse   m.     Vermittelst   dieser  Werlhe   findet  man    nach   der 

1 
vorhergehenden  Formel,    dafs   die  Masse  des  Mondes  —  der 

Masse  der  Erde  ist« 

Die  Wirkungen  des  Mondes  und  der  Sonne  bringen,  abr 
gesehen  von  den  Schwankungen  des  Meeres,  auch  in  der  Be- 
wegung des  Erdsphäroids  um  seinen  Schwerpunkt,  wegen  sei- 
ner Abplattung,  Störungen  henror,  die  ich  auseinander  setzen 
werde,  wenn  von  der  drehenden  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers die  Rede  seyn  vrird. 

247. 
Man  bemerke,   dafs  die  nach  der  Verlängerung  MS  des 
Halbmessers  CM  gerichtete  Seitenkraft  von   (p  und   ^'  ^eich 
fp'  cos  A  — -  fp  sin  A  ist,  so  dafs  ihr  Werth 

/2cos«A  —  6in2A)-i-— 

beträgt.     Dies   ist   die  Verminderung   der  Schwere  im  Punkte 

üf ,    welche   die  Wirkung   des  Mondes  hervorbringt.     Nimmt 

man  aber  an,  daffi(  M  ein  Punkt  der  Oberfläche  der  Erde  ist, 

und  bezeichnet  durch  g  die  Schwerkraft  in  diesem  Punkte,  so 

hat   man    auch   beinahe  jmzzigr^.     Ferner   entspricht    das 

Maximum  von   2  cos  ^  A  —  sin  *  A   dem  Werlhe    A  =  o   und 

ist  =  2.     Der  gröfste  Werth  dieser  Verminderung  der  Schwere 

2gr^  1 

ist  daher     f    , ,   welche  Gröfse  beinahe  • von  g  be- 

75  a  5  8000000  ^ 

trägt,  wenn  man  —  =60  setzt.     Man  müfste  daher,  wenn 

der  Einflufs  der  Wirkung  des  Mondes  auf  die  Länge  des 
Secundenpendels  mefsbar  werden  sollte,  die  Genauigkeit  bis 
2ur  zweiten  Decimale  nach  den  Hunderttau sendteln  treiben 
können,  wo  man  gewöhnlich  bei  der  Bestimmung  seiner 
Länge  stehen  bleibt.  Dieser  Einflufs  würde  im  Zeitmafse  eine 
Ungleichheit  hervorbringen,,  die  sich  nach  der  Bewegung  des 
Mondes  richtete,  und  deren  Maximum  in  einem  Tage  nicht 
über  den  hunderten  Theil  einer  Secunde  betragen  würde. 
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248. 

Die   Scliwere,   welche  wir    an    der  Oberfläche  der  Erde 

beobachten,   üt,   abgesehen  von  der  Centrifugalkrafty  die  yon 

der  Umdrehung  der  Erde  herrührt ,  die  Mittelkraft  der  Anue* 

hungen^   welche  durch   alle  Punkte  des   Spharoids  auf  jeden 

.  materiellen  Punkt  ausgeübt  werden,  welche  Mittelkraft  nur  von 
der  Lage  und  der  Masse  dieses  Punktes,  nicht  aber  von  der 
Natur  des  Körpers,  dem  er  angehört,  abhängt;  dies  hat  auch 
die  Erfahrung  vollständig  bestätigt.-  Die  Intensität  dieser  Kraft 
mufs  abnehmen,  so  wie  man  sich  über  die  Oberflache  der 
Erde  erhebt,  und  dies  folgt  auch  aus  den  Pendelversüchen, 
die  in  verschiedenen  Höhen  angestellt  worden  sind.  Ferner 
mufs  die  Schwerkraft  an,  der  Erde,  wenn  man  sie  im  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  des  Erdhalbmessers  zum  Quadrate  des 
Halbmessers  der  Mondbahn  vermindert,  die  beschleunigende 
Kraft  seyn,  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  zurückhält. 
Da  aber  der  Abstand  des  Mondes  ungefähr  das  Sechzigfache 
des  Halbmessers  der  Erde  beträgt,  so  folgt  hieraus ^  dafs  der 
Mond,  wenn  er  gar  keine  Geschwindigkeit  hätte,  sich  in  einer 
Minute    durch  denselben  Raum  nach  der  Erde  hin   bewegen 

~  müfste ,  den  irgend  ein  Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde 
in  einer  Secnnde  durchlauft.  Diese  Grüfse  ist  nichts  Anderes 
als  der  Sinus  versus  des  Bogens ,  den  der  Mond  in  seiner 
Bahn  in  einer  Minute  beschreibt ^  oder  beinahe  das  Quadrat 
dieses  Bogens  dividiert  durch  den  Durchmesser  dieser  krum- 
men Linie.  Da  nun  der  Umfang  der  Bahn  sechzigmal  so 
viel  als  der  der  Erde  beträgt,  so  findet  man  hieraus,  dafs  die 

60  7$ 
erwähnte  Gröfse  40  Millionen  Meter,   multipliciert  mit  — r-» 

beträgt,  wenn  man  durch  n  die  Anzahl  der  Minuten  bezeich- 
net, welche  die  Umlaufszeit  des  Mondes  enthält.  Dieses  Pro- 
dukt mufs  daher,  vermöge  des  Werthes  von  g^  den  man 
durch  die  Pendelversuche  gefunden  hat,  beinahe  gleich  4,90 
Meter  seyn;  ma^  findet  wirklich  4,88  Meter,  wenn  man 
bemerkt,  dafs  az  =  39343  ist.  Der  Unterschied  würde  noch 
unbedeutender  seyn,  wenn  man  verschiedene  Umstände,  die 
wir ,  um  den  Beweis  zu  vereinfachen ,  weggelassen  haben, 
berücksichtigen  wollte. 

Die  Schwere  an   der  Oberfläche   der  Erde  ist  daher  ein 


3Ö2        .   ' 

besonderer  Fall  der  allgemeinen  Anziehung  und  man  neunt 
daher  auch  diese  allgemeine  Kraft  die  allgemeine  Schwere 
qder  Gravitation. 

249. 
Da   die  Erde    sich  wenig  von    der  Kugelgestalt    entfernt^ 
so  ist  die  Anziehung,  welche  sie  auf  einen  Funkt  ihrer  Ober- 

fläche  ausübt,  ungefähr  ——,  wie  die  einer  Kugel,  wenn  man 

durch  rh  ihre  Masse,  durch  r  ihren  Halbmesser  und  durch  f 
den  CoeiGcienten  der  allgemeinen  Anziehung  bezeichnet.  Die- 
ser genäherte  Werth  mufs  für  die  Punkte,  welche  einem  ge- 
wissen Parallelkreise  ^gehören,  genau  richtig  seyn  und  nach 
der  Theorie  der  Anziehung  der  Sphäroide,  die  wenig  von 
einer  Kugel  verschieden  sind,  ist  dieser  Parallelkreis  derjenige, 
bei  welchem  das  Quadrat  des  Sinus  der  Breite  \  beträgt. 
Auf  diesem  Parallelkreise  ist  das  Maafs  der  Schwere  9'»,  79386 
({.  193),  um  es  aber  der  Anziehung  der  Erde  gleich  zu  setzen, 
mufs  man  es  zuerst  noch  um  die  verticale  Seitenkraft  der 
Centrifugalkraft  vermehren,   welche  Seitenkräft,  unter  diesem 

2 

Parallelkreise,  dem  Bruche  der  Schwerkraft  gleich  ist 

3.289 

(f.  178).     Setzt  man  daher 

.  g  —  (9«, 79386)   ^1  +  57?^)  =  9'«,81645, 

so  kann  man  diesen,  so  modificierten ,  Werth  der  Schwere, 
als  der  Anziehung  der  Erde  gleich  ansehen  und 

setzen. 

Multiplici^rt  man  die  beiden*  Theile  dieser  Gleichung  mit 
denen  der  Gleichung  (1)  des  f.  243,  die  auf  die  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  angewandt  wird,  so  findet  man  daraus 

m        _    gT^r^i 
M  +  rn  ~    An^a^  ' 
welche   Formel   dazu    dient,    das  Verhältnifs  der  Masse   der 
Erde  zu  der  der  Sonne  zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie der  Halbmesser  der- Erde  und  dessen  Höhe  sein  Abstand 
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von  der  Sonne  Ist,  so  ist  der  kleine  Winkel,  -welcher  der 
Grundlinie  gegenüber  liegt,  die  Parallaxe  der  Sonne,  die 
man  direct  durch  astronomische  Beobachtungen  bestimmen 
uüd  auch  aus  einer  gewissen  Ungleichheit,  welche  in  der 
Bewegung  des  Mondes  durch  die  Wirkung  der  Sonne  hervor- 
gebracht -wird,  und  die  parallak tische  Ungleichheit 
heifst,  bestimmen  kann.  Die  Gröfse  der  Parallaxe  ändert  sich 
mit  dem  Halbmesser  der  Erde  und  ihrer  Entfernung  von  der 
Sonne;  für  den  mittleren  Abstand  a  und  den  Halbmesser  r, 
der  nach  dem  Parallelkreise  gezogen  ist,  dessen  Sinus  der 
Breite  V^|  beträgt,  ist  ihr  Werth  8",  60.    Daher  hat  man 

-^  =  tang  8",  60,      a  =  (23984)  r. 

Unter  demselben  Parallelkreise    und  wenn  man  die  Ab- 

1 

plattung  der  Erde  gleich   -—  setzt ,  hat  man 

r  =   6364551"». 

Die  Zeit  des  Umlaufs  der  Erde  um  die  Sonne,  in  Secun- 
den  ausgedrückt^   ist 

T  =  (86400)  (365,256374). 

Vermittelst  dieser  Werthe  und  des  Wcrthes  von  ff,  der 
ebenfalls  für  die  Vorau^etzung  bestimmt  ist,  dafa  man  die 
Secunde  als  Zeiteinheit  genommen  hat,  ist 

M 


m  = 


354592 


250. 
Die  Sonne  ist  eine  Kugel,  deren  Halbmesser  110  mal  so 
grofs  als  der  der  Erde  ist.  Man  kennt  daher  das  YerhältniTs 
der  Volumina  dieser  zwei  Körper  und  das  ihrer  Massen ;  hier*- 
aus  findet  man  unmittelbar  das  Verhältnifs  ihrer  mittleren 
Dichtigkeiten.  Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Sonne  ist  ungefähr 
der  vierte  Theil  von  der  der  Erde.  An  der  Oberfläche  der 
Sonne  ist  die  Gröfse  der  Anziehung 

wenn  man  ihren  Halbmesser  A  nennt.    Da 

RzizXiOr,-  g=J— 


3Ö4 

SO  ist  dkse  Gix>f$c  dasselbe  wie 

gM 


M 

und  ihr  Werlh,  vermöge  des  Werthes  von  —  gleich  (29, 5)  g. 

Da  die  Dauer  der  Umdrehung  der  Sonne  um  ihre  Axe  25,5 
Tage  ist,  so  ist  die  Centrifugalkraft  an  ihrem  Aequator  nur  der 
sechste  Theii  des  Werthes,  den  diese  Kraft  am  Aequator  der 
£rde  hat.  Vernachlässigt  man  daher  die  Verminderung,  die 
sie  in  der  Schwere,  an  der  Oberfläche  der  Sonne,  hervorbringt, 
so  sieht  man,  dafs  das  Gewicht  eines  Körpers,  an  dieser  Ober-p 
fläche,  29^  mal  das  Gewicht  desselben  Körpers  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  ist  und  dafs  die  Körper  dort  ungefähr  145 
Meter  in  der  ersten  Secunde  Dir  es  Falles  durchlaufen*  Wen- 
det man  allmälich  die  Gleichung  (1)  des  $•  243  auf  die  Erde 
und  einen  anderen  Planeten  an  und  setzt  voraus,  dafs  die 
Gröfsen  m,  a,  T  in  Beziehung  auf  die  Erde,  mi,  a^,  7\, 
in  Beziehung  auf  den  Planeten  werden,  ^o  findet  man  hieraus 

oif  _   M-\-mi     T^ 

durch  die  Elimination  von  /•  Kennt  man  den  Werth  von  a^ 
vermöge  der  Beobachtung  der  Sonnenparallaxe  oder  eines  ^- 
deren  Mittels,  so  wie  die  Masse  m  der  Erde  und  die  Dauer 
T  des  siderischen  Jahres ,  so  dient  diese  Gleichung  dazu ,  den 
Werth  der  halben  grofsen  Axe  a^  eines  Planeten  zu  bestim- 
men, wenn  man  seine  Masse  m  und  seine  Umlaufszeit  Tx 
kennt.  Das  in  $•  245  gezeigte  Verfahren  zur  Bestimmung  die- 
ser Masse  setzt  blos  voraus,  dafs  man  einen  NäherungswerÜi^ 
der  halben  grofsen  Axe  kennt. 

251. 
Die  Anziehung,  welche  an  der  Oberfläche  der  Erde  durch 
eine  beträchtliche  Masse ,  wie  z.  B.  durch  einen  hohen  Berg, 
ausgeübt  wird,  lenkt  die  schweren  Körper  von  der  verticalen 
Richtung  ab,  und  die  Verlängerung  des  Bleiloths  trifft  als- 
dann den  Himmel  nicht  mehr  im  Zenith.  Vielmehr  wird 
sie  sich  auf  beiden  Seiten  des  Berges  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  davon  entfernen,  so  dafs,  wenn  auf  beiden  Sei- 
ten Alles  gleich  ist,    sowohl   die  Gestall   des  Berges ;    als   die 
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Entfernung  des  Bleilotlis,  der  Winkelabstand  zweier  Sterne 
durch  welche  die  Verlängerung  des  Bleiloths  geht,  das  Dop- 
pelte der  Ablenkung  seyn  wird.  Diese  Thalsache  ist  von  den 
Astronomen  in  Peru  upd  Schottland  beobachtet  worden;  weil 
aber  die  Massen  der  höchsten  Berge,  im  Verhältnisse  zur 
Masse  der  Erde,  noch  immer  sehr  klein  sind,  so  sind  auch 
die  Ablenkungen,  von  welchen  hier  die  Rede  ist,  sehr  unbe- 
trächtlich und  können  nur  eine  kleine  Anzahl  von  Secunden 
betragen.  Es  folgt  hier  ein  Beispiel  der  Berechnung  der  Ab- 
lenkung, die  ein  Bleiloth  durch  die  Anziehung  einer  gegebenen 
Masse   erleidet. 

Sey  A  (Fig.  57)  der  Mittelpunkt  einer  gleichartigen  Kugel, 
die  am  Ende  eines  unausdehnbaren  und  unbiegsamen  Fadens 
aufgehängt  ist,  dessen  anderes  Ende  an  den  festen  Punkt  C 
angeknüpft  ist.  Sey  auch  O  der  feste  Mittelpunkt  einer  an- 
deren gleichartigen  Kugel,  welche  auf  die  erste  wirkt.  Der 
Faden  CA  wird  sich  von  der  Verlicalen  C^  entfernen,  ohne 
aus  der  Ebene  herauszutreten,  die  durch  diese  gerade  Linie 
und  die  Linie  CO  geht,  und  in  der  Lage  des  Gleichgewichtes 
mufs  die  Mittelkraft  des  Gewichtes  der  ersten  Kugel  und  der 
Anziehung  der  zweiten  durch  den  festen  Punkt  C  gehen. 
Diese  zwei  Kräfte  sind  aber  an  den  Punkt  A  angebracht, 
die  eine  nach  der  Verticalen  AH^  die  andere  nach  AO^  und 
sie  suchen  den  Faden  CA  in  entgegengesetzter  Richtung  um 
den  Punkt  C  zu  drehen.  Damit  ihre  Mittelkraft  durch  den 
Punkt  O  geht,  müssen  ihre  Momente,  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt ,  gleich  seyn  (f.  46)  ;  daher  hat  man ,  wenn  man  P 
und  Q  das  Gewicht  der  ersten  Kugel  und  die  ganze  Anziehung 
der  zweiten  nennt  und  durch  p  und  q  die  senkrechten  Linien 
CE  und  CF  bezeichnet,  die  vom  Punkte  C  auf  die  Verlän- 
gerungen von  DA  und  OA  gefällt  sind^ 

Pp=   Qq 
als   Gleichung   des   Gleichgewichtes,    welche   dazu  dient,    die 
imbekannte  Ablenkung  BCA  zu  bestimmen. 

Ich  nenne  diesen  Winkel  x  und  y  den  gegebenen  Winkel 
BCO ,    a  und  c   die    ebenfalls  gegebenen   Abstände  CA  und 
COy   und  j^  den  unbekannten  Abstand  AO  j  so  hat  man 
y^  =  a^  -(.  c^  —  2ac  cos(y  — ^) 

und  aufserdem 

25 
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a8in(y  —  x)              ac  sin  (y — x) 
%mCOA= ',    q= ^^,^  =  «810^^. 

y  y 

Man  nenne  aucli  m  die  Masse  der  Erde,  nii  die  der  be* 

geglichen  Kugel ^  m    die  der  anziehenden  Kugel.     Bezeichnet 

man   noch   immer   durch  f  den  CoeflBcienten  der  allgemeiuen 

'Anziehung   und   durch  r   den  Halbmesser   der  Erde,    so   sind 

die  Werlhe  der  bewegenden  Kräfte  P  und  Q 

_  Jmmi  _  fmmx 

und  wenn  q  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  q*  die  der  an- 
ziehenden Kugel  und  r'  deren  Halbmesser  ist,  so  hat  man  auch 

t    \ 
,  mg  r 


'     '3 


m 


Qr^ 


Vermittelst  dieser  verschiedenen  Werthe  geht  die  Gleichung 

Fp   =    Qq 
in  folgende  über: 

Q  ry  ^  sin  a;  =  q'  r'^c  sin  {y  —  a?) , 
wo  man  nur  noch  den  Werth  von  y  substituieren  mufs,   um 
alsdann  den  Werth  von  x  daraus  zu  finden« 

Ich  nehme '  an ,  wie  dies  immer  der  Fall  ist^  dafs  die 
Länge  CA  des  Bleiloths  im  Verhältnisse  zum  Abstände  CO 
sehr  unbeträchtlich  ist*  Vernachlässigt  man,  in  den  Werthen 
von  y,    a  im  Verhältnisse  zu  c ,   so   hat  man  y  z=i  c  ^  und 

hieraus  folgt 

Sin  X  Q  r  ^ 


8in(;^  —  x)  grc^  < 

Wenn  die  Dichtigkeit  q'  und  der  Halbmesser  r^  der  an- 
ziehenden Kugel  immer  dieselben  bleiben,  so  ist  der  Werth 
von  a,  den  man  aus  dieser  Gleichung  findet,  desto  gröfser,  je 
kleiner  der  Abstand  c  ist  und  der  Winkel  y  wird  sich  immer 
mehr  einem  rechten  nähern.  Da  nun  c  nicht  kleiner  als  der 
Halbmesser  r'  seyn  kann,  so  folgt  hieraus^  dafs  man  das 
Maximum  der  Ablenkung  des  Bleiloths,  welche  die  Anziehung 
einer  gegebenen  Kugel  hervorbringen  kann,  haben  wird,  wenn 
man  cz=:r'  und  ^^  =;=  90®  setzt,  wodurch  die  vorhergehende 
Gleichung  in 

r     r 

tang^  =  S 

übergeht.  ^ 
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Setzt  man  z.  B.  ^'  =  ^  und  fragt,  wie  grof»  der  Halbmesser 
r'  seyn  mufs,  damit  die  Ablenkung  x  eine  Seciinde  betrage 
so  hat  man  r^  =  r  tang  l"  und  da  der  Umring  2  7rr  der  Erde 
40  Millionen  Meter  beträgt,  so  folgt  hieraus  r' :=  SO'WjSSe ,.. 
Eine  gleichartige  Kugel  von  ungefalir  31  Meter  im  Durchmesser, 
deren  Dichtigkeit  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  gleich 
ist,  bringt  daher  nur  eine  Ablenkung  von  höchstens  einer 
Secunde  in  der  Richtung  des  Bleiloths  hervor,  und  um  diese 
hervorzubringen^  mufs  sie  das  untere  Ende  dieses  Lothes  be- 
rühren und  ihr  Mittelpunkt  mufs  in  der  horizontalen  Ebene 
liegen,  die  durch  dieses  Ende  geht. 

252. 

Aus  der  Ablenkung  des  Bleilotlis^  welche  die  Anziehung 
der  Berge  hervorbringt,  hat  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der 
Erde  zu  vier  bis  fiinf  mal  so  grofs^  als  die  Dichtigkeit 
des  Wassers,  bestimmt.  Cavendish  hat  sie  5^  mal  sq  grofs, 
als  diese  letztere  Dichtigkeit  gefunden,  indem  er  sie  aus  der 
Anziehung  ableitete,  die  zwei  Bleikugeln  von  acht  Zoll  engl, 
im  Durchmesser  ausübten ,  welche  Anziehung  er .  durch .  die 
Drehwage  merkbar  zu  machen  gewufst  hat.  Ohne  hier  in 
alle  Einzelnheiten  dieses  interessanten  Versuches  einzugehen, 
oder  die  verschiedenen  erforderlichen  Vorsichten  und  die  Rech- 
nungen, die  man  anstellen  mufs,  um  ein  genaues  Resultat  zu 
finden,  aus  einander  zu  setzen,  will  ich  blos  die  wesentlichsten 
Punkte  dieser  Rechnungen  angeben. 

Die  Drehwage  ist  das  genaueste  Instrument,  welches  wir 
haben,  um  sehr  kleine  Kräfte  zu  messen.  Coulomb,  dem  man 
ihre  Erfindung  verdankt,  hat  sie  besonders  angewandt,  um  die 
Anziehungen  und  Abstofsungen  der  elektrisierten  Körper  zu 
messen  und  sie  ist  ebendeswegen,  in  der  Physik,  unter  dem 
Namen  elektrische  Wage  bekannt.  Sie  besteht  im  We- 
sentlichen  in  einem  sehr  feinen  verticalen  Metallfaden,  der  an 
einen  festen  Punkt  angebracht  und  an  dessen  Ende  ein  hori- 
zontaler Hebel  aufgehängt  ist.  Man  nehme  an , '  dieser  Hebel 
bestehe  aus  einem  sehr  dünnen  Stiele  ACÄ  (Fig.  58),  vvelcher 
am  Aufhängepunkt  C  in  zwei  gleiche  Theile  getheüt  ist  und 
jui  dessen  £nden  zwei  sehr  kleine  Kugeln  angebracht  sind, 
deren  Mittelpunkte  A  und  A'  seyn  sollen.     Aus  dem  Punkte 

25* 
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C  als  MiWelpuDkte  und  mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  C^ 
ist,  beschreibe  man  den  horizontalen  Kreis  BjiB'A'y  dessen 
Umring  in  eine  grofse  Anzahl, gleicher  Theile  getheilt  seyn 
soll.  Dreht  sich  der  Hebel  um  den  Funkt  C,  so  durchlaufen 
seine  Enden  ji  und  u4*  diesen  Umring,  und  die  Theilungs-^ 
punkte,  welchen  sie  in  jedem  Augenblicke  entsprechen,  geben 
die  Bogen  an,  die  sie  durchlaufen  haben.  So  lange  der  Fa- 
den, der.  bis  zum  Punkte  C  reicht,  nicht  gedreht  wird,  bleibt 
der  Hebel,  in  einer  gewissen  Lage,  in  Ruhe.  Iph  nehme  an, 
dafs  er  alsdann  der  Linie  BCB'  entspricht;  entfernt  man  ihn 
von  dieser  Linie,  um  ihn  in  eine  andere  beliebige  Lage  jiCA 
zu  bringen,  so  wird  der  Faden  gedreht,  und  diese  Drehung 
strebt,  den  Hebel  zur  Linie  BCB'  zurück  zu  führen.  Um 
ilin  in  der  Richtung \^C^'  zurück  zu  halten,  nehme  man  an, 
es  würden  an  seine  beiden  Enden  gleich?  und  entgegengesetzte 
Kräfte  angebracht,  die  in  der  horizontalen  Ebene  wirken  und 
auf  dieser  Richtung  senkrecht  stehen.  Der  gemeinschaftliche 
Werth  dieser  beiden  Kräfte  wird  das  Maafs  der  Drehkraft 
seyn,  welche  mit  ihnen  im  Gleichgewichte  ist.  Coulomb's 
Versuche  haben  ^ber  gezeigt,  dafs^  wenn  der  Aufliangefaden 
derselbe  bleibt ,  diese  Drehkraft  dem  Winkel  BCA  propor- 
tional ist.  Nimmt  man  daher  den  rechten  Winkel  als  Einheit, 
nennt  h  die  Drehkraft,  welche  diesem  rechten  Winkel  ent- 
spricht, und  bezeichnet  durch  &  den  Winkel  BCuiy  so  wird 
diese  Kraft,  in  der  Lage  ACji'  des  Hebels,  gleich  hd^  seyn. 
Die  Drehung  des  Aufhängefadens  wird  daher  zweien  an  die 
Punkte  j4  und  A'  angebrachten  Kräften,  die  gleich  hd-j  hori- 
zontal und  auf  ACA'  senkrecht  sind  und  den  Hebel  zu  der 
Ruhelinie  BCB'  zurück  zu  bringen  streben,  gleich  seyn. 

Dies  vorausgesetzt,  nähere  man  dem  Hebel  zwei  gleich- 
artige Kugeln,  die  aus  demselben  Stoffe  bestehen,  denselben 
Durchmesser  haben  und  symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der 
Linie  BCB'  liegen.  Seyen  O  und  O'  ihre  Mittelpunkte,  die 
in  der  horizontalen  Ebene,  welche  der  Hebel  enthält,  in  glei- 
chem AbStande  von  C  und  auf  der  durch  diesen  Punkt  gezo- 
genen Linie  OCO'  liegen.  Die  Anziehung  dieser  beiden  Kör- 
per  entfernt  den  Hebel  von  der  Linie  BCB\  und  da  alles 
um  den  Punkt  C  henmi  gleich  ist,  so  dreht  sich  die  Lini.^ 
ACA'  um  diesen  Punkt,   der  in  Ruhe  bleibte     So  wie  sich 
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der  Hebel  von  der  Ruhelinle  entfernt,  nliiinnt  die  Drelikraft 
zu.  In  einer  gewissen  Lage  wird  diese  Kraft  mit  der  Anzie- 
liung  beider  Kugeln  im  Gleicbgewichte  seyn,  da  aber  der 
Hebel  diese  Lage  mit  einer  unterdessen  erlangten  Geschwin* 
digkeit  erreiclit,  so  gebt  er  darüber  liinaus  und  macbt,  auf 
beiden  Seiten  derselben,  Schwingungen,  ebenso  wie  ein  hori- 
zontales Pendel*  Die  Beobachtung  giebt  die  Dauer  einer  gan- 
zen Schwingung  an.  Vergleicht  man  die  Lange  dieses  Pendels 
mit  der  Länge  eines  gewöhnlichen  Pendels ,  welches  seine 
Schwingungen  in  derselben  Zeit  vollbringen  würde,  so  kann 
man  daraus  das  Yerhältnifs  der  Anziehungskraft  jeder  der  Ku- 
geln zu  der  Schwere  finden ,  und  daher  auch  das  Verhältuirs 
der  Masse  dieser  Kugel  zu  der  der  Erde.  Es  ist  leicht,  die 
Gleichung  zu  liilden,  welche  dieses  Yerhältnifs  zu  bestimmen 
dient,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 

253. 
Da  die  beiden  beweglichen  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
in  A  und  A'  sind,  durch  dieselben  Kräfte  getrieben  werden, 
und  dieselbe  Bewegung  um  den  festen  Punkt  C  haben,  so  ist 
es  hinreichend,  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  einer  derselben 
zu  betrachten,  z.B.  des  Punktes  A.  Sey  dalier,  wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe, 

CA=a,    CO  =  e,    BCO  z=:  y, 
7n'  sey  die  Masse  der  anziehenden  Kugel,   deren  Mittelpunkt 
in  O  liegt,  und  f  der  Coefficient  der  allgemeinen  Anziehung. 
Am  Ende  einer  beliebigen  JZeil  t  bezeichne  man  den  Winkel 
ACB  durch  &  und  den  Abstand  AO  durch  z,   so  hat  man 

z^  =  a^  +  c^  —  2ac  cös(y  — -Ö^), 
und   die   beschleunigende    Kraft,    welche  von   der   nach  AO 

gerichteten  Anziehimg  herrührt,  wird  *^— ^  seyn.    Ich  zerlege 

»ife  in  zwei  andere  Kräfte,   von  welchen  eine  nach  der  Ver- 
längerung CAy   die   andere  senkrecht  auf  CA  wirkt.     Diese 

letztere   Seitenkraft   wird  gleich  ^—^  sin  CAO ,   d.  h,   gleich 


i- sin  (y  —  &)  seyn,    wenn  man  statt   An  CAO   seinen, 

aus   dem    Dreiecke    COA   abgeleiteten,   Werlh   setzt.      Zieht 
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man  von  dieser  Seitenkraft,  welclie  die  Trajectorie  berührt, 
die  Drelikraft  A^,  die  ilir  gerade  entgegen  gesetzt  ist,  ab, 
und  bemerkt,  daffi  der  durch  den  Punkt  A  beschriebene  Bo- 
gen BA  gleich  ad"  ist,   so  hat  man 

als  Gleichung  der  Bewegung  (f.  152). 

Da  die  Anziehung  der  Masse  m  eine  sehr  kleine  Kraft 
ist,  so  ist  der  Winkel  ^,  um  Welchen  sie  den  Hebel  ACA' 
von  der  Ruhelinie  entfernt,  sehr  klein.  Nennt  man  den  Ab- 
stand BO,  oder  den  Werth  von  ä,  welcher  ^  =  o  entspricht, 

hj  so  dafs  man 

b^  ::=:  a^  '\^  c^  —  2äc  cos  y 

haty  und  entwickelt  nach  den  Potenzen  von  ^,  so  hat  man 
^^<Y-^)  =  !l^^--[(a2  +  c^)cosy-2ac--acs^nV]p  +  .. 
Setzt  man  daher,  zur  Abkürzung, 
[(a2-fc^)cosy  — 2ac  — acsm^y]  — -  -f  n  =  g 

Jm'c  sin  y    _  ^    . 

und    vernachlässigt   die  Potenzen   von  S-,   die   Höher  als  die 
erste  sind,  so  -wird  die  Gleichung  der  Bewegung 

woraus  man,  wenn  man  integriert, 

^ö-  =  ^  +  i  cos  (* /^jL  +  *') 

findet,    wo  h  und    V    die   beiden   willkührlichen    Constanten 
bedeuten. 

Vermöge  dieses  Werthes  von  ^,  ist  die  kleinste  und 
gröfste  Entfernung  des  Hebels  ACA*  von  der  Linie  BCB\ 
ß  J^  Js  und  ß  —  i,  und  wenn  man  die  Linie  DCD*  zieht, 
so  dafs  BCD  gleich  /?  ist,  so  wird  der  Hebel,  nach  beiden 
Seiten  dieser  geraden  Linie,  gleiche  und  gleichzeitige  Schwin- 
gungen machen,  deren  Weite  die  Constante  h  seyn  wird. 
Man  bestimmt  den  Winkel  ß  durcli  die  Erfahrung,  indem 
man  die  kleinste  und  gröfste  Entfernung  des  Hebels  mifst  und 
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die  halbe  Summe  dieser  äufsersten  Werthe  von  ^  für  diesen 
Winkel  nimmt.  Die  gerade  Linie  DCD\  welche  dem  Werthe 
'ß'  =  /3  entspricht^  ist  die  Lage  des  Hebels^  in  welcher  er  im 
Gleichgewichte  bleiben  würde  ^  wenn  er^  ohne  erlangte  Ge- 
schwindigkeit y  dorthin  käme.  Die  Dauer  einer  ganzen  Schwin- 
gung  des  Hebels,   zu  beiden  Seiten  dieser  Linie,  ist  die  Zeit, 

während  welcher  der  "Winkel   t    f^  €-  4-  i'    um  180^  zu- 

nimmt.     Bezeichnet  man  ihn  durch   7*,   so  hat  man  daher 

8 
und  diese  Dauer  T  ist*  ebenfalls   durch   die  Beobachtung  ge- 
geben. 

Nennt  man  nun  g  die  Schwere  und  /  die  Länge  des  ein- 
fachen Pendels,  welches  seine  unendlich  kleineu  Schwingungen 
in  der  Zeit  T  macht,  so  hat  man  ($.  182) 

s 

daher  ist 

g^  =  g'l\ 
•folglich,  da 

Jm  ,  J m'c  sin  y 

S—^y     S    —        ^^13       > 

so  haben  wir  schliefslich 

m'    _        ßab^ 

m  c/r^siny  ' 

wo  m  die  Masse  der  Erde  und  r  ihren  Halbmesser  bedeutet. 

Alle  Gröfsen,  welche  in  dieser  Formel  enthalten  sind, 
sind  bei  jedem  Versuche  bekannt;  sie  dient  daher  dazu,  das 
Verhältnifs  der  Masse  m  zu  der  der  Erde  anzugeben,  und 
wenn  man  aufserdem  die  Volumina  beider  Körper  und  di^ 
Dichtigkeit  von  m  kennt,  so  kann  man  hieraus  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde  finden. 

254. 

In  der  Mechanik   des  Himmels   wird  bewiesen,   dafs 

es,  für   das   dauernde  Gleichgewicht  des  Meeres ,   nothwendig 

und  hinreichend   ist,    dafs   die   mittlere   Dichtigkeit   der  Erde 

die   des  Wassers   übertreffe.     Weil  diese  Bedingung   wirklich 
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erfüllt  Ist,  bringen  die  Kräfte,  welche  von  der  gleichzeitigen 
Wirkung  des  Mondes  und  der  Sonne  herrühren ,  nur  kleine 
Schwingungen  hervor.  Wäre  sie  nicht  erfüllt  und  die  Erde 
z.  B«  bei  derselben  Dichtigkeit,  Ton  einem  Quecksilbermeere 
bedeckt;  so  würde  die  Wirkung  der  kleinsten  fremden  Kräfte 
in  dieser  Flüssigkeit  eine  progressive  Bewegung  hervorbringen, 
so  dafs  das  Meer,  statt  hin  und  her  zu  schwanken,  die  ganze 
Oberiläche  der  Erde  durchlaufen  würde. 

Auch  kann  man,  durch  verschiedene  Betrachtungen^  be- 
weisen, dafs  die  Dichtigkeit  der  concentrischen  Lagen  des 
Erdsphäroids  zunehmen  mufs,  wenn  man  von  der  Oberfläche 
nach  dem  Centrum  hin  geht;  hieraus  *  folgt,  dafs  die  mittlere 
Dichtigkeit  die  der  obersten  Schichte  übertreiTen  mufs,  welche 
Bedingung  wirklich  erfüllt  ist.  Denn  wenn  man  die  Metalle 
ausnimmt,  die  sich  nur  in  geringer  Anzahl  in  dieser  Schichte 
finden,  so  sind  die  Dichtigkeiten  aller  übrigen  Substanzen, 
aus  welchen  sie  besteht,  viel  kleiner  als  5\  mal  die  Dichtig- 
keit des  Wassers.  Es  ist  jedoch  wichtig  zu  bemerken,  dafs 
diese  Zunahme  der  Dichtigkeit  keinesweges  das  Yorhanden- 
seyn  von  Stoffen  voraussetzt,  die  von  denen,  welche  wir  an 
der  Oberfläche  sehen,  ganz  verschieden  sind  und  deren  Dich- 
tigkeit sehr  grofs  wäre.  Man  kann  annehmen,  dafs  alle  Schich- 
ten der  Erde  aus  demselben  Stoffe,  der  ein  wenig  zusammen- 
drückbar ist,  oder  einem  Gemenge  verschiedener  Stoffe,  wie 
an  der  Oberfläche,  zusammen  gesetzt  sind,  und  in  dieser  Vor- 
aussetzung, welche  die  natürlichste  zu  seyn  scheint,  würde 
die  Zunahme  der  Dichtigkeit  von  der  Verdichtung  herrühren, 
welche  in  jeder  Lage  durch  den  Druck  der  oberen  Schichten 
hervorgebracht  wird,  M-^elcher  von  der  Oberfläche  nach  dem 
Mittelpunkte  hin  zunimmt.  Im  Inneren  der  Erde  hängt  das 
Gesetz  der  Anziehung  von  dem  unbekannten  Gesetze  der 
Dichtigkeiten  ab.  Aufserhalb  derselben  ändert  es  sich  auf  der 
Verlängerung  eines  jeden  Halbmessers  ungefähr  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte, 
und  von  einem  Halbmesser  zum  anderen  erleidet  es  zu  glei- 
cher Zeit  eine  Aenderung,  welche  dem  Quadrate  des  Cosinus 
des  Winkels  proportional  iftt,  welchen  jeder  Halbmesser  mit 
der  Axe  der  Figur  des  Erdsphäroid»  einschliefst.  Aus  dieser 
letzten  Aenderung  folgt,  dafs,  bei  gleichem  Abstände  vom  Mit- 
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telpunkte  der  Erde^  die  Kraft;  welche  an  den  Muelpuukt  des 
Mondes  angebracht  ist  und  von  der  Anziehung  dieses  Sphäroids 
herrührt;  nicht  in  allen  Richtungen  des  Radius  Yector  dieselbe 
ist;  so  dafs  man  diese  Kraft  als  aus  zwei  anderen  zusammen- 
gesetzt betrachten  kann;  deren  eine  von  dem  kugelförmigen 
Theile  der  Erde  herrührt  und  beständig  ist,  oder  sich  nur  im 
Verhältnisse  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  ändert,  die  an- 
dere dagegen  von  der  Bauchung  der  Erde  am  Aequator  her- 
rührt und  sich  mit  der  Richtung;  die  der  Radius  gegen  die 
Axe  der  Pole  hat^  ändert*  Laplace  hat  die  kleine  Ungleich- 
heit in  der  Länge  und  Breite ;  welche  diese  zweite  Kraft  in 
der  Bewegung  des  Mondes  hervorbringt,  bestimmt.  Man  sieht 
leicht  ein,  dafs  ihre  Gröfse  voa  der  Abplattung  der  Erde  ab- 
hängen jduifs,  und  wenn  man   sie  mit   derjenigen,   welche   die 

Beobachtung   giebt,  vergleicht;   so   findet  man  daraus  die  Ab- 

1 
plattung   ,    welche   wenig    von   der    verschieden  ist,    die 

sich  aus  den  Pendelversuchen  und  Gradmessungen  ergiebt. 

An  der  Oberfläche  der  Erde  folgt  die  Aenderung  der 
Schwere,  die  votf  der  der  Anziehung  und  der  Centrifugalkraft 
herrührt,  demselben  Gesetze,  wie  in  einem  beliebigen  Abstände 
vom  Mittelpunkte,  d.  h.  sie  ist,  wie  wir  es  schon  (f.  178)  ge- 
sagt haben,  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportio- 
nal« Um  aber  dieses  Gesetz  durch  Messungen  des  Secunden- 
pendels  zu  bewahrheiten,  dürfen  die  Schwingungen  nicht  in 
der  Nähe  eines  Berges  beobachtet  werden,  denn  so  wie  die 
l^orizontale  Seitenkraft  der  Anziehung  das  Pendel  in  seiner 
Lage  des  Gleichgewichtes  von  der  Verticalen  ablenkt,  so  ver- 
mindert die  verticale  Seitenkraft  dieser  Kraft  die  Schwere  und 
folglich  auch  die  Länge  des  einfachen  Pendels.  Vermeidet 
man  diese  Quelle  von  Unregelmäfsigkeilen,  so  findet  man,  dafs 
sich  an  gewissen  Orten  die  Länge  des  Secuhdenpendels  den- 
noch von  dem  Gesetze :  der  Aenderung ,  welches  die  Theorie 
angiebt,  entfernt;  was  man  dem  Umstände  zuschreiben  mufs, 
dafs  an  diesen  Orten  die  Dichtigkeit  des  umliegenden  Theils 
der  Erde,  in  einer  beträchtlichen  Weite  und  Tiefe,  viel  grö- 
fser  oder  viel  kleiner  als  die  allgemeine  Dichtigkeit  der  obersten 
Schichte  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  Vermehrung  otder  Ver- 
minderung  der  ganzen   Schwere   und   daher  auch  der  Länge 


"^ 
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des  SecundenpencleU^  die  ihrer  Intensität  proportional  ist. 
Das  Pendel  ist  daher  auch  ein  geologisches  Instrument,  wel- 
ches, durch  seine  Unregelmäfsigkeiten  die  Aenderungen  in  der 
Natur  des  Bodens,  auf  eine  grofse  Strecke  hin,  anzeigt. 

Uebrigens  mufs  man  bemerken,  dafs  das  Gesetz,  nach 
'Vfelchem  die  Schwere,  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite 
proportional,  wenn  man  vom  Pole  nach  dem  Aequator  hin 
geht,  abnimmt,  voraussetzt,  dafs  man  die  Verlängerung  der 
Meeresfläche  für  die  Oberfläche  der  Erde  nimmt,  und  da  die 
Oerter  des  Festlandes,  wo  die  Beobachtungen  angestellt  werden, 
verscliiedene  Höhen  über  dieser  Fläche  haben,  so  mufs  man 
die  beobachteten  Längen  auf  diejenigen  zurückführen,  welche, 
auf  jeder  Yerticalen,  an  dieser  Fläche  selbst  statt  haben  wür- 
den. Diese  Reduction  geschieht  gewöhnlich,  indem  man  die 
Schwere  und  die  Länge  des  Secundenpendels  in  dem  Verhält- 
nisse des  Quadrates  der  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  zum  Quadrate  derselben,  um  die  Höhe 
dieses  Ortes  über  der  Meeresfläche,  verminderten  Entfernung 
vergröfsert;  was  darauf  hinauskommt,  dafs  man  die  Anzie- 
hung der  zwischen  der  Oberfläche  des  Bodens  und  der  Ver- 
längerung der  Meeresfläche  enthaltenen  Erdschichte  vernach- 
lässigt. Man  wird  aber  im  folgenden  §•  sehen,  dafs  diese 
Correction  fast  um  die  Hälfte  zu  grofs  ist. 

255. 
Sey  JM'  B  (Fig.  59)  die  Oberfläche  des  Festlandes, 
DAMBE  die  Meeresfläche  oder  deren  Verlängerung  und  C 
der  Mittelpunkt  der  Erde.  Sey  auch  M'  dei;  Bebbachtungs- 
ort  und  M  der  Punkt,  wo  der  Halbmesser  CM'  diese  Verlän- 
gerung trifft,  so  wird  M'  M  die  Höhe  des  Punktes  M  über 
der  Meeresfläche  seyn,  welche  ich  durch  h  bezeichne  und 
welche  durch  Nivellierung  oder  Barometermessungen  gegeben 
seyn  wird.  Ist  M'  sehr  nahe  bei  dem  Meere ,  so  kann  die 
Schwere  ein  wenig  verihindert  und  ihre  Richtung  ein  wenig 
geändert  seyn,  weil  die  Dichtigkeit  des  Wassers  geringer  als 
die  des  Erdbodens  ist.  Ich  werde  aber  voraussetzen,  dafs  dies 
nicht  der  Fall  sey,  und  zugleich  annehmen,  dafs  die  Ober- 
fläche des  Bodens  um  den  Punkt  M!  horizontal  oder  fast 
senkrecht  auf  dem   Radius   CM*   sey    und   ferner,   dafs   ihre 
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Dichtigkeit  gleichförmig  sey.  Es  mufs  daher  die  Anziehung 
berechnet  werden,  die  durch  die  Schichte  AM'BM^  die  sich 
über  die  Meeresfiache  erhebt^  auf  den  Funkt  M'  ausgeübt 
wird«  Bei  dieser  Rechnung  kann  man  von  der  Krümmung 
dieser  Schichte  und  den  Aenderungen  in  ihrer  Dicke  absehen^ 
oder,  mit  anderen  Worten,  man  kann  die  Dicke  dieser  Schichte, 
in  der  ganzen  Ausdehnimg,  in  welcher  sie  eine  merkliche 
Anziehung  ausübt,  als  eine  constante,  die  gleidi  h  ist,  ansehmi« 
Ich  bezeichne  den  Halbmesser  dieser  Ausdelinung  durch  c  und 
die  Dichtigkeit  der  Schichte  durch  q\ 

Dies  vorausgesetzt,  sey  K  ein  beliebiger  Punkt  der  an- 
ziehenden Schichte,  man  bezeichne  durch  z  und  y  seine  Ent- 
fernung von  der  Oberfläche  des  Bodens  und  dem  Halbmesser 
CM'  und  beschreibe  zwei  cylindrische  Oberflächen,  deren  ge- 
meinschaftliche Axe  MM'  und  deren  Halbmesser  y  und 
y  -{^  dy  sind.  Das  zwischen  diesen  zwei  Oberflächen  ent- 
haltene Volumen  hat  die  Grundfläche  2nydy  und  die  Höhe 
dzj  und  wenn  man  es  in  horizontale  Ringe  zerlegt,  die  eine 
junendlich  kleine  Dichtigkeit  haben,  so  ist  das  Volumen  des 
Ringes,  der  dem  Punkte  K  entspricht,  2nydydz  und  seine 
Masse  2nq  ydydz.  Die  Anziehung,  welche  dieser  Ring  auf 
einen  materiellen  Punkt  ausübt,  der  in  M*  liegt,  reduciert 
sich  auf  eine  Kraft,  die  nach  MM'  gerichtet  und  der  Summe 
der  verlicalen  Seitenkräfte  der  Anziehungen  aller  seiner  Punkte 
gleich  seyn  wird.     Da  man  nun  für  irgend  einen  Punkt  K 

\  KM'  z=z  V y^  +  z^,     cos  KM'M  =  ■■•       "^      — 

hat,   so   ist  der  Werth   der    beschleunigenden  Kraft,   die   von 
der  Anziehung  des  ganzen  Ringes  herrührt, 

2^} ^  y  zdydz 

wo  /  noch  immer  der  Coelficient   der  allgemeinen  Anziehung 
ist.     Um  daher  die  Anziehung  der  Schichten,  die  wir-  betrach- 
ten,  zu  erhalten,    mufs   man   diese   Formel  von   ä  =  o   bis 
•  Ä  =  A  und  von  JK  =  o  bis  j^'  =  c  integrieren,   woraus  sich 

V  =  2nr^'  (6  +  /A  —  V"c2  +  A^) 
ergiebt,  wenn  man  diese  Kraft  durch  i    bezeichnet. 
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Im  Allgemeinen  ist  aber  die  vertlcale  Dicke  der  anzie- 
henden Schichte^  im  Yerhältnisse  zu  ihrem  horizontalen  Halb- 
messer sehr  klein;  vernachlässigt  man  daher  h^  im  Verhält- 
nisse zu  c^y  so  hat  man  einfach 

h'  z=z2nfqh. 

Sey  i  die  Anziehung,  welche  auf  den  Punkt  M^  durch 
den  Theil  der  Erde  ausgeübt  wird^  der  bis  zu  der  Meeres- 
fläche reicht  und  r  der  Halbmesser  CM^  so  wird  diese  An- 
ziehung im  Funkte  JU' 

(r  +  Ä)2 
seyn.     Bezeichnet  man  die  Schwere  und  die  verticale  Seiten- 
kraft der  Centrifugalkrafl:  am  Punkte  M  durch  g  und  y^  ^i^^ 
am  Punkte  M*  durch  g*  und  f\   so  hat  man  daher 

,      r=»-"  *■  =  ötS? + *■  -  ^'- 

Ich  entwickele  das  erste  Glied  von  g*  nach  den  Potenzen 
von  hj  ziehe  alsdann  g*  von  g  ab  und  lasse  das  Quadrat  von 
Ä  und  den  kleiJnen  Unterschied  y'  —  f  w«g,  so  ergiebt  sich* 

S  —  g    —  —;r  —  *  • 

Da  der  Bruch  —  sehr  klein  ist,  so  kann  man  im  ersten 

Gliede  dieser  Formel  i  =  ^'  setzen;    auch  kann  man  in  der 
unbeträchtlichen  Gröfse  l' 

g    -   —^— 
setzen,   wenn  man  durch  q  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 

bezeichnet,  und  für  ihr  Volumen  setzt.    Hieraus  folgt 

alsdann 

2ür     ' 
und  daher 

\       •      r  2QrJ 

Man  mufs  also  durch  den  in  Klammern  eingeschlossenen 

Factor  ,  und   nicht    durch   den  Factor   1  -|-  —  ,    wie  dies  ge- 


V 


397 

wohnlich  geschieht >    die  Schwere  g'y    die  auf  dem  Festlande 

in  einer  Höhe  Jh  über  der  MeeresHäche  statt  hat«   multiplicie- 

reUi  um  sie  auf  diese  Flache  zu  reduoieren.     Im  AllgemeilieQ 

kann   man  q'  auf  die   Hälfte  yon  q  schätzen    und   daher  für 

,   5Ä     • 
diisen  Factor  1  +  7—  nehmen.    In  Paris  ist  die  Höhe  h  des 

4  r 

Punktes    des  Observatoriums ,    wo    das    Barometer   steht,    63 

Meter;    hieraus  folgt ,    dafs  die   Schwere   und  die   Länge  des 

Secundenpendels   dort,    im   Verhältnisse   von   1   zu  l|00012f 

kleiner  sind^-  als  an  der  Meeresfläche. 


■■ 


Drittes     ßuch. 


Statik 


Zweiter    Theil. 


Erstes   Kapitel. 
Vom   Gleich g deichte  eines  festen    Körpers. 

256. 

Es  giebt  keinen  Körper  in  der  Natur  ^  der  nicht  mehr 
oder  -weniger  zusammendrückbar  ist,  und  nicht  seine  Ge- 
stalt ändert,  wenn  er  Kräften  unterworfen  ist,  die  sich  im 
Gleichgewichte  halten.  Wenn  aber  der  feste  Körper,  den 
wir  betrachten  wollen,  die  passende  Gestalt  angenommen  hat, 
so  kann  man  die  AngrlfFspunkte  der  ELräfte,  die  auf  ihn  wir- 
ken, als  ein  System  von  unveränderlicher  Gestalt  ansehen  und 
diesem  Zustande  entsprechen  die  Coordinaten  dieser  verschie- 
denen Punkte,  welche  man  als  bekannt  voraussetzt  und  die 
in  der  Gleichung  des  Gleichgewichtes  vorkommen. 

8ey  My  M\  M'^  dieses  System  von  materiellen  Punkten. 
Bei  jedem  Punkte  kommen  sieben  Gröfsen  in  Betrachtung, 
nemlich,  seine  drei  Coordinaten,  die  Kraft  die  ihn  treibt  und 
die  drei  Winkel,  welche  seine  Richtung  bestimmen.  Ich  be- 
zeichne durch  P  die  Kraft,  die  an  den  Punkt  M  angebracht 
ist  und  deren  Richtung  die  gerade  Linie  MD  seyn  wird 
(Fig.  60) ;  durch  x,  y,  z  die  drei  Coordinaten  OGy  GH^  HM 
des  Punktes  Jlf,  welche  auf  die  rechtwinkligen  Axen  Ox,  Oy, 
Oz  bezogen  sind,  und  durch  or,  /?,  y  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel,  welche  die  Linie  MD  mit  den  Linien,  die  durch 
den  Punkt  ili,   parallel  mit   diesen  Axen  gezogen   sind,   ein-  • 
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schliefsr.  Rücksicfatlich  der  anderen  Punkte  M\  M"  u.  6«  w« 
bezeichne  ich  die  analogen  Gröfsen  durch  dieselben  Buchsta- 
ben mit  Accenten. 

Dies  Torausgesetzt  9  wollen  wir,  ehe  wir  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  der  gegebenen  Kräfte  P,  P\  P'\..  su- 
chen ^  dieses  System  von  Kräften  in  drei  andere  verwandeln, 
von  welchen  eins  aus  den  Kräften  zusammengesetzt  seyn  soll, 
die  mit  der  Axe  Ox^  das  andere  aus  den  Kräften,  die  mit 
der  Axe  Oy  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthal- 
ten sind,  und  das  dritte  aus  den  Kräften«  die  nach  der  Axe 
Ox  gerichtet  sind* 

257. 

Man  zerlege  jede  der  Kräfte  P,  P\  P"  u.  s.  w,,  ohne 
ihren  Angriffspunkt  zu  ändern,  in  drei  Kiäfte,  die  den  Axen 
der  Xy  yy  z  parallel  sind«  P  cos  «,  P'cos  «',  P"  cos  a".  .• 
werden  die  mit  der  Ox  parallelen  Kräfte  seyn,  P  cos  ßy 
P'  cos  ß'y  P"  cos  ß'\  •  •  die  mit  der  Axe  Oy  und  P  cos  y, 
P'cosy',  P"cosy'\.«  die  mit  der  Axe  Oz  parallelen  Kräfte, 
Man  kann  also  die  gegebenen  Kräfte  durch  diese  drei  Grup- 
pen paralleler  Kräfte  ersetzen. 

Es  ist  erlaubt,  ohne  das  System  der  Kräfte,  die  man 
betrachtet,  zu  ändern,  an  denselben  Punkt  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte,  anzubringen.  Ich  bringe  daher  an  den 
Punkt  M  zwei  Kräfte  an,  die  gleich,  entgegengesetzt  und 
mit  der  Axe  Oz  parallel  sind  und  welche  ich  durch  g  und 
—  g  bezeichne.  Ich  setze  die  Kraft  gy  die  nach  MC  wirkt, 
mit  der  Kraft  P  cos  er,  die  nach  MAy  parallel  mit  Ox  ge- 
richtet ist,  zusammen.  Sey  ME  die  Richtung ,  ihrer  Mittel« 
kraft  und  K  der  Punkt,  wo  ihre  Verlängerung  die  Ebene  der 
X  und  y  trifft.  Ich  verlege  den  Angriffspunkt  in  diesen  Punkt 
Ky  zerlege  alsdann  diese  Kraft  in  zw^i  andere,  die  mit  den 
Axen  der  x  und  z  paraUel  sind,  wodurch  die  Kräfte  P  cos  a 
und  g  wieder  zum  Vorschein  kommen;  jedoch  ist  jetzt  die 
Kraft  P  cos  a  nach  der  Projection  ihrer  ersten  Richtung  auf 
die  Ebene  der  x  und  y  gerichtet,  und  »die  Kraft  g  ist  senk- 
recht auf  diese  Ebene,  an  den  Punkt  K  dieser  Projection 
angebracht,  dessen  Goordinaten  leicht  zu  bestimmen  sind. 

Da  nemlich  H  die  Projection  des  Punktes  M  auf  die 
Ebene  der  x  und  ^  ist;   so  sind  seine  Goordinaten  x  und  y. 
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und  man  hat  y  und  x  —  KH  für  die  des  Punktes  K,  weil 
diese  zwei  Funkte  auf  derselben,  mit  der  Axe  der  x  parallelen, 
lanie  liegen.  Betrachtet  man  aber  das  Rechteck  KNMHj 
dessen  Diagonale  KM  die  Richtung  der  Mittelkraft  der  Kräfte 
g  und  P  CQS  a  ist,  die  nach  KN  und  J^/? wirken,  so  hat 
man  das  Yeriiältnifs 

KH  _   Pcoscg 

llU~       g      ' 
woraus  man 

KH  =  ^  ^ ^^^ ^ 

7"    ^. 

findet,  da  HMz=zz  ist.  Die  Coordinaten  des  AngrifTspunktes 
K  der  Kraft  gy  in  der  Ebene  der  x  und  y^  sind  also 

_  Z  P  QOSa 

y  und  X '■ . 

Verfahrt  man  auf  dieselbe  Weise  mit  den  Kräften  P  cos  ß 
und  —  g  y  so  wird  die  erstere  in  die  Ebene  der  x  und  y 
nach  der  Protection  ihrer  ursprünglichen  Richtimg  versetzt 
und   die   Coordinaten    des    neuen   Angriffspunktes    der   Kraft 

—  gy   in  derselben  Ebene,  werden 

+    z  Pcosß 
—  und  X 

g 
»eyn. 

Man  kann,  durch  dasselbe  Mittel,  alle  Kräfte  P'cos  a'j 
P"  cos  »"•..,  P' cos  ß\  P"  cos /?".••  in  die  Ebene  der  x 
und  y  versetzen ;  Jede  dieser  Kräfte  wirkt  nach  der  Projec- 
tion  ihrer  ursprünglichen  Richtung  auf  diese  Ebene,  welche 
Richtung  über  oder  unter  dieser  Ebene  liegen  kann,  und  man 
hat   aufserdem    so    viel    Kräftepaare    g*  und  —  g\    g"  und 

—  ^"-»v  ^^  Punkte  Jtf',  M"...  vorhanden  sind.  Die  Coor- 
dinaten der  AngrilEspunkte  dieser  letzteren  Kräfte,  in  der 
Ebene  der  x  und  y,  können  aus  denjenigen  abgeleitet  wer- 
den, welche  den  Kräften  g  und  -^  g  entsprechen,  indem  man 
die  Buchstaben  Xy  y^  Zy  gy  Py  a^  ß  accenluiert. 

258. 
Nun  kann  man,  durch  eine  ähnliche  Operation,  die  Kräfte 
P  cos  «,   P'  cos  «',  P"  cos  «"...,    die  der  Axe  der  x  paral- 
lel  und  in   der  Ebene  der   x   und  y   enthalten  sind,  in  zwei 
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Gruppen  von  Kräflen  umbilden^  von  weichen  eine  aus  Kräften 
besteht 9  die  der  Axe  Oy  parallel  sind,  und  die  andere  aus 
Kräften^  die  nacli  der  Axe  Öx  gerichtet  sind.  Im  Punkte  H 
(Fig.  61),  wo  die  Kraft  P  cos«  nach  der  Richtung  HF  wiikt, 
bringe  ich  Kräfte  an,  die  mit  Oy  parallel  sind  und  dbxxh  /* 
und  — A  bezeichnet  werden.  Ich  setze  die  Kraft  A,  die^  nach 
HB  gerichtet  ist,  mit  der  Kraft  P  cos  a  zHsammen,  verlege 
den  Angriffspunkt  ihrer  Mittelkraft  in  den  Punkt  Q,  wo  die  ' 
Verlängerung  ihrer  Richtung  HK  die  Axe  Ox  trifft.  Alsdann 
zerlege  ich  sie  nach  den  rechtwinkligen  Richtungen  Qx  und 
Qyy  wodurch  die  Kräfte  P  cos  a  und  h  in  diesem  Punkte 
Q  wieder  zum  Vorschein  kommen.    Aufserdem  hat  man 

QG  :  GH  =  P  cos  a  :  h, 
und  da  OG  =  x  und  GH=:y,  so  findet  man  hieraus 

h 
als  Abscisse  des  Punktes  Q. 

Die  Kraft  P  cos  « ,  deren  Richtung  HF  war,  wird  daher 
durch  eine  Kraft  P  cos  a  ersetzt  seyn,  welche  nach  der  Axe 
Ox  wirkt,  und  durch  zwei  Kräfte  h  und  —  A,  die  senk- 
recht auf  diese  Axe  und  an  die  Punkte  Q  und  6  angebracht 
sind,  deren  Lagen  bekannt  sind.  Ebenso  ist  es  bei  den  an- 
deren Kräften  P' cos  «',  P"  cos  a"...,  die  mit  der  Axe  der 
X  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind, 
welche  ebenfalls  durch  die  nach  der  Linie  Ox  gerichteten 
Kräfte  P' cos  «',  P"co5a"...  und  die  Kräftepaare  A'  und 
—  A',   Ji'  und  — Ä". ..,   die  mit  der  Axe  Oy  parallel  sind, 

ersetzt  werden. 

259. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  gegebenen  Kräfte,  durch  diese 
zwei  auf  einander  folgenden  Operationen,  wie  früher  gesagt 
wurde,  in  drei  Gruppen  von  Kräften  verwandelt  sind,  die  . 
theils  nach  der  Axe  der  x  gerichtet,  oder  auf  ihr  senkrecht 
sind  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  liegen,  theils  senkrecht 
auf  dieser  Ebene  stehen. 

Bei  dieser  Verwandelung  ist  jede  Kraft  P  durch  sechs 
andere  Kräfte  ersetzt,    nemlich 

1)     durch  die  drei  Kräfte  Pcosy,  g  und. — g)  die  der 
Axe  der  ä  parallel  sind,  und  deren  Angriff^unkte  auf  der 

26 
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Ebene  der  x  und  y  folgende^  auf  die  Axen  Ox  und  Oy 
bezogene ;   Coordinaten  haben';    nemlich   der  Angriffspunkt 

_^  jjj  ..  ^  P  cos« 
der  ersten,    x  und  y ^    der   der  zweiten,   x  — 

und  r,    der  der  dritten  ,->  x  und  r  -j- . 

S 
2)     Durch  die  zwei  Kräfte  Pcosß  —  7i  und  //,    welche 

der  Axe  der  y  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  ent- 
halten sind,  und  die  man  sich  an  die  Axe  der  x  angebracht 
denken  kann ;    die  erste  nemlich   in  dem  Abstände  x  vom 

Funkte  O,  und  die  zweite  in  dem  Abstände  x  —  - — ; . 

h 

5)  Durch  die  Kraft  P  cos  a  y  die  nach  der  Axe  der  x 
gerichtet  ist^  und  deren  Angriffspunkt  man  nach  O  verle- 
gen kann. 

26a.     - 
Es  ist  jetzt  leicht,   die   Gleichungen  des   Gleichgewichtes 
der   gegebenen  Kräfte  Pj  P\  -?/'••-    oder   der  drei  Gruppen 
von  Kräften,  die  an  ihre  Stelle  gesetzt  worden  sind,  zu  bilden. 

Zuerst   bemerke    man,    dafs    dieses    Gleichgewicht    nicht 
statt  haben  kann,    wenn   es  nicht  in  jeder   einzelnen    dieser 
drei  Gruppen   besteht.     Denn  wenn   die   mit  der  Axe   der   z 
parallelen  Kräfte  sich  nicht  aufhöben,  und  dennoch  das  Gleich- 
gewicht   aller    gegebenen    Kräfte    möglich    wäre,    so    könnte 
man,  ohne  diesea  Gleichgewicht  zu  stören,   eine  Linie,  die  in 
der  Ebene  der  x  und  y  gezogen  wäre,  fest  machen.     Alsdann 
würden  aber  die   in  dieser  Ebene  enthaltenen  Kräfte  aufgeho- 
ben seyn,  weil  sie  entweder  diese  feste  Axe  treffen,  oder  mit 
ihr  parallel  seyn  vnirden.     Man  könnte  also  diese  Kräfte  ganz 
unbeachtet  lassen;    alsdann   würde   aber,   gegen    die   Voraus- 
setzung,  das  Gleichgewicht  gestört  seyn,    weil  Nichts  die  auf 
der  Ebene   der  x  unA.  y  senkrechten  Kräfte   hindern  würde, 
den  festen  Körper  um   diese  feste  Axe  zu  drehen.     Daher  ist 
das    Gleichgewicht    unmöglich,    so    lange   sich   diese   letzteren 
Kräfte   nicht  unter  sich    selbst  aufheben.     Dies  vorausgesetzt, 
sieht  man  auch,  dafs  das  Gleichgewicht  nicht  unter  den  Kräf- 
ten bestehen  kann ,   die  in  der  Ebene  der  x  ,und  y  enthalten 
Äind,  ohne  dafs  die  der  Axe  der  y  parallelen  Kräfte  sich  ein- 
ander aufheben.    Denn  wenn  es  wirklich  bestände,  ohne  dafs 
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diese  Bedingung  erfüllt  wSre,  so  könnte  man  eiueo  Punkt 
der  Axe  der  x  fest  macben,  wodurch  alle  nach  dieser  geraden 
Linie  gerichteten  Kräfte  aufgehoben  würden;  alsdann  würde 
aber  Nichts  mehr  die  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden 
Kräfte  hindern,  das  Sysiem  um  diesen  Punkt  zu  drehen,  so 
dafs  das  Gleichgewicht  durch  Hinzufügung  eines  festen  Punk- 
tes aufgehoben  -w-ürde,  was  ungereimt  ist. 

Ist  also  der  Körper,  deu  wir  b elr achten ,  völlig  frei,  so 
niufs  (f.  57),  wenn  die  parallelen  Kräfte  i'cos  ;-,  P'coa  y' 
P"cos  j-"...  g  und  —g,  g'  und  —g',  g"  und  —g"  ii 
Gleichgewichte  seyn  sollen,  ihre  Summe  Null  eeyn.    Dies  giebl 

,  P  COB^  -^   P'  cosy'  -\-    P"  cosj-"  -f-  ■•■  =  o. 

Aulserdem  müssen  die  Summen  ilirer  Momente  in  Bezie- 
hung auf  die  Ebene   der  x  und  s    und  auf  die  der  y  und 
die  diesen  Kräften  parallel  sind,    ebenfalls  Null  seyn.     In  Be- 
eiehung  auf  die  erste  Ebene  hat  man  aber 

^jPcos;'  +  y'  P'  cob/  +  y"  P"  cosf"  -f-  .... 
als    Summe    der    Momente    der    Kräfte    P  cos  y,   P' cos  y 
P"coty"...',   die  der  Momente  der  Kräfte  g,  g' ,  g"...  ist 

gy  +  «■>'  -\-ä'y"  +  — . 

und   der  Werlh   der  Summe   der  Momente  der  Kräfte  —g, 

—  ff'i  —  s" '•'  "' 

/>  zPcoBß\  ,  j-  ,        s'  P' cos i3\ 

vermöge  der  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  verschie- 
denen Kräfte.     Man   hat  daher,   wenn  man  diese   drei  Sum- 

P{y  cos  j-  —  a  cos^^  — a'  cob^')-J-  .... 

und  ebenso  findet  m  ie  Summe  der  Momente 

dieser   Kräfte,   in  I  Ebene  der  y    und    e, 

nimmt  und  sie  gleich  avui  setzt, 

P(*cos;'  —  z  cos  a)  +  P' {x' cosy'  —  «'  eosa')  +... 
Was  die  Kräfte  Pcosß  —  h,  P'cosß'  —h',  P" c< 

—  h' ,,,  und  7i,  h',  h",,,,  die  mit  der  Axe  der  x  parallel 
und  sämmtlich  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten,  sind, 
betriflt,  so  hat  man  nur  zwei  Gleichungen  des  Gleichgewich- 
tes (f.57),  es  ist  nemlich  hinreichend,  dafs  ihre  Summe  gleich 
Null  sey,-  was 

26* 
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P   COS/J    +    P'  C08^'   +    P"   COS/J"    +   ...   =0 

giebt;  und  dafs  die  Summe  ihrer  Momente ,  in  Beziehung  auf 
die  Ebene  der  y  und  z ,  ebenfalls  gleich  Null  sey.  In  Bezie^ 
liung  auf  diese  Ebene  ist  aber  die  Summe  der  Momente  der 
ersteren  Kräfte 

a;(Pco8^  — A)  +  Ar'(P' cos /?'  —  /* ')  +  ...  =o, 
die  der  Momente  der  Kräfte  A,  7i',  ä".  •.  ist,  zu  gleicher  Zeit, 
^    •  Py  cos  aN      ,     ,  /  /^   r        ^  V  ^os  a  N     , 

vermöge    ihres   Abstandes   von    der   Axe   der  y]    wenn    man 
dalier  ihre  ganze  Summe  gleich  Null  setzt,  so  hat  man 
P{xco%ß — ycosa)  4*  P'(Är'co8/?' — j^'cos  «') -|- ...  =o. 

Endlich  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte,  die  nach 
der  Axe  der  x  gerichtet  sind,  hinreichend,  dafs  ihre  Summe 
gleich  Null  sey,    hieraus  folgt 

P  cos  a  -f-  P'  cos  a    -{-  P"  cos  a"  -|-  . ..  =  o 

Dies  sind  die  sechs  nothwendigen  und  hinreichenden 
Gleichungen  für  einen  völlig  freien  festen  Körper,  der  von 
beliebigen  Kräften  getrieben  wird  und  im  Gleichgewichte  sej^n 
soll. 

261. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Pcos«  -f-  P'  cos«'  -|-  P"  cos«"  4"  •••  ^^  -^ 
Pcos/J  +  P'cos/J'  +  P"C08^"  +...   —   Y 

P  cos  y  -{■  P^  cosy'  -{"  -^  '  cos  y "  4"  •  •  •  =   ^ 
P{x  cosß — y  coscf)  -f"  P\^'  cos/?'  —  y'  cos«')  -j-  ...  =  Zi 
P  {z  cos«  —  A?  cos;')  -}-  P'  (ä'  cosa'  —  x'  cos;'')  -f"  •••  ^-^  ■'•^^ 
P (ycosy —  z  cos/?)  +  P'Cf '  cosy' —  z' cosß')  -{-•••=  -^ 
so  werden  diese  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 

X  =  o,.Y=Oy   Z  =  o,    L  =  o,  M  =  o,  N  =  o.    (1) 
Man  bemerke^    dafs   diese   Gröfsen    L^  M^   N,   so  wie 
Z,   Y,  JSl,  nach  der  Regel  des  f.  22,   aus  einander  abgeleitet 
werden  könnisn. 

Diese  sechs  Gleichungen  enthalten  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes,  die  allen  Systemen  völlig  freier  materieller 
Punkte  gemeinschaftlich  sind.  Denn,  wie  auch  ein  solches 
System   oder  die   wechselseitige  Verbindung    der  Punkte,   aus 
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welchen  es  bestellt ,  bescliai&n  sey,  so  ist  es  immer  ebleucli- 
tend^  dai's  man  ihr  Gleichgewicht  nicht  sturen  wird,  wenn 
man  ihre  Abstände  unveränderlich  macht,  ohne  ihre  Coordi- 
naten  oder  die  sie  bewegenden  Kräfte  zu  ändern.  Die  Glei« 
cliungen  des  Gleichgewichtes  eines  Systems  von  unveränder- 
licher Gestalt,  die  bei  diesen  Gröfsen  statt  finden,  müssen 
daher  auch  für  jedes  andere  System  gellen*  Alsdann  sind  sie 
aber  nicht  mehr  hinreichend,  und  man  mufs  noch,  für  jedes 
besondere  System,  besondere  Bedingungsgleichungen  hinzufü- 
gen, welche,  wie  man  in  der  Folge  sehen  wird,  dazu  dienen^ 
die  Lagen  seiner,  verschiedenen  Punkte,  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes  zu  bestimmen« 

262. 
Wenn  die  gegebenen  Kräfte  alle  unter  sich  parallel  sind, 
so  sind  die  Winkel,  welche  sie  mit  jeder  der  Axen  Ox,  Oy,  Oz 
ein  schlief sen ,  gleich,  oder  ergänzen  sich  zu  180^,  je  nachdem 
diese  Kräfte  in  demselben,  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirken.  Man  kann  sie  gleich  setzen,  wenn  man ,  zu  gleicher 
Zeit,  die  Kräfte,  die  nach  einer  Richtung  wirken,  als  positive, 
und   diejenigen,    die  nach    der   anderen  Richtung  wirken,   als 

negative  ansieht  ($•  1 1).     Alsdann  hat  man 

■        / 1      ff  /j  y,f /j>/  f  ff 

wodurch  sich  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  in  eine  einzige 
verwandeln,  nemlich 

p  +  p'  ^  p"  4-  ...  r=  o, 
und  die  drei  anderen  werden 
(P:v+P':c'+/^'V'+...)cos/y=(Py+Py+Py'+...)cos« 

(PÄ+P'Ä'+P"Ä"4-...)cosa  =  (Pjc+P'a'+PV+...)co8y 
(Py+P>'+Py'+...)cos;/=(P^+P'Ä'+P"ü"+...)cos/?. 

I>a  aber  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  paralleler 
Kräfte  nur  drei  sind,  so  müssen  sich  die  di^ei  letzten  Glei- 
chungen auf  zwei  reducieren,  und  wii^klich,  wenn  man  sie 
addiert,  nachdem  man  sie  mit  cos;',  cosßy  cos  a  multiplicierl; 
hat,  so  findet  man  eine  identische  Gleichung,  so  dafs  eine  der- 
selben eine  Folge  der  zwei  übrigen  ist. 

Wenn  alle  gegebenen  Kräfte  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  kann  man  diese  Ebene  für  die  der  x  und  y  nehmen ,   als- 
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dann  sind  die  Winkel  y,  y',  y"...  rechte  Winkel  und  die 
Coordinaten  Zy  z\  «".•.  gleich  Null,  wodurch  die  dritte  Glei- 
chung und  die  zwei  letzteren  Gleichungen  (1)  yersch winden. 
In  diesem  besonderen  Falle,  wie  bei  den  parallelen  Kräften, 
giebt  es  daher  nur  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichtes, 
nemlich 

263. 
Wenn  die  gegebenen  Kräfle  sich  nicht  im  Gleichgewichte 
halten,    so  kann  man   nach  der  Bedingung  fragen,  die  sie  er- 
füllen  müssen,    um   eine   einzige  Mittelkraft  zu  haben,   und 
welche  diese  Mittelkraft  ist. 
•  Um    diese   Frage    zu    beantworten,    bezeichne  ich  diese 

Kraft  durch  it,  durch  «j  6,  c  die  Winkel,  welche  ihre 
Richtung  mit  Linien,  die  mit  den  Axen  Ox^  Oy^  Oz  parallel 
und  durch  einen  ihrer  Punkte  gezogen  sind,  den  man  füi- 
den  Angriffspunkt  nimmt,  und  dessen,  auf  dieselben  Axen 
bezogenen,  Coordinaten  durch  Xi,  yx,  Zi  bezeichnet  werden, 
einschliefsen.  Diese  Kraft,  im  entgegengesetzten  Sinne  ihrer 
Richtung  genommen^  hält  den  gegebenen  Kräiften  das  Gleich- 
gewicht. Die  Gleichungen  (1)  werden  statt  haben,  wenn  man 
zu  den  Kräften  Py  P',  P"...  noch  eine  Kraft  hinzufügt,  welche 
gleich  II  und  ihm  entgegengesetzt  ist,  folglich  hat  man 

.X  =  iJ  cosa,     Y"  =  Ä  cos  6,     Z  :=^  B,  cos  c,     (2) 

und  aufserdem 

L  :=!  R  {xi  cos  b  —  yi  cos  a) 

31  =z  R  (zi  cos  a  —  Xi  cos  c) 
N  z=z  R  (yi  cosc  —  Zi  cos  6), 
d.  h.  in  Folge  der  drei  ersten  Gleichungen , 

Xyi  —  Yxi  -f    Z.  =  o  1 
Zxi  —  Xzi  +  M  =  o  L  (3) 

Yz,  -  Zy,  +  N  =  o) 
Da  die  Coordinaten  Xj^  yu  Zi   einem  beliebigen  Punkte 
^^  der  geraden  Linie  angehören  können,   nach  welcher  die  Mit- 

r  telkraft  gerichtet  ist,    so  sind   diese    drei  letzten  Gleichungen 

äxe  ihrer  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen.  Damit  diese 
gerade  Linie  vorhanden  ^  sey ,  müssen  sie  sich  daher  auf  zwei 
zurückfüluren  lassen^   oder,   wenn   man   sie  addiert,   nachdem 
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man  sie  mit  Z,  Yj  X  multiplkiert  hat^  so  verscli winden  die 
drei  Veränderlichen  Xi^yi,  Zi  und  man  hat 

ZL  +   YM  +  XN  =  o,  (4) 

es  ist  daher  nothwendig  und  hinreichend^  dafs  diese  Gleichung 
(4)  statt  finde,  damit  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mit- 
telkraft haben;  wenn  sie  statt  hat,  so  ist  diese  Kraft,  der 
Grufse  und  Richtung  nach,  durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmt« 

Wenn  die  drei  Summen  X,  Y",  Z,  der  den  Axen  der 
^}  y y  ^9  parallelen  Seitenkräfte,  Null  sind,  so  ist  der  Glei- 
chung (4)  Genüge  geleistet;  alsdann  ist  die  Mittelkraft  eine 
unendlich  kleine  Kraft,  die  in  einem  unendlich  grofsen  Ab- 
stände von  den  Angriffspunkten  der  gegebenen  Kräfte  liegt, 
oder,  genauer  ausgedrückt,  es  werden  sich  diese  Kräfte  auf 
zwei  reducieren,  die  gleich  und  parallel  sind  und  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  wirken,  aber  nicht  auf  eine  einzige  zurück- 
geführt werden  können  (f.  44). 

Wenn  die  drei  Summen  L^M ,  JN  Null  sind,  so  wird 
der  Gleichung  (4)  ebenfalls  Gem^e  geleistet,  und  man  sieht, 
durch  die  Gleichung  (3),  dafs  die  Mittelkraft  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehen  wird. 

264. 
Wenn  die  durch  die  Gleichung  (4)  ausgedrückte  Bedin- 
gung nicht  erfüllt  ist, ,  so  kann  man  derselben  Genüge  leisten, 
wenn  man  zu  den  gegebene^  Kräften  noch  eine  passende  Kraft 
hinzufügt.  Ich  nehme  zur  gröfseren  Einfachheit  an,  sie  gehe 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  bezeichne  sie  durch 
Q,  und  durch  A,  /r,  v  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Axen 
Oxj  Oy,  Oz  einschliefst.  Die  Grofsen  L,  M,  I^  ändern 
sich  nicht  durch  Hinzufügung  dieser  Kraft  und  die  Summen 
X,  Yy  Z  werden  um  die  Glieder  Q  cos  A,  Q  cos  /f,  Q  cos  p 
yermehrt.  Daher  wird  die  Gleichung  (4) 
Q  {Lcosp +  M  cos  np  +  N  cos  k)'{'LZ+MY+NZ  =  o, 

so  dafs  man  ihr  auf  unendlich  viel  Arten,  vermittelst  der 
Kraft  Q  und  der  Winkel  A,  ^u,  ^,  die  ihre  Richtung  bestiiii- 
men,  Genüge  leisten  kann. 

Die  Mittelkraft  R  der  Kräfte  Q,  P,  P',  P"...  und  ihre 
Lage  werden  vermittelst  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  bestimmt, 
in  welchen  mau  JC  +  Q  cos  A  >    Y  -{-  Q  cos  /i ,  Z  ^  Q  cos  r 
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slatt  X,  Y,  Z  seUt.  Die  gegebenen  Kräfte  können  daher 
durch  diese  Mittelkraft  R  und  eine  Kraft,  welche  der  Kraft 
Q  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  ersetzt  werden,  woraus  man 
den  Schlufs  zieht,  dafs,  wenn  gegebene  Kräfte  weder  im  Cleich- 
gewicbte  sind,  noch  auf  eine  einzige  Kraft  zurück  geführt 
werden  können,  man  sie  immer,  auf  unendlich  viel  verschie- 
dene Arten,  auf  zwei  Kräfte  reducieren  kann,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  enthalten  sind,  weil  sie,  ohne  letztere  Beschrän- 
kung, sich,  gegen  die  Voraussetzung,  auf  eine  einzige  zurück 
führen  liefsen.  Dies  sieht  man  aufserdem  auch  unmittelbar 
durch,  die  Umbildung  des  f.  257;  denn  die  gegebenen  Kräfte 
P,  P%  P"...  können  durch  die  Mittelkraft  der  Kräfte y,  die 
der  Axe  der  z  parallel  sind>  und  durch  die  der  Kräfte,  die 
in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind,  ersetzt  werden, 
und  man.  kann  alsdann,  ohne  Schwierigkeit,  diese  beiden  Mit- 
telkräfte, auf  unendlich  viel  Arten,  in  zwei  andere  Kräfte 
verwandeln.  Sucht  man  die  Bediugung,  unter  welcher  sie 
sich  treffen,  so  findet  man^ie  Gleichung  (4),  die  sich  auf 
das  Vorhandensein  einer  einzigen  Kraft  bezieht* 

265. 

Petrachtet  man  zwei  feste  Körper  ji  und  A'  (Fig.  62), 
die  sich  ia  einem  Punkte  K  berühren  und  auf  einander  stützen, 
und  nimmt  man  an ,  dafs  sie  durch  gegebene  Kräfte  getrieben 
werden,  so  ist  es  leicht,  aus  dem  Vorhergehenden  die  Bedin- 
gungen ihres  Gleichgewichtes  zu  finden. 

Zu  diesem  Ende  nehme  icb  an,  dafs  sich  die  sechs  Gröfsen 
Xy  y,  Zf  L,  My  N  des  f.  261,  auf  den  Körper  ^  bezie- 
hen, und  bezeichne  durch  JSC',  Y\  Z\  U ^  M\  iV'  das,  was 
sie  in  Beziehung  auf  A^  werden;  ich  nenne  Xx,  yiy  Zi  die 
Coordiiiaten  des  Punktes  AT,  die  auf  dieselben  Axen  bezogen 
süid,  wie  diejenigen,  welche  in  diesen  verschiedenen  Gröfsen 
vorkommen.  Durch  den  Punkt  K  ziehe  icb  die  gerade  Linie 
HKH'  senkrecht  auf  die,  beiden  Körpern  gemeinschaftliche, 
Berührungsebene,  bezeichne  durch  a,  &,  c  die  Winkel,  welche 
der  Theii  KH  dieser  geraden  Linie,  der  in  \A  enthalten  ist, 
mit  Linien  einschliefst,  welche  durch  denselben  Punkt  £,  pa- 
rallel mit  den  Axen  der  jkt,  y^,  js,  gezogen  sind;  alle  diese 
Gröfsen  sind  gegeben,  und  man  soll  nun  die  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes  bilden ,  welchen  sie  Genüge  leisten  müssen. 
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^  Der  Körper  A  wird    aber  auf  A^  nach   der   Richtung 

KH\  einen  unbekannten  Druck  ausüben ,  den  ich  durch  R. 
bezeichne;  zu  gleicher  Zeit  -wird  er  einen  Widerstand  erlei* 
den,  der  dieser  Kraft  gleich  und  ihr  entgegengesetzt  ist.  Fügt 
man  daher  zu  den  gegebenen  Kräften ,  die  auf  A  wirken, 
eine  Kraft  R  hinzu,  die  nach  K.H  gerichtet  ist,  so  kann 
man  A  ganz  unberücksichtigt  lassen,  und  ebenso  kann  man 
auch  A'  allein  betrachten,  wenn  man  zu  den,  an  A*  ange- 
brachten Kräften,  noch  eine  Kraft  R  hinzu  fügt,  die  nach 
KH'  gerichtet  ist.     Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (1)  folgt, 

^  dafs  man  für  das  Gleichgewicht  dieser  zwei  Körper  folgende 
zwölf  Gleichungen  haben  wird :         . 

X-j-  R  cosa  1=  o,    y-j-  jR  cos  6  =  0,  Z^  R  cosc  =  o 
X' — R  cos  azzzo,    Y'  —  Äcos&=o,  Z' — jR  cos c=:o 
£j  -{-  R  {xi  cos  6—^1  cos  a)  r=  o 
M  ^  R  {zi  cos  a  —  Xi  cos  c)  z=:  o 
JV  -{-  Ä  (j/i  cos  c .—  Zi  cos  b)  z:^  o 
Ij  — ,  R  {xx  cos  h  -T*  yi  cos  rt)  =  o 
JM'  —  R  [zx  cos  a  —  ATj  cos  c)  z=.o 
iV'  —  jR  (yi  cos  c  —  Z\  cos  6)  =  o 
welche  sich  durch  die  Elimination   von  R  auf  elf  zurückfüh- 
ren lassen.     Sind  diese   elf  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichtes erfüUt^  so  giebt  eine  der  vorhergehenden  den  Wertli 
von  Ä,   welcher  eine  positive  Gröfse  seyn   mufs,  wenn  «ich 
die  zwei  Körper  wirklich  auf  einander  stützen  sollen. 

Diese  zwölf  Gleichungen  geben  unmittelbar 
JSC  +  X'  =  o,      Y  ^T  =  0,     Z+  Z'  =  0 
£  +  i'=o,     Jtf  +  Jli'=o,     iV-f.iV'=:o, 
was    auch  aus   den  Bedingungen   des  Gleichgewichtes   hervor- 
geht,  die  allen  völlig   freien  Systemen   gemeinschaftlich   sind, 
wie  es  das  der  zwei  Körper  A  und  A*  ißt  (f.  261). 

Ebenso  findet  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
einer  beHebigen  Anzahl  fester  Körper,  von  welchen  siqh  meh- 
rere auf  einander  stützen,  und  man  sieht  leicht,  dafs  die  Anzahl 
dieser  Gleichungen  sechs  mal  der  der  Körper,  weniger  der 
Anzahl  ihrer  Berühiungen ,  gleich  seyn  wird. 
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'  266. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  festen  Körpers, 
welcher  gegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  müssen  unter 
denen  eines  festen  völlig  freien  Körpers  enthalten  seyn.     Denn 
das  Gleichgewicht  eiiies  solchen    würde  nicht    gestört  werden^ 
wenn  man  ihn    besonderen  Bedingungen   unterwürfe ,    so  dafs 
durch  diese  Bedingungen   keine  neue  Gleichung   des  Gleichge- 
wichtes eingeführt  werden  kann.     Im  Gegentheil  müssen  eine 
oder   mehrere   der   Gleichungen   (1)   überflüssig  werden,  nind 
man  mufs  daher  für  die  verschiedenen  Fälle,   die  vorkommen 
können,  diejenigen  Gleichungen  bestimmen,  welche  noch  noth« 
wendig  sind.     Dies   soll   in  diesem   §.  geschehen,  indem  noch 
immer  die  Voraussetzung  beibehalten  wird,  dafs  man  die  ge- 
gebenen Kräfte  P,  P',  P"   u.  s.  w.   durch   die    drei  Gruppen 
vVon  Kräften,  von  welchen  in  §,  259  die  Rede  war,  ersetzt  hat. 
1)    Enthält  der  feste  Körper,  welcher  im  Gleichgewiclite 
bleiben    soll,    einen   festen   Punkt,    so   nimmt   man    diesen 
Punkt  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.     Die  Kräfte, 
welche    nach    der   Axe  Ox    gerichtet   sind,    werden   durch 
diesen  Punkt  aufgehoben,   wodurch  die  Gleichung    x  ziz  o 
verschwindet.     Damit  die  Kräfte,   welche  der  Axe  Oy  pa- 
rallel  und  in   der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind,   ver- 
schwinden, braucht  nicht  mehr   Y  =  o   zu  seyn,    sondern 
es  ist  hinreichend,    dafs  ihre   Mittelkraft  mit  der  Axe  Ojy 
zusammen   falle,    oder,    dafs  die  Summe  i  ihrer  Momente, 
in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  y  und  x ,  Null  sey.     Damit 
endlich    die  Kräfte,    die  der  Axe   der   z   parallel   sind,    im 
Gleichgewichte  seyen,  ist  nicht  mehr  die  Gleichung  Z=zo 
erforderlich,    sondern  es  genügt,   dafs  ilire  Mittelkraft  mit 
der  Axe  Oz  zusammen  fallt,  was  erfordert,  dafs  die  Summe 
ihrer  Momente ,  in  Beziehung   auf   die  Ebene  der  j^  und  z 
und  der  x  und  ä,  nemlich  die  Gröfsen  —  M  und  N,  gleich 
Null  sind. 

In  diesem  ersten  Falle  sind  daher  die  drei  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes,  die  noch  nothwendig  vorhanden  seyn 
i)uissen , 

£  =  o,     Jtf  =  o,     JV  =  o. 

Sie  drücken  wirklich  aus,  dafs  die  gegebenen  Kräfte  eine 
Mittelkraft  haben ,  und  dafs  diese  Mittelkraft  durch  den  festen 
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Punkt  geht.  Diese  Kraft,  drückt,  der  Grofse  und  Richtung 
nach,  den  Druck  aus,  welcher  auf  diesen  Punkt  ausgeübt 
wird,  und  wird  durdi  die  Gleichungen  (2)  bestimmt. 

2)  Man  nehme  an,  der  feste  Körper  werde  durch  eine 
feste  Axe  zurück  gehalten,  um  welche  er  sich  drehen  kann, 
olme  nach  der  Richtung  ihrer  Länge  gleiten  zu  können. 
Man  nehme  diese  Axe  für  die  der  ä,  die  Kräfte,  welche 
dieser  Axe  Oz  parallel  sind,  können  gar  keine  Bewegung 
hervor  bringen;  daher  sind  die  drei  Gleichungen  L  •=.  o^ 
M  :=:  Oy  N  =:  o,  die  sich  auf  ihr  Gleichgewicht  beziehen, 
nicht  mehr  erforderlich.  Die  Gleichungen  X  zz:  o  und 
Y  =z  o  sind  ebenfalls  nicht  für  das  Gleichgewicht  der  in 
der  Ebene  der  x  und  y  enthaltenen  Kräfte  noth wendig,  so 
dafs  es  in  diesem  Falle  nur  eine  Gleichung  des  Gleichge- 
wichtes giebt,  welche  Zr  =  o,  d.h. 

P{x  cos^ — ycosf»)  -j-  P\x'co%ß' — j^'cos  «')-}-...  =  p    (5) 
seyn  wird. 

Hat  aber  der  Körper  die  Freiheit,  längs  der  festen  Axe 
fortzugleiten ,  so  mufs  noch  aufserdem ,  wenn  diese  Bewegung 
verhindert  werden  soll,  die  Summe  Z,  der  mit  Ox  parallelen 
Kräfte,  gleich  Null  seyn,  und  dann  hat  man  die  zwei  Gleichun- 
gen des  Gleichgewichtes 

jZ^  =  o,    Z  =  o. 

Der  Druck,  den  die  feste  Axe  senkrecht  auf  ihre  Rich- 
tung erleidet,  ist  die  Mittelkraft  der  in  der  Ebene  der  x  und 
y  enthaltenen  Kräfte,  die,  der  Gröfse  und  Richtung  nach, 
durch  die  zwei  ersten  Gleichungen  (2)  bestimmt  ist,  und,  in 
Folge  der  Gleichung  (5),  durch  den  Punkt  O  geht.  Die  Kräfte, 
welche  mit  dieser  Axe  parallel  sind,  werden  zu  gleicher  Zeit 
streben,  dieselbe  uni  sich  selbst  zu  drehen.  Vergleicht  man 
die  Gröfsen  M  und  N  mit  L ,  so  ergiebt  sich  aus  ilirer  Zu- 
sammensetzung ,  dafs  M=>o  die  Gleichung  des  Gleichgewich- 
tes um  die  Axe  Oy^  und  N  zzi  o  dasselbe  um  die  Axe  Ox 
seyn  wird.  Hieraus  folgt  auch,  dafs  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes um  einen  festen  Punkt  darin  besteht,  dafs  das 
Gleichgewicht  um  drei  feste  rechtwinklige  Axen,  die  beliebig 
durch  diesen  Punkt  gezogen  sind,  statt  habe.  Besteht  daher 
das  Gleichgewicht    um   drei   reclU winklige  Axen,   die   sich  m 
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demselben  Punkte  schneiden,   so  hat  es  auch  itm  yeAe  andere 
gerade  Linie  statt ,  die  durch  diesen  Punkt  geht. 

3)  Ich  nehme  an^  dafs  drei  oder  mehr  Punkte^  die  nicht 
in  gerader  Linie  liegen^  und  einem  festen  Körper  angehören^ 
auf  einer  festen  Ebene  bleiben  müssen,  deren  Lage  gegeben 
ist;  diese  Ebene  nehme  ich  für  die  der  x  und  jy.  Da  die 
mit  der  Axe  der  z  parallelen  Kräfte  keine  Bewegung  her- 
vorbringen können,  so  werden  die  auf  ihr  Gleichgewicht 
bezüglichen  Gleichungen  wegfallen^    die  drei  Gleichungen 

X  :=z  Oy     Y  ^^  Oy     L  zzz  o 

dagegen ,  welche  den  in  der  Ebene  der  x  und  ~y  enthalte- 
nen Kräften  entsprechen,  sind  erforderlich,  um  den  Körper 
zu  verhindern,  sich  parallel  mit  dieser  festen  Axe  zu  drehen 
oder  zu  gleiten« 

Die  Kraft  Z  ist  der  ganze  Druck,  den  die  feste  Ebene 
erleidet.  Ist  der  Körper  blos  auf  diese  Ebene  gelegt^  so  dafs 
man  z.  B.  ein  Poljed^  betrachtet,  dessen  eine  Fläche  auf  der 
Ebene  der  x  und  y  liegt,  so  mufs  das  Zeichen  von  Z  so 
beschaffen  seyn,.  dafs  diese  Kraft  den  Körper  gegen  diese 
Ebene,  prefst.  Aufserdem  miiXs  diese  Mittelkraft  der  mit  der 
Axe  der  z  parallelen  Kräfte ,  die  Ebene  der  x  und  y  iuner* 
halb  der  Ausdehnung  der  Grundfläche  des  Körpers  treffen, 
weil  sie  sonst  denselben  um  eine  der  Seiten  dieser  Grund- 
fläche drehen  würde.  Nennt  man  aber  Xx  unid  yx  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes^  in  welchem  diese  Mittelkraft  die  £bene 
der  X  und  y  trifft ^  so  sind  ihre  Momente,  rücksichtlich  der 
Ebene  der  x  und  y  und  der  Ebene  der  y  und  z ,  gleich  Zyx 
und  Ztüx  9  ®^®  müssen  den  Summen  der  Momente  der  Seiten- 
kräfte, in  Beziehung  auf  dieselben  Ebenen,  gleich  seyn ,  und 
vermöge  der  Werthe  dieser  zwei  Summen,  die  man  früher 
gefunden  hat  ($•  260) ,   hat  man 

Zxx  =—  M,     Zyx  =  N. 

Man  mufs  daher>  in  jedem  besonderen  Falle,  untersuchen, 
ob  die  Werthe  von  Xx  und  yx  >  die  sich  aus  diesen  Gleichun- 
gen ergeben,  einem  Punkte  der  Grundfläche  des  Körpers  an- 
gehören ;  welche  Bedingung  nicht  durch  Gleichungen  ausge- 
drückt werden  kann,  eben  so  wenig  wie  die,  welche  sich 
auf  das  Zeichen  von  Z  bezieht. 
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4)  Wenn  die  Punkte  des  Köi^pers,  welche  auf  der  festen 
Ebene  der  x  und  y  bleiben  sollen ,  nur  zwei  sind,  oder 
wenn  sie  alle  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  nimmt 
man  diese  Linie  für  die  Axe  der  y;  die  Mittelkraft  L 
mufs  alsdann  die  Ebene  der  x  und  y  in  einem  Punkte 
dieser  Axe  treffen,  und  man  hat,  unabhängig  von  den  drei 
Gleichungen  des  vorhergehenden  Falles,  die  vierte  Gleichung 
des  Gleichgewichtes 

.3/  =  o. 

5)  Berührt  endlich  der  feste  Körper  die  feste  Ebene  der 
X  und  y  nur  in  einem  Punkte,  den  man  für  den  Anfangs- 
punkt O  der  Coordinaten  'nimmt,  so  sieht  man  leicht,  dafs 
man  fünf  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  haben  wird, 
nemlich 

X  =  o,     Y  =  Oy    Lz=:Of    M  z=z  Oj    N  =:  o. 

Die  Kraft  Z  ist  immer  der  Druck,  welcher  auf  die  feste 
Ebene  im  Punkte  O  ausgeübt  wird,  und  muTs  das  passende 
Zeichen  haben. 

Dieses  Resultat  fällt  mit  dem  des  vorhergehenden  f.  zu- 
sammen, denn  nimmt  man  an,  dafs  der  Körper  ^'  unbe- 
weglich und  durch  eine  Ebene  begr&izt  ist,  und  man  nimmt 
diese  Ebene  für  die  der  x  und  y  und  den  Punkt  K  (Fig* 
62)  für  den  Anfangspubkt  der  Coordinaten,  so  mufs  man,  in 
den  Gleichungen  dieses  (•,  ^2  =:  o,  yi  =  o,  js^  =  ^9  ^  =  ^^^9 
6  =  90^  setzen,  wodurch  die  sechs  Gleichungen,  die  sich  auf 
das  Gleichgewicht  des  Körpers  ^  beziehen,  auf  die  fünf  vor- 
hergehenden reduciert  werden«  Die  sechste  dieser  Gleichun- 
gen wird,  zu  gleicher  Zeit, 

Ä  +  2  :=  o, 
wenn  man  annimmt,  dafs  0  =  0,  oder  dafs  der  Theil  KU 
der  Normalen  die  Axe  der  positiven  Z  ist.  Daher  ist  der 
Druck,  welcher  auf  ^'  ausgeübt  wird  und  dem  Widerstände 
II  gleich  und  entgegengesetzt  ist^  die  Kraft  Z,  sowohl  der 
Gröfse  als  Richtung  nach* 

Diese  Aufzählune  der  verschiedenen  Fälle  des  Gleichge- 
wichtes veranlafst  wl  Bemerkung  >  dafs  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen, die  sich' auf  einen  festen  Körper  beziehen^  der 
durch  unbewegliche  Hindernisse  aufgehalten  wird,   eine  |ede 
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Zahl,  die  kleiner  als  sechs  ist;  betragen  kann^  welche  letztere 
Zahl  einem  völlig  freien  Körper  entspricht« 

26?/ 

Die  Gleichung  (5),  welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  um 
die  als  fest  gedachte  Axe  der  z  bezieht  ^  enthält  weder  die 
dieser  Axe  parallelen  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kräfte  Py 
P\  jP". . . ,  noch  die  derselben  Axe  parallelen  Coordinaten 
ihrer  Angriffspunkte  My  M\  M'\..  u.s.  w.,  so  dafs  das  Gleich- 
gewicht nicht  gestört  wird,  wenn  man  diese  Kräfte  und  ihre 
Angriffspunkte  durch  ihre  Pro)eclionen  auf  die  Ebene  der  x 
unJy  ersetzt;  was  man  übrigens  auch  leicht  a  priori  bewei- 
sen kann. 

Seyen  also  Q,  Q\  Q"...   die    auf  die  Ebene  der  x  und 
y    projicierten   Kräfte    P,  P',  P"...,    d.h.    die    parallel    mit 
dieser   Ebene    zerlegten    und    an    die   Projection    der    Punkte 
Jf,  M\  Ji"  u.  s.  w.  auf  dieselbe  Ebene   angebrachten.     Man 
bezeichne    durch  gr,  gr',  g". ..  u.  s.  w.   die  senkrechten  Linien, 
welche  von   dem   als  fest  gedachten  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinalen   auf  die  Richtungen    der  Kräfte   Q,  Q\  Q",,.   gefällt 
sind,   und   um   einen   bestimmten   Fall  zu  betrachten,    nehme 
man  an,  dafs  Q,  Q\  Q"  nach  einer  und  derselben  Richtung 
um   diesen    Anfangspunkt   zu   drehen    streben,   während    Q''\ 
Q*^    nach    entgegengesetzter    Richtung    drehen.      Damit    alle 
Kräfte  im  Gleichgewichte  seyen,  mufs  man,  nach  f.  47, 
Qq  +  Q'q'  +  g"5r"-Q-5'"_  Q^yq,,-  ...  z=z  o     (6) 
haben,    indem   man   q,  q,  q,  q"...,   so    wie   auch    Q,  Q\ 
Q  \  Q    •••>  ^^  positive  Gröfsen  betrachtet. 

Diese  Gleichung  mufs  daher  mit  der  Gleichung  (5)  zu- 
sammenfallen,  was  man  auch  wiiklich,  auf  folgende  Weise, 
zeigen  kann. 

Sey  H  (Fig.  63)  die  Projection  des  Punktes  M,  OG  und 
HG  seine  Coordinaten  x  und  y,  HA  die  Richtung  der  Kraft 
Ö,  X  und  ^  die  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  Linien 
einscldiefst,  die  mit  den  Axen  Ox  und  Oy  parallel  durch 
den  Punkt  H  gezogen  sind.  Durch  den  Punkt  O  ziehe  man 
zwei  andere  Axen  Ox^  und  Oyi,  die  erslere  nach  der  Rieh- 
tiing  HA  und  die  zweite  senkrecht  auf  diese  Linie,  und  so 
beschaffen,   dafs  der  Winkel  yOy^  zugleich  mli  xOxi,   spitz 


415 

oder  stumpf  ist.  Man  nenne  Xi  und  yi  die  Coordinaten  OF 
und  FH  des  Funkies  H,  die  auf  diese  neuen  Axen  bezogen 
sind 9  so  iiat  man^  wie  bekannt, 

ATj  =  y  cos  /^  -j-  ät  cos  A  ,'   yi  =  ^  cos  A  —  x  cos  /u,  . 
Da  aber  die  senkrechte  Linie  OK  oder  q,  die  vom  Punkte 
O   auf  H^  gefällt   ist,   eine  positive  Gröfse   seyn  mufs,    so 
hat  man 

q  =  ziz  yi  ^^  ziz   (y  cos  X  —  ät  cos  /i) , 

je  nachdem  die  Opdinate  yi  positiv  oder  negativ  ist,  oder, 
was  dasselbe  ist,  je  nachdem  die  Kraft  Q  nach«  einer  bestimm- 
ten oder  der  entgegengesetzten  Richtung  um  den  Punkt  O  zu 
drehen  strebt.    Aufserdem  hat  man 

Q  =  P  6iny, 

und  ferner  (f.  8) 

cos  a  =1  siny  cosA,    cos/^  =  siny  cos/^; 
hieraus  folgt  also 

Qq  =  ±:  P  (jy  cos  a  —  x  cos  /J). 

Da  die  Kräfte  Q'  und  Q",  nach  unserer  Voraussetzung, 
in  demselben  Sinne  drehen  wie  Q,  so  hat  man  auch 
Q'  q'  ::=  ±:  P'  (y'  cosa   —  x' cosß') 
-.     Q"q''=  ±  P"Cy"cos«"  — ^"cos/J") 
und  da   die    anderen  Kräfte  Q"',  Q'^-..  nach   der  entgegen- 
gesetzten  Richtung  zu  drehen  streben,  so  hat  man 

Q     q      =  =P  jP     (y     COS«     — X,    cosp    ) 
Qiyqiv  =z  ry:   Piv(j^ivcos«*^ — x^vcos^»^) 

«         •         •         • .       • 
Man  mufs    daher,    in  allen  diesen  Werthen,   zu  gleicher 
Zeit   entweder   die  oberen    oder  die  unteren  Zeichen   nehmen 
und  substituiert  man  sie  in  die  Gleichung  (6),   so  geht   diese 
in  die  Gleichung  (5)  über,  was  zu  beweisen  war. 

268. 
Da  der  im  Gleichgewichte  befindliche  Körper  immer  der 
Schwerkraft  unterworfen  ist,  so  mufs  man  unter  den  gege- 
benen Kräften  P,  P'  P"...  auch  sein  Gewicht  begreifen,  das 
naeh  der  Verticalen  an  seinem  Schwerpunkte  wirkt.  Man 
nehme  z.B.  an,  dafs  von  einem  schweren  Körper  die  Rede 
sey ,    der  auf  einer  schiefen  Ebene  liegt  und  durch  eine  ein- 
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zige  Kraft  gelialten  wird.  Die  Figur  64  slellt  einen  Durch- 
schnitt des  Körpers  vor,  der  durch  den  Schwerpunkt  G  geht 
und  auf  der  geneigten  Ebene  senkrecht  steht.  Die  Länge 
dieser  Ebene  ist  u4B ,  ihre  Basis  BC  und  ihre  Höhe  ^C. 
Man  verlegt  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten  in  die  Ver- 
ticale  GHj  die  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  nimmt  die 
Axen  Oz  und  Ox  bezüglich  senkrecht  auf  u4B  und  parallel 
mit  dieser  Linie.  Die  dritte  Axe  Oyj  die  nicht  in  der  Figur 
angegeben  ist,  steht  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht.  Die 
Kraft  P  ist  das  Gewicht  des  Körpers,  die  Verticale  GH  ihre 
Richtung  und  HOx  der  Winkel  o.  AuTserdem  hat  man  x  =  o, 
j^  =  o,  ß=z90^*  Nimmt  man  daher  P'  für  die  gegebene 
Kraft,  welche  den  Körper  hält,  so  reducieren  sich  die  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes  für  den  dritten  Fall  des  (.  266  auf 

Pcosa  +  -P'cosa  =0,  P'cos^'=x>,  PXx'cosß' — j''co8«)  =  o. 

Vermöge  der  zwei  letzteren  Gleichungen  hat  man  fi'  =  90^ 
und  y'  =  0,  woraus  zuerst  hervorgeht;  dafs  die  Kraft  P'  in 
der  Ebene  der  x  und  z  enthalten  seyn  mufs,  und  dies  ist 
auch  wirklich  nothwendig,  damit  diese  Kraft  und  das  Gewicht 
des  Körpers  eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die  auf-  der  ge- 
neigten Ebene  senkrecht  steht.  Ich  nehme  an,  es  sey  O  der 
Punkt,  wo  die  Richtung  von  P'  die  Verticale  GH  trifft  und 
bezeichne  diese  Richtung  durch  OD.  Der  Winkel  a'  od^r 
DOx  mufs  stumpf  seyn,  um  der  ersten  der  drei  vorhergehen- 
den Gleichungen  zu  genügen.  Ich  nenne  d  den  spitzen  Win- 
kel DOx'y  welchen  die  Kraft  P'  mit  der  Verlängerung  von 
Ox  einschliefst,  so  dafs  man 

cos  0»'  =  —  cos  d 

hat.  Der  Winkel  a  oder  HOx  ist  das  Complement  der  Nei- 
gung ABC  der  Ebene;  bezeichnet  man  die  Höhe  AC  durch 
hj  und  die  Länge  AB  durch  /,   so  hat  man  daher 

h 
cos  a  =  — , 

woraus  si(^  zuletzt 

— r-  r=:  P   cos  d 

ergiebt,  welche  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eine  der  zwei 
Gröfsen  P    und  d  finden  lehrt,  wenn  die  andere  gegeben  ist. 
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-    Ist  z.  B.  die  Jlraft  P'  mit   der   geneigten  Ebene  parallel; 
so  hat  man  (f  =  o ,  und  daher 

P'  :  P  =z  h  :  /, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

P'  =  P  sin  i, 
indem  man  i   die  Neigung  der  Ebene  nennt.      Nennt  man  Q 
den  Druck,    den  die  Ebene  erleidet,   und  welcher,  in  diesem 
Falle ,  .die  nach  der  senkrechten  Oz  gerichtete  Seitenkraft  des 
Gewichtes  P  seyn  wird,  so  hat  man,  zu  gleicher  Zeit, 

Q  :=  P  cos  I. 

269. 
Man  abstrahiert  hier  von  der  Reibung,  die  zu  der  Kraft 
P'  hinzu  kommt,  parallel  mit  der  schiefen  Ebene  wirkt  und 
den  Körper  hindert,  längs  dieser  Ebene  fort  zu  gleiten.  Ist 
die  Kraft  P'  Null,  so  kann  die  Reibung  allein  den  Körper 
zurück,  halten,  so  lange  die  Neigung  i  nicht  eine  gewisse 
Gränze  erreicht  hat.  Bezeichnet  man  diese  Gränze  durch  yl, 
d.h.  den  Winkel  z,  welcher  dann  vorhanden  ist,  wenn  die 
Störung  des  Gleichgewichtes  anfängt,  und  nimmt  man  an, 
dafs  die  Reibung  in  diesem  Augenblicke  ein  Bruch  /  des 
Druckes  ist,  so  mufs  die  Kraft  fQ  der  Seitenkraft  P  sin  A 
des  Gewichtes  des  Körpers,  die  der  schiefen  Ebene  parallel 
ist,  das  Gleichgewicht  halten.     Daher  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

Q  =z  PcosA,    yg  =  PsinA, 
woraus  man 

/=  tang  A 

findet.  Man  findet  daher  den  Werth  von  J  durch  die  Beob- 
achtung des  Winkels  A,  unter  welchem  die  Bewegung  anfängt, 
und  den   man  den  Reibungswinkel   nennt. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dafs,  bei  sonst  gleichen  Verhält- 
nissen, die  Reibung  in  dem  Augenblicke,  welcher  der  Auflie- 
bung  des  Gleichgewichtes  vorausgeht,  dem  Drucke  proportio- 
nal ist,  so  dafs  der  Coefücient  jT  und  der  Winkel  A  von  dem 
Drucke  Q  und  daher  auch  von  dem  Gewichte  P  unabhängig 
sind.  Dieser  Coeificient  ändert  sich  mit  der  Beschaffenheit 
des  Körpers  und  der  Folitiu*  der  Oberflächen;  auch  hat  man 
bemerkt,  dafs  er  das  Maximum  seines  Werthes  erst  dann 
erreicht,   wenn    die  Berührung  des  Körpers   und   der  Ebene 

27 
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eiue  Zeitlang  gedauert  hat^  die  bei  Körpern  von  verschiedener 
Besclialfenlieit  verschieden  ist;  auch  ist  die  Behauptung,  dafs 
die  Reibung  dem  Drucke  proportional  ist,  nur  dann  richtige 
wenn  man  von  diesem  Maximum  ausgeht. 

Giebt  man  diesen  Erfahrungssatz  zu,  so  folgt  daraus, 
dafs,  wenn  mehrere  Körper  von  derselben  Beschaffenheit,  deren 
Oberilächen  dieselbe  Politur  haben,  auf  eine  horizontale  Ebene 
gelegt  werden,  und  man  diese  Ebene  allmalich,  nach  einer 
gewissen  Zeit,  neigt»  alle  diese  Körper  unter  demselben  Win- 
kel a  zu  gleiten  anfangen  vferden,  wie  auch  ihre  Gewichte 
und  die  Ausdehnung  ihrer  Oberfläche,  die  auf  der  Ebene 
liegen,   beschaffen  seyn  mögen* 

270. 

Liegt  ein  Körper  auf  einer  horizontalen  Ebene,  so  ver- 
Iheilt  sich  der  Druck,  den  sein  Gewicht  P  ausübt,  unter  den 
Stützpunkten  dieser  Ebene;  wenn  aber  ihre  Zahl  mehr  als 
drei  betragt,  so  scheint  diese  Vertheilung,  beim  ersten  Blicke, 
luibestimmt  zu  seyn,  dies  ist  eine  Schwierigkeit,  die  wir  nun 
genauer  untersuchen  wollen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehme 
man  an,  die  horizontale  Ebene  sey  die  Oberfläche  eines  Tisches, 
dessen  Füfse  vertical  sind.  In  dieser  Ebene  ziehe  man  zwei 
rechtwinklige  Axen  Ox  und  Oy  (Fig.  65).  Sey  C  die  Fro- 
jection  des  Schwerpunktes  des  Körpers  auf  diese  Ebene  und 
j4,  j4\  A'\..  die  Funkte  dieser  Ebene,  welche  den  Füfsen 
des  Tisches  entsprechen.  Man  bezeichne  durch  Xi  und  yi, 
a?'  und  y\  x'  und  y'**..  die  Coordinaten  dieser  Punkte 
C,  ji^  A*  A''  u.  s.  w.,  die  auf  die  Axen  Ox  und  Oy  be- 
zogen sind.  Damit  der  Tisch  nicht  umgeworfen  werde,  mufs 
der  Punkt  C  im  Inneren  des  Vielecks  A^  A\  A'\  A'\ . .  lie- 
gen. Ist  diese^  Bedingung  erfüllt,  so  zerlegt  sich  das  an  den 
Punkt  C  angebrachte  Gewicht  in  parallele  Kräfte,  die  im 
Sinne  der  Schwerkraft  gerichtet  sind,  und  durch  die  Stütz- 
punkte A^  A\  A'\..  gehen,  welche  Kräfte  die  Lasten  sind, 
die  die  Füfse  des  Tisches  tragen  müssen.  S^yen  Q,  Q\  Q'\.. 
diese  unbekannten  Lasten,  so  hat  man,  nach  der  Theorie 
der  parallelen  Kräfte, 
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Px-,  =    Qx  +  Q'x'  +  Q'\"  +  ... 

py,  =  Qy  +  oy  +  Q'y  -{- ... 

Sind  mm  Dur  drei  Slülzpunkle  ^,  ^',  ^"  vorhanden, 
so  sind  diese  drei  Gleicliimge»  liinmchend,  um  die  Laaieu 
Qi  Q  >  Q  Kii  bestimmen;  sind  aber  deren  vier  oder  eine 
gcürsere  Anzahl  vorbaDden,  so  ist  die  Aufgabe  unbcetimnit, 
und  man  kann  ahdann  die  Werlhe  aller  Unbekannten,  we- 
niger drei,  nach  Belieben  annehmen,  sobald  sich  nur  hieraus 
für  diese  drei  Unbekannten ,  positive  Werlhe  ergeben. ') 

Diese  Un bestimm tlieit  würde  -wirklich  statt  £uden,  wenn 
der  Tisch  völlig  unbiegsam  wäre ;  doch  ist  dies  nie  der  Fall, 
und  so  wenig  biegsam  mau  ihn  annimmt,  immer  wird  er  seine 
Gestalt  ein  wenig  ändern  und  sich  in  seinen  verschiedeneu 
Theilen  auf  ungleiche  Weise  zusammendrücken.  Die  Ge- 
stalt aber,  die  ei  annimmt,  und  die  Gröfse.  um  welche  er 
sich  in  jedem  Punkte  zusammendrückt,  werden  nicht  blos 
von  dem  Gewichte  I',  sondern  auch  von  der  Anzahl  und  der 
Lage  der  Stützpunkte  j4,  A' ,  A".>,  abhängen,  uhd  beide, 
80  wie  der  Druck,  der  in  jedem  dieser  Punkte  statt  hat, 
werden  in  jedem  besonderen  Falle  vollkommen  bestimmt  seyn. 
Doch  ist  diese  Bestimmung  eine  sehr  schwere  Aufgabe,  für 
die  man  noch  keine  allgemeine  Lüsung  hat,  und  die  in  die 
mathematische  Physik  gehurt.  Wir  beschränken  ims  hier 
darauf,  zu  bemerken,  dafs  Alles  nothwendig  in  der  Natnr 
bestimmt  ist,  und  dafs  wir,  wenn  uns  etwas  unbestimmt  zu 
seyn  scheLit  '  '  '       '        Vufgabe  Gegebenem , 

d.  h.    von    i  Materie    abstrahiert, 

haben,    wie  in   Frage,    mit   dem 

Grade  der  B  U  ist. 


*}   Es  ut  lei  ancli   in   dem  Falle  ua- 

bestimmt  li  vorbanden  siad,   sobniil 

dieae  in  einer  geraden  Linie  liegen  ,  in  welcJier  dann  auch  der  Punkt 
C  liegen  mur»,  damit  deT  Tiacli  niclit  amgenorfen  werde.  Denn  nimmt 
mao  in  diesem  Falle  diese  gerade  Linie  s.  B.  für  die  Axe  Oy ,  so 
hat  man  xi=i  j:  =^j:';sx"^o  und  ^i^j' =y  =  y  =  »,  >o  dafs 
nnr  noch  die  Gleichung 

übrig  bleibt,  die  ztrei  nnderen  Gleichungen  dagegen,  ■!■  idenliiclie, 
wegfallen.  Man  vergleiche  übrigen«  auch  Crelle's  Jouni.  für  die  reine 
u.  angew.  Maihem.  Bd.  1,  pg.  ilT  fT.  Annerk.  des  Uebers. 

'■"  27*  , 
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Zweites    Kapitel. 
Theorie    der    Momente. 

271. 
Die  Momente,  welche  wir  in  diesem  Kapitel  betrachten, 
sind  diejenigen ,  von  welchen  in  $«  42  die  Rede  war.  So  ist 
das  Moment  einer  Kraft  P  das  Produkt  Pp  aus  dieser  Kraft 
und  der  senkrechten  Linie  p^  die  vom  Mittelpunkte  der  Mo- 
mente auf  ihre  Richtung  gefallt  wird«  Ist  dieser  Mittelpunkt 
C  (Fig.  66), .  und  wird  die  Kraft  P  durch  die  Linie  MA  vor- 
gestellt^ die  man  auf  ihrer  Richtung  genommen  hat,  so  ist 
der  Werth  ihres  Momentes  das  Doppelte  des  Dreiecks  CJlMj 
dessen  Grundlinie  diese  Kraft  und  dessen  Spitze  in  C  ist. 
Hiernach  ist  der  Lehrsatz  des  §.  46 ,  in  Beziehung  auf  das 
Moment  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte,  nichts  Anderes,  als 
ein  leicht  zu  beweisender  geometrischer  Lehrsatz. 

,  Seyen  nemlich  MA  und  MB  die  beiden  Seitenkräfte, 
die  Diagonale  MD  des  Parallelogramms  MADB  wird  ihre 
Mittelkraft  seyn,  und  da  der  Punkt  C  aufserhalb  des  Win- 
kels AMB  und  seines  Scheitel  winkeis  liegt  ^  so  mufs  man 
beweisen,  dafs  das  Dreieck  CMD  die  Summe  der  Dreiecke 
CMA  und  CMB  isU     Man  hat  aber  sogleich 

CMD  =  CMA.'\-  CAD  +  MAD, 
fällt  man  vom  Punkte  C  eine  senkrechte  Linie  CE  auf  JMS, 
welche  die  mit  dieser  parallel  gezogene  Linie  AD  in  F  trifft, 
so  hat  man 

^     CMB  —  iMB.CE,    CAD  =  IAD.CF, 

und  da 

MB  =  AD,    CF  =  CE  —  EF, 

so  folgt  hieraus 

CAD  =  CMB  —  iMB.  EF. 
Nun   ist    MB.EF  die    Oberfläche    des   Parallelogramms 
MADB,  oder  das  Doppelte  des  Dreiecks  MAD,  daher  hat  man 

CAD  =  CMB  —  MAD, 
und  daher 

CMD  z=  CMA  +  CMB, 

was  zu  beweisen  war. 
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In  der  Figur  wird  angenommen ,  dafs  die  Linie  EF  der 
Unterschied  der  senkrechten  Linien  CjE^  und  CPist;  sie  könnte 
auch  deren  Summe  seyn^  und  man  würde  ohne  Schwierig, 
keit  den  vorhergehenden  Beweis  umanderti  können,  um  ihn 
auf  diesen  Fall  anzuwenden.  Auch  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  zeigen,  dafs  das  Dreieck  CMD  der  Unterschied  der 
Dreiecke  CM^  und  CMB  ist,  wenn  der  Punkt  C  innerhalb 
des  Winkels  jiMB  oder  seines  Scheitelwinkels  liegt. 

272. 
Durch  den  Mittelpunkt  der  Momente  (Fig.  67)  ziehe 
man  eine  beliebige  Ebene;  man  projiciere  auf  diese  Ebene 
die  gerade  Linie  jiß ,  welche  die  Kraft  P,  der  Gröfse  und 
Richtung  nach,  darstellt:*  Sey  ebenso  Q  die  Kraft,  welche 
durch  die  Protection  AB'  von  jiB  dargestellt  wird;  alsdann 
ist  das  Moment  der  Kraft  P  das  Doppelte  des  Dreiecks  CAB, 
und  das  der  Kraft  Q  das  Doppelte  des  Dreiecks  CA'B\ 
Bleibt  daher  der  Mittelpunkt  der  Momente  derselbe,  so  ist 
das  Moment  der  Projection  einer  Kraft  auf  eine  Ebene,  die 
durch  diesen  Punkt  geht,  die  Projection  des  Momentes  dieser 
Kraft  auf  dieselbe  Ebene. 

*  Nennt  man  H  das  Moment  der  Kraft  P,  und  K  das 
seiner  Projection  Q,  erhebt  man  auf  den  Ebenen  dieser  zwei 
Momente  die  senkrechten  Linien  CD  und  CJE,  und  bezeich- 
net den  Winkel  DCE  durch  (J,  so  ist  dieser  Winkel  eben- 
falls die  Neigung  von  H  gegen  JSl  ,  und  man  hat  (f.  10) 

K  =  Hcos&. 
Für  dieselbe  Kraft  P,  ändert  sich  der  Winkel  (J  und 
das  Moment  H  mit  der  Lage  des  Punktes  C  auf  der  Linie 
CE'j  bleibt  aber  diese  Linie  dieselbe,  so  ändert  sich  das  Pro- 
dukt H  cos  d  nicht ,  denn  alsdann  wird  K  oder  das  Dreieck 
CA^B'  nur  seinen  Ort  parallel  mit  sich  selbst  verändern, 
ohi;e  dafs  sich  seiiie  Gröfse  ändert. 

273. 
Man  betrachte  nun,  statt  einer  einzigen  Kraft,  ein  System 
von  Kräften  P,   P',  P\...     Seyen  //,  H\  i/"  u.  s.  w.  ihre, 
Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  (Fig.  68).     Man  be- 
zeichne   durch   <y,  8\  ^"...   die  Winkel,  welche    die   auf  den 
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Ebenen  dieser  Momente  senkrecht  stehenden  Linien  CD,  CD\ 
CD",.,  mit  derselben  Axe  CE  einschliefsen ,  durch  (),  Q\ 
Q'\,,  die  Projeclionen  von  P,  P\  P".,.  auf  die  Ebene,  die 
durch  den  Punkt  C  gezogen  ist  und  auf  dieser  Axe  senkrecht 
sieht,  und  durch  K^K'y  K'\*.  die  Projectionen  von  //,  H\ 
H"..,  auf  dieselbe  Ebene.     Alsdann  hat  man 

K  —  Hcosi,     X'  =  //' cos  *',     K"z=z  H"cosr... 

Wollte  man  blos  den  Flächeninhalt  der  Projectionen  ans 
dem  der  projicierten  Flächen  erfahren,  so  müfste  man  die 
Neigungen  ä,  d\  d'\..  als  spitze  Winkel  betrachten.  In  den 
Anwendungen  aber,  die  wir  von  den  Projectionen  der  Mo- 
mente machen  werden,  betrachten  wir  diese  Winkel  als  spitz 
oder  stumpf,  oder^  mit  anderen  Worten,  wir  nehmen  für 
die  geraden  Linien  CD,  CD',  CD'\.»  die  Theile  der  auf  den 
Ebenen  der  Momente  H,  //',  //"...  senkrecht  stehenden  Li- 
nien, welche  mit  der  Axe  CJE  spitze  oder  stumpfe  Winkel 
einschliefsen,  je  nachdem  die  Projectionen  Q,  Q',  Q"...  der, 
Kräfte  P,  P',  P'\.,  in  einem  bestimmt  angenommenen  Sinne 
oder  dem  entgegengesetzten  um  den  Punkt  C  zu  drehen  stre- 
ben. So  z.B.,  da  in  der  Figur  die  Winkel  DCE,  D'CE 
/^"CE  spitz  und  die  Winkel  D"'CE,  D^^CE  u.s.yr.  stumpf 
sind,  so  setzt  dies  voraus,  dafs  die  Kräfte  Q,  Q',  Q"  in 
demselben  Sinne  und  die  Kräfte  Q'",  Q*^  u.  s.  w.  in  entge- 
gengesetztem Sinne  zu  drehen  streben.  Da  die  Linien  CD" 
und  CD'"  eine  gerade  Linie  bilden,  so  zeigt  dies,  dafs  die 
Kräfte  P"  und  P"'  in  derselben  Ebene  enthalten  sind,  die 
durch  den  Punkt  C  geht,  dafs  sie  aber,  so  wie  ihre  Projec- 
tionen Q"  und  Q'"}  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen 
streben. 

Nennt  man  S  die  Summe  der  positiven  oder  negativen 
Werthe  von  K,  K' ,  K"  u.  s.w.,    so  hat  man 

5  =  Ä  cos  ()'  +  //'  cos  *'  +  H"  cos  J"  +  ... ; 
läfst  man  das  Zeichen  unberücksichtigt,  so  ist  S  die  Summe 
der  Momente  der  Kräfte  Q,  Q\  Q"...?  welche  in  demselben 
Sinne  zu  drehen  streben,  weniger  der  Summe  der  Momente 
derjenigen  Kräfte,  welche  eine  Drehung  in  entgegengesetztem 
Sinne  hervorzubringen  suchen.  Nach  dem  Lehrsatze  des  f.  47 
drückt   daher   die  Gröfse  z^z  S  das  Moment  ihrer  Mittelkraft 
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aus,  welche  in  dem  Slane  der  Kräfte,  die  den  spitzen  Win- 
keln c)',  rf',  ()"...  oder  den  stumpfen  Winkeln  tf'",  tf^v...  ent- 
sprechen, zu  drehen  strebt,  je  nachdem  der  vorhergehende 
Werth  von  S  positiv  oder  negativ  ist. 

Verwandelt  man  zu  gleicher  Zeit  alle  Linien  CZ?,  CD\  CD" 
u. s.  w.  in  ihre  Verlängerungen,  so  gehen  die  Winkel  ^,  tf',  d".., 
in  ihre  Supplemente  über  und  S  wird  —  S,  Ebendtes  ist 
der  Fall ,  wenn  man  die  Axe  CJE  durch  ihre  Verlängerung 
Cß'  ersetzt.  Die  Summe  S  ist,  wie  jeder  ihrer  Theile,  von 
der  Lage  des  Punktes  C  auf  der  Axe  CE  unabhängig.  Sie 
hängt  nur  von  dem  System  der  Kräfte  P,  P',  P'\..y  von  der 
L<ige  dieser  Axe  und  ihrer,  auf  der  Ebene  der  Protection 
senkrecht  stehenden,  Richtung  ab.  In  der  Folge  werden  wir 
die  Gröfse  S  das  Moment  der  Kräfte  P,  P'  P"...  in  Be- 
ziehung auf  die  Axe  C£!  nennen. 

274. 

Nach  dieser  Erklärung  sind  die  drei  Grüfsen  i,  Jli,  A'^ 
des  f.  261  die  Momente  der  Kräfte  JP,  P',  P"  u.  s.  w.  in 
Beziehung  auf  die  positiven  Coordinatena^^n  ihrer  Aiigriils- 
punkte. 

Um  dies  zu  beweisen,  sey  Q  die  Projection  der  Kraft 
P  auf  die  Ebene  der  x  und  j^,  und  q  die  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  auf  ihre  Richtung  gefällte  senkrechte  Linie, 
so  dafs  der  Werth  ihres  Momentes  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt  Qq  ist.  Man  nelune  an,  die  Kraft  Q  wirke  von  ^ 
ijach  B  (Fig.  69)  und  es  seyen  j4C  und  j4D  die  Coordinaten 
X  und  y  ihres  Angriffspunktes  i/,  die  auf  die  recht wiukligeu 
Axen  Ox  und  Oy  bezogen  sind.  Seyen  ferner  A  und  /t  die 
Winkel  Bj4C'  und  Bj4D\  welche  die  Kraft  Q  mit  den 
Verlängerungen  von  x  und  y  einschliefst ;  die  nach  AC '  und 
jiD'  gerichteten  Seitenkräfte  sind  Q  cos  A  und  Q  cos  /* ,  und 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  O  sind  yQcosA 
und  xQ  cos  //.  Nach  der  Figur  suchen  diese  Kräfte  ,in  ent- 
gegengesetztem Sinne  zu  drehen  und  die  Kraft  Q  in  dem 
Sinne  von  Q  cos  /{ ;    man  hat  also 

Qq  =  xQ  cos  /*  —  yQ  cos  A. 

Untersucht    man    die    verschiedenen    Lagen,    welche    der' 
Punkt    A  haben    kami>    und    die    verschiedeneu    Richtungen, 
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welche  die!  Kraft  Q  haben  kaiiu,  80  sieht  man  leicht,  daXs 
diese  Gleichung  bestehen  wird,  wie  auch  die  Zeichen  von 
Xy  y,  cosA,  cos /i  beschaffen  sind,  sobald  nur  die  Kraft  Q^ 
wenn  sie  nach  JE  oder  F  verlegt  wird ,  wo  ihre  Richtung  die 
AxB'  der  x  oder  der  y  trifft,  die  Axe  Ox  der  positiven  jc, 
innerhalb  des  Winkels  dier  positiven  x  viuAy,  und  dah^  die 
Axe  Oy  der  positiven  y  aufserhalb  dieses  "Winkels  zu  drehen 
strebt,  wie  dies  durch  die  Pfeile  s  und  «'  angedeutet  wird. 
Findet  das  Entgegengesetzte  statt,  d.  h.  strebt  die  so  verlegte 
Kraft,  die  Axe  der  positiven  y  innerhalb  des  Winkels  der 
positiven  x  und  y  und  daher  die  Axe  der  positiven  x  aufser- 
halb dieses  Winkels  zu  drehen ,  so  hat  man 

Qq  =1  yQ  coB  X  —  xQ  cos  /li, 
wie  auch  die  Zeichen  von  x,  y,  cos  A,  cos  jtt  beschaffen  seyen. 
Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  S  das  Moment  der  Kräfte  P,  P\ 
/*"u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven  x  ist, 
und  mau  die  Winkel  ^,  c^'^  <$""...,  im  vorhergehenden  f,,  als 
spitze  oder  stumpfe  ansieht,  je  nachdem  die  Projectionen  Q, 
Q  ,  Q  '  u.  8.  w.  dieser  Kräfte  die  Axe  der  positiven  x  inner- 
halb des  Winkels  der  positiven  x  und  y  oder  aufseriialb  die- 
ses Winkels  zu  drehen  streben,  so  hat  man 

Ä  =  Q  (je  cos /* -7- y  cosA)-|-  Q'  (^^'cos/t'  — y'  co&X') 

y     \X     C08/t     y     COS/     )-{-.... 

WO  x\  y\  A',  ^i'  x^\  y'\  A",  /t"u.  s.  w.  das  bedeuten,  was 
^7  y?  ^>  ^  i^  Beziehung  auf  die  Kräfte  Q\  Q"...  werden. 

Seyen  aufserdem  a,  /?,  y,  «',  /?'?  y'j  «",  ß'\  y'"*  die 
Winkel,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P'  P"...  mit 
den  Linien,  die  den  Axen  der  x,  y^  z  parallel  sind,  ein- 
schliefsen,  so  hat  man 

Q  =   Psiny,     Q'  =  PSin;/',     Q"  =  P\'my\... 
cosazirsinycosA,  cos  a' =  siny'cos  A  ,  cosa'  =siny  cosA  ... 
co8/^z=8inyco8^f,  cos/?'=sin;/'cos^e',  cos/?' =siny  cos/*  ... 

und,  nach  diesen  Werthen,  fällt  der  Werth  von  S  mit  der 
Grofse  L  in  f.  261  zusammen.  L  ist  also  das  Moment  der 
Kräfte  P,  P\  P'\..  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven 
z ,  und  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist ,  so  strebt  die- 
ses System   von  Kräften ,    die  Ebene   der   positiven   x  und  z^ 
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innerhalb  des  dreikantigen  Winkels  der  positiven  Coonlinaten 
oder  aufserLalb  dieses  Winkels,   um  diese  Axe  zu  drehen. 

Substituiert  man  nun  die  Axen  der  positiven  z,  x^  y, 
bezüglich  statt  der  der  positiven  x ,  y ^  z,  so  geht  L  in  M 
über.  Hieraus  folgt  also,  dafs  M  das  Moment  der  Kräfte 
P,  P'j  P"...  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven  y  ist, 
und  dafs,  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  dieses  Sy- 
stem- von  Kräften,  die  Ebene  der  positiven  z  und  yj  innerhalb 
des  dreikantigen  Winkels  der  positiven  Coordinaten,  oder 
aufserhalb  dieses  Winkels,  um  diese  Axe  zu  drehen  strebt. 
Dieses  vorausgesetzt,  geht  M  in  N  über,  wenn  man  die 
Axen  der  positiven  z^  x,  y  durch  die  der  positiven  y^ZyX 
ersetzt;  daher  ist  N'  das  Moment  der  Kräfte  P,  P',  P'\.. 
in  Beziehung  auf  4ie  Axe  der  positiven  x^  und,  je  nachdem 
dieses  positiv  oder  negativ  ist,  sucht  dieses  System  von  Kräf- 
ten, die  Ebene  der  positiven  y  und  a?,  innerhalb  des  Winkels 
der  positiven  Coordinaten,  oder  aufserhalb  dieses  dreikantigen 
Winkels    zu  drehen. 

Die  •drei  Gröfsen  X,  Jtf,  N  sind  daher,  wie  gesagt,  die 
Momente  desselben  Systems  von  Kräften  in  Beziehung  auf 
die  drei  Axen  der  positiven  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte, 
und  die  Zeichen  ihrer  Werthe,  wie  man  sie  in  {,261  findet, 
entsprechen  einer  bekannten  Richtung  der  Umdrehung  um 
jede  als  fest  angenommene  Axe« 

275. 
Der  erste  Werth  von   Qq  des  vorhergehenden  f.  ist  das- 
selbe ,   wie 

Qq  •==,  X  P  cosß  —  Py  cos  a. 

Nennt  man  H  das  Moment  von  P  in  Beziehung  auf  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  S  den  Winkel,  der  zwi- 
schen einem  Theile  der  auf  der  Ebene  dieses  Momentes  senk- 
recht stehenden  Linie  und  der  Axe  der  positiven  z  enthalten 
ist,    so  hat  man  daher  (f.  272) 

H  cos  8  z=:  P  {x  cos  ß  — -  y  cos  a) , 

was  voraussetzt,  dafs  dieser  Theil  der  auf  der  Ebene  von  H 
senkrecht  stehenden  Linie  derjenige  ist,  welcher  mit  der  Axe 
der   positiven    z    einen    spitzen    oder    stumpfen    Winkel  ein- 
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schliefst,    je  naclidem  die  iu  den  Klanimern  entlialteüe  Gröfse 
positiv  oder  negativ  ist, 

Seyen  öi  und  ^2  die  Winkel,  welche  derselbe  Theil  die- 
ser senkrechten  Linie  mit  den  Axen  der  positiven  y  und  x 
einschliefst,   so  hat  mau  auch 

H  cos  Si  =  P  (ä  cos  a  —  X  cos  y) 
//  cos  J'a  zz:  P(jy  cosy  —  z  cos/S), 
Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 
{xcoBß-^yco8ay^{zcosa^xco6yy'^(jycosy^zco$ß)^=p^ 
und   betrachtet  p   als  eine  positive  Gröfse,    so  folgt  hieraus 

H  =  Pp, 

da 

COS^t^  4-   COS^^^i    +    C082^2    =    1 

ist;   daher  hat  man  ^  ^ 

cos  <>  =  —  {x  cos  ^  —  y  cos  «) , 

1  • 

cos  Ji  =  —  (z  cos  a  —  x  cos  ß) , 

P 

l  '  • 

cos  «^2  =  —  (jy  cos  V  —  z  cos  /?) , 
p 

um  ohne  Zweideutigkeit  die  drei  Winkel  ^,  Ji>  J2  zu  be- 
stimmen. Der  Winkel  S  wird,  wie  vorausgesetzt  worden  ist, 
spitz  oder  stumpf  seyn,  je  nachdem  das  Zeichen  von  o^cos/? 
—  y  cos  ce  positiv  oder  negativ  ist,  und  ebenso  wird  es  von. 
dem  Zeichen  von  z  cos  a  —  x  cos  y  und  y  cos  y  —  z  cos  ß 
abhängen,  ob  die  Winkel  ^2  ^i^d  ^2  spitz  oder  stumpf  sind. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  ist  leicht  zu  erweisen. 
Denn  man  drücke  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  den  An- 
fangspunkt der  Coordinateu    und  die  Kraft  P  enthält^    durch 

^u  -{-  Bif  -{-  Cu>  r=  o    - 
aus,    wo   Uy   Vy  w   die   Coordinaten    eines    jeden   beliebigen 
Punktes  andeuten. 

Da  die  Coordinaten  des  AngrifiPspunktes  dieser  Kraft  Xy 
JyZ  sind,   so  mufs  man 

Ax  -j-  By  -|-  Ca  =  (9 
haben  5     aufserdem    Verden    die    Gleichungen    einer    geraden 
Linie,   die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten   parallel 
mit  dieser  Kraft  gezogen  ist , 
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« 

p  COS  09  =  1^  COS  ß  j     w  COS  a  =  u  cos  y 
seyn,    und  da  diese  Parallellinie   ebenfalls  in  der  Ebene     die 
wir  betrachten,  enthalten  ist,    so  folgt  hieraus  die  zweite  Be- 
dingungsgleichung 

-//  cos«  -|-  B  cos/?  -|"  Ccosy  =:  o. 

Aus  diesen   zwei  Gleichungen  findet  man 
^ ji{xco%ß — ycosa) 

\  y  cos  Y  —  ^  cos  ß 

^  -/^  (z  cos  a  —  .V  cosy) 

y  cosy  —  z  cosß  ' 
und  substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Ebene, 
so  wird  diese 

u  {y  cos  y-^  z  cos^)  -j-  f'  (;?  cos  « — at  cosy)  -|-  w{x  cosß^y  cos  a) = o. 
Nach  den  bekannten  Formeln  ({.  17)  werden  aber  die 
Cosinus  der  Winkel  9,  ^i ,  (J21  welche  die  auf  dieser  Ebene 
senkrecht  stehende  Linie,  mit  den  Axen  der  u,  v,  w,  welche 
auch  die  der  x,  y,  z  sind,  einschliefst,  wirklich  durqh  die 
zu  beweisenden  Formeln  ausgedrückt« 

In  Folge  der  Gleichung  H  =2  Pp  ist  p  die  vom  Anfangs- 
punkte der  Goordinaten  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gefällte 
senkrechte  Linie.  Dies  läfst  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  be« 
weisen,  wenn  man  den  Endpunkt  dieser  Senkrechten  für  den 
AngriiTspunkt  von  P  nimmt.  Denn  nennt  man  r  den  Radius 
Vector  dieses  Punktes,  welcher  alsdann  diese  Senkrechte  seyn 
wird,  und  A,  /*,  v  die  Winkel,  welche  seine  Richtung  mit 
den  Axen  der  x y  y ,  z  einschliefst,  so  hat  man 

X  z=z  r  cos  A,    y  =  r  cos  /^,     a  =  r  cos  Vy 
und   substituiert   man   diese   Werthe   in  den   Werth   von  p^, 
und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (^^.6  und  9), 

cos^a  -j-  cos^/J  -}-  cos^y  =  1 
cos^A  -j-  cos^/^  -j-  cos^v  =  1 
cos  oc  cos  A  -|-  cos  ß  cos  [LI  -j-  cos  y  cos  y  =  o , 
so  findet  man 

p2    ;^    |.2    Q^gp  p    --.    p^ 

276. 
Die  Momente   desselben  Systems  von  Kräften,   in  Bezie« 
hung  auf  verschiedene  Axen,  haben  merkwüi'dige  Eigenschaf- 


cos^  cf  +   cos^/J  -J-  C08*  y  =  1 

cos««'  4-  cos«^'  ^  cos^y'  =  1    J  (1) 
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teil,  die  eiue  uimiittelbare  Folge  der  Eigenscliafteo  der  Pro- 
jectionen  ebener  Fläclieu  auf  verschiedene  Ebenen  sind  und 
im  Folgenden  erläutert  werden  sollen, 

Seyen  Ox,  Oy ,   Oz   drei   rechtwinklige  Axen,   die    sich 
in   einem  Funkte   O   schneiden   (Fig.  70).      Man   ziehe   durch 
diesen  Punkt  drei  andere  Axen  Ox\  Oy^^  Oz\  die  ebenfalls 
rechtwinklig   sind.      Um   die   Richtung  dieser  neuen    Axe   im 
Verhältnisse  zu  den  ersten  zu  bestimmen  ^  setze  man 
xOx'  =  «,    yOx'  ==  /?,    zOx'  =  y 
xOy'  —  u\    yOy  =  ß\    zOy'  =  y' 
xOz'  =  «",    yOz'  =  /J",    zOz'  =  y", 
und  betrachte  a,  ß,  y  u.  s.  w.  als  neun  gegebene ,  spitze  oder 
stumpfe  Winkel.     Ihre  Cosinus  sind  durch  sechs  Gleichungen 
unter  einander  verbunden.     Betrachtet  man  allmälich  die  drei 
gerade^  Linien  Ox',  Oy\  Oz',  so  hat  man 

^-    -^      .     -^-    .      .    ™/  =  l 
cos««"^-  cosV"  +  cos^y"  =  1    ) 

und  da   x'Oy\    x'Oz',  y'Oz'   rechte  Winkel   sind,    so   hat 

mau  auch 

s    cos  a  cos  a     +    cos  p  cos  ß'   -{-    cos  y  cos  y'  =  o   j 
cosa  cos«"   -f-    cos/?  cos/?"  +   cos  y  cos  y"  =  o  L  (2) 
cosa'cosa"  -)-  cos/?'  cos/?"   -}-  cosy'  cosy"  =  o  ) 

Die  neun  Winkel  a,  a',  «"...  bestimmen  auch  wieder 
die  Richtungen  der  ersten  Axen  Ox ,  Oy,  Oz  im  Verhält- 
nisse zu  den  zweiten  Ox',  Oy\  Oz\     So  hat  man 

cos^a  -|-  cos^a'   '■\-  cos^«'-  =  l     \ 
cos^^  ^  cos«/?'  4-   cos»/?"  ==  1    f  (3) 

cos«;/  -[.  cos^y'   +    cos«y"   ==-  l    ) 
und  aufserdem 

cos«  cos/?  +  cosa'  cos/?'  -^  cosa"  cos/?"  =  o  ] 
cos«  cosy  -f-  cosa'  cosy'  -|-  cosa"  cosy"  =  o  >     (4) 
cos/?  cosy  -f-  cos/?'  cosy'  -f-  cos/?"  cosy"  =  o  ) 
welche   Gleichungen   dasselbe ,    wie    die   sechs   früheren ,    aus- 
drücken, und  statt  ihrer  genommen  werden  können. 

Sey  a  der  Inhs4t  einer  ebenen  Fläche,    die  durch  irgend 
einen  Zug  begränat  ist  und  in  einer  Ebene  liegt,  welche  durch 
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den  Punkt  O  geht.  Man  errichte  in  diesem  Punkte  eine  senk- 
rechte Linie  OD  auf  dieser  Ebene  und  setze 

xOD  =  q,    yOD  =  q'y     zOD  =  q'\ 

Diese  drei  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bestimmen  die 
Richtung  von  OD  und  der  Ebene  von  a  5  gehen  sie  alle  drei 
in  ihre  Supplemente  über,  so  geht  die  Linie  OD  in  ihre 
Verlängerung  über   und   die  Ebene  von  a  bleibt  dieselbe. 

Man  nenne  auch  p,  p\  p"  die  Projectionen  von  a  auf 
die  Ebenen  yOz,  xOz,  xOy,  so  hat  man  (f.  10) 

p  =:  a  cos^,    p'  z=  a  cosy',    p"  z=z  a  cos  gr". 

Sey  endlich  b  die  Protection  von  a  auf  eine  vierte  Ebene^ 
die,  wenn  man  will,  die  Ebene  y'Oz'  seyn  soll,  und  sey  c 
der  Winkel  xOD,  so  hat  man  auch 

&  =  a  cos  c , 
und,  nach  der  Formel  (2)  des  {.9, 

cos  c  =  cos  q  cos  a  +  cos  q'  cos  ß  -f-  co«  ? "  cos;^,      (5) 
woraus  man 

6  =  p  cos  a  -|"  p'  cos  ß  -}-  p"  cos  y  (6) 

findet,  welche  Gleichung  die  Projection  einer  Fläche  a  auf 
eine  beliebige  Ebene  angiebt,  wenn  man  ilire  Projectionen  auf 
drei  beliebige  rechtwinklige  Ebenen  kennt. 

Da  die  Gleichung  (5)  nur  dann  richtig  ist,  wenn  man  die 
Zeichen  der  in  ihr  enthaltenen  Cosinus  berücksichtigt,  so  folgt 
hieraus,  dafs  man  auch  in  den  Gleichungen  (6)  auf  die  Zei* 
chen  der  Projectionen  p,  p',  p"  Rücksicht  nehmen,  und  sie 
als  positive  oder  negative  Grüfsen  ansehen  mufs,  je  nachdem 
die  auf  der  Ebene  von  a  senkrecht  stehende  Linie  OD  mit 
den  Axen  Oxj  Oy^  Ozy  spitze  oder  stumpfe  Winkel  ein- 
sclüiefst.' 

277. 

Dies  vorausgesetzt,  belrachle  man  eine  beliebige  Anzahl 
ebener  Flächen  a,  a',  a". ..,  die  in  verschiedenen  Ebenen 
liegen.  Man  projiciere  alle  diese  Flächen  auf  die  drei  Ebenen 
xOy^  xOz ,  yOz  und  addiere  die  auf  dieselbe  Ebene  gemach- 
ten Projectionen  zusammen,  indem  man  ihre  Zeichen,  wie 
so  eben  erklärt  worden  ist,  berücksichtigt.  Seyen  Ay  j4',  j4" 
die  drei  Summen,  die  man  auf  diese  Weise  erhält,  und  sey 
ferner  B  die  Summe  der  Projectionen   von  a,  a',  a". ..   auf 
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die  Ebene  y*Oz.  Bildet  man  für  jede  dieser  Flachen  eine 
der  Gleichung  (6)  ähnliche  Gleichung  und  addiert  alle  diese 
Gleichungen  zusammen;  so  hat  man 

B  z:^  ji  cos  «  -|-  ^'  cos  /?  -}-  A'*  cos  y. 
Man  bezeichne  durch  B'  die  Summe  der  Frojectionen 
von  a,  a,  «"...  auf  die  Ebene  x'Oz\  Es  ist  einleuchtend, 
dafs  man  den  Werlh  \on  B'  aus  dem  von  B  ableiten  kann, 
indem  man  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Axe  Oy' 
statt  der  auf  der  Ebene  yOz!  senkrecht  stehenden  Ox'  sub- 
stituiert, d.  h.  M^enn  man  in  der  vorhergehenden  Formel 
a',  ß\  y'  statt   a,  ßf  y  setzt,    woraus    sich 

B'  =  u4  cos  a'  -|-  J5  cos  /?'  -j-  Ccosy' 
ergiebt.     Bezeichnet  man   ebenso    durch   5"    die  Summe   der 
Frojectionen  von  a,  a',  a"...  auf  die  Ebene  x'Oy'y   so  kann 
man    ihren    Werth    aus    dem    von    B    ableiten,    indem   man 
a'y  /?",  y"  statt  a,  ßy  y  substituiert,  woraus  sich 

JB"  =  J  cos  «"  +  B  cos/?"  +  C  cosy" 
ergiebt.    Aus  diesen  "Werthen  von  B,  B\  B"  und  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  findet  man  auch  wieder 
A  :=^   B  cos«  -j-  B'  cos  a    -|-  B"  cos  «"   \ 
A'  =  Scos/?  +  B'  cos/J'  +  J3"  cos/?"  [  (7) 

A"  =   B  €06 y  -f"  -S'  cos  y'  -|"  ^'  cos/"  ) 
Diese   verschiedenen    Gleichungen    zeigen,  dafs    die   Fro- 
jectionen ebener  Flächen   auf  verschiedene    Ebenen    denselben 
Gesetzen  folgen,    wie  die  gerader   Linien   auf  andere   gerade 
Linien.  ' 

278. 
Nimmt  man   die    Summe   der  Quadrate   der  Werthe  von 
Bj  B'f  B",  so  ergiebt  sich  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 

woraus  hervorgeht,  dafs  sich  die  Summe  der  Quadrate  dieser 
drei  Gröfsen  Ä,  5',  B"  nicht  mit  der  Richtung  der  drei 
rechtwinkligen  Ebenen  der  Frojection ,  auf  welche  sie  sich  be- 
ziehen, ändert.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  alle  Flächen 
^a y  a  y  a"...  in  derselben  Ebene  liegen,  ist  diese  Summe  nichts 
Anderes,  als  das  Quadrat  der  ganzen  Fläche  a -J- a' -|- a" 
-}-  •••,  und  wenn  man  diese  Ebene  z.B.  für  die  der  Axen 
Oy  und  Oz  nimmt,   so  hat  man  offenbar 


-^ 
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Man  suche  hud^  was  dieselbe  Siioime  in  dem  allgemeinen 
Fnlle  wird,  wenn  die  Flächen  a,  a',  «".••  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen. 

Die  Gleichung  (8)  giebt 

daher  ist  die  Summe  .5,  welche  sich,  wenn  man  von  einer 
Projectionsebene  zur  anderen  übergeht,  ändert,  die  möglich 
gröfste^  wenn  man  B'  =:  o,  B"  =:  o  hat,  und  sie  ist  alsdann 
gleich 

Im  allgemeinen  Falle  bezeichnet  also  die  beständige  Gröfse, 
von  welcher  die  Rede  ist,  die  gröfste  Summe  der  Projectio- 
nen  der  ebenen  Flächen,  die  man  im  Räume  betrachtet,  auf 
dieselbe  Ebene. 

279. 
Pie  dieser  gröfsten  Projection  entsprechende  Ebene  ^'Oä', 
hat  für  die  Mechanik  sehr  wichtige  Eigenschaften ,  die  wir 
im  Fortgange  dieses  Lehrbuches  mitthcilen  werden.  Ihre  Lage 
ist  durch  die  Gleichungen  B'  =.o,  ö":=:o,  welche  sie  cha- 
rakterisieren, leicht  zu  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (7)  reducieren-  sich  nemlicli   alsdann  auf 
^  =  JB  cos  a,    A'  -=:  B  cos/J,     A'  =  B  cosy, 

woraus  man 

A 

cos  a  =  --:;:mr::=rzz:=ii=nrzzr=z. 

yfA"^   +  A'^  +  ^"2 

A' 

cos/J  = 


yTA^  +  A*^  +  u^"2 
cos  y  == 


yTA^  +  A'^  +  A'^ 

findet«  Kennt  man  daher  die  Summen  Ay  A\  A'  der  Pro- 
jectionen  auf  die  drei  redUwinkligen  beliebig  gewählten  Ebenen 
yOx^  xOz,  xOy,  so  kann  man  hieraus  unmittelbar  die  Rich- 
tung der  Ebene  j'Ojb'  der  gröfsten  Projection,  vermittelst  der 
drei  Winkel  a,  /?,  ;^,  bestimmen,  die  sich  auf  die  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  stehende  Linie  Ox'  beziehen. 
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Was  ibre  absolute  Lage  im  .Räume  betrifft,  8o  ist  diese 
offenbar  unbestimmt;  denn  die  Pro}ectionen  einer  jeden  der 
Fläcben  a,  a  y  a".«.,  bleiben  auf  allen  pal*allelen  Ebejien  die- 
selben,   mithin    bleibt    auch    die    Summe   dieser    Projectioneo 

dieselbe. 

280. 

Die  Summe  der  Projectionen  der  Flächen  a,  a\  a[. . .  ist 
auf  allen  Ebenen,  die  gegen  die  Ebenen  der  gröfsten  Projec- 
tion  gleiche  Neigung  haben,  dieselbe.  Um  dies  zu  beweisen, 
nehme  man  die  auf  der  Linie  OD  senkrecht  stehende  Ebene. 
Seyen  noch  immer  g,  o',  q*  die  Winkel,  welche  die  gerade 
Linie  OD  mit  den  Axen  Oa>  Oy,  Oz  einschliefst,  und  c  der 
Winkel  x'OD^  welcher  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen  die 
der  gröfsten  Protection  angiebt«  Nach  früher  ({.  277)  gefun- 
denen Resultaten  hat  man 

C  =  ^  cos  g  +  -^'  cosy'  +  ^"cosgr". 

Substituiert  man  B  cos  a,  B  cos  ß,  B  cos^  statt  Ay  Ä ^  A\ 
so  hat  man  daher 

C  =z  B  (cosa  cosq  +  cos /9  cos  j'  -|-  cos  y  cos  5"), 
oder,  in  Folge  der  Formel  (5),  Cz=B  cosc,  und  wenn  man 
statt  B  seinen  Werth  setzt, 

C  =  yT^^  +  ^'2  +^"2  cos c. 

Der  Werth  von  C  ist  daher  für  alle  Ebenen,  die  den- 
selben Winkel  c  mit  der  Ebene  ^'Oä'  der  gröfsten  Projec- 
tion   einschliefsen,  derselbe. 

Dieser  Werth  nimmt  ab,  so  wie  sich  der  Winkel  c  dem 
Werthe  von  90^  nähert;  er  ist  für  alle  Ebenen,  die  auf  ^'Oä' 
senkrecht  stehen,  Null. 

281. 
Um  nun  diese,  auf  die  Projectionen  der  ebenen  Oberflä- 
chen bezüglichen  Lehrsätze,  auf  die  Theorie  der  Momente  an- 
zuwenden, ist  es  hinreichend,  anzunehmen,  dafs  die  Flächen 
a,  a,  a"...  das  Doppelte  der  Dreiecke  sind^  deren  gemein- 
schaftliche Spitze  der  Punkt  O  und  deren  Grundlinien  die 
Linien  sind,  die,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die  Kräfte 
Pf  P\  P'\*.  vorstellen,  die  man  vorher  betrachtet  hat.  Ihre 
Momente  L,  M,  N  in  Beziehung  auf  die  Axen  Oz,  Oy,  Ox 
der  positiven   Coordinaten    ihrer    Angriffspunkte  ({.  274)    sind 
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alsdann  die  Summen  der  Projectionen  von  a,  a\  a"...  auf 
die  Ebenen  xOyy  xOz,  yOz,  und  es  ergeben  sich  nun  folgende 
Resultate  aus  den  so  eben  bewiesenen  Lehrsätzen: 

1)  Nennt  man  JB  das  Moment  der  Kräfte  P,  P\  />"... 
in  Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch  den  Punkt  O  geht 
und  mit  den  Axen  Oxy  Oy  ^  Oz  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  c,  e' ,  e'   einschliefst,   so  hat  man 

JE  z=z  N  cos  e  -{-  M  cos  «'  -}•  i  cos  e". 

'       - 

2)  Unter  allen  Lagen,  welche  die  Axe  des  Momentes 
JE  um  den  Punkt  O  haben  kann^  giebt  es  eine,  für 
welche    dieses    Moment    da^   möglichst   grüfste    und    gleich 

\^Z"2~+  1/2  j^  jV2  ist.  In  Beziehung  auf  jede  Axe, 
die  durch  den  Punkt  O  geht  und  auf  der  des  gröfsteu 
Momentes  senkrecht  steht,  ist  das  Moment  JE  Null,  und 
in  Beziehung  auf  eine  Axe,  welche  mit  der  des  gröfslen 
Momentes      den     Winkel     ä     einschliefst ,     ist    es     gleich 

V^Z2  -j-  M2  4-  iV2  cos  d. 

3)  Nennt  man  endlich  «,  /?,  y  die  Winkel,  welche  die 
Axe  des  gröfslen  Momentes,  die  durch  den  Punkt  O  geht, 
mit  den  Axen  Ox  y  Oy,  Oz  der  Momente  I^  y  J\ly  L  ein- 
schliefst, und  bezeichnet  man  durch  G  die  Gröfse  dieses 
gröfsten  Momentes,  so  hat  man 

iV  ^         li  L 

cos«  =  ^,     cos/y  =7;^     ^^®y  —  'q^ 

und  zu  gleicher  Zeit 

G  =  yTT^  +  li2  ^  jV2, 
hieraus  ergiebt  sich ,  dafs ,  wenn  man  auf  den  Axen  Oxy  Oy, 
Ozy  vom  Punkte  O  ausgehend,  gerade  Linien  nimmt,  die 
den  Momenten  iV,  Jli,  X  proportional  sind  und  das  Parallelo- 
pipedum  vollendet,  dessen  drei  zußammenstofsende  Kanten 
diese  Linien  sind,  die  Länge  seiner  Diagonale,  die  Gröfse  des 
gröfslen  Momentes  darstellen,  und  diese  gerade  Linie  die  Axe 
dieses  Hauptniomentes  *)  seyn  wird.  i 

Diese  merkwürdigen  Lehrsätze  verdankt  man  Euler.     Sie 
zeigen   die    vollkommenste  Analogie  zwischen   der  Zusammen- 

*)  Was  ein  Hauptmoment  ist,   wird  im  folgenden  §.  erkUirt. 

Auüi.  des  ücbcrs. 

28 
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fetziuig  der  Momente  uud  der  der  Kräfte:  welche  Analogie 
daher  rührt,  daf»,  wenn  die  Kräfte  durch  gerade  Linien  dar- 
gestellt werden,  die  Momente  durch  ebene  Oberflächen  ausge- 
drückt werden,  die  sich  auf  dieselbe  Weise  auf  verschiedene 
Ebenen;  wie  Linien  auf  verschiedene  Linien  projicieren  ({.277). 

282. 
Sind  der  Punkt  O  und  das  System  der  Kräfte  P,  P\  P'\.. 
gegeben,  so  nenne  ich  ihr  gröfstes  Moment  G,  das  Haupt- 
nioment  dieser  Kräfte.  Verlegt  man  alle  diese  Kräfte  paral- 
lel mit  sich  selbst,  in  den  Punkt  Oy  so  haben  sie  eine  Mit- 
telkraft, die  ich  durch  R  bezeichne  und  deren  nach  den  Axen 
Oxjpy,  Oz  zerlegte  Seitenkräfte  die  drei  Gröfsen  X,  Y,  Z 
des  {.261  sind.  Die  Betrachtung  dieser  Mittelkraft  und  des 
Hauptmomentes  bietet  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  für  die 
Resultate  des  vorhergehenden  Kapitels  dar. 

Für  das  Gleichgewicht  der  an  einen  festen  völlig  freien 
Körper  angebrachten  Kräfte  P,  P',  P"...  ist  es  hinreichend, 
dafs  die  Mittelkraft  R  und  das  Hauptmoment  G  gleich  Null 
seyen.    Denn  da 

Ä2  =  X»  ^   r2  _j.  z^,    G^  =  7.2  +  3f2  +  iV2 

ist,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  Rzz:  o,  G=:o,  die  sechs 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  im  f.  261  von  selbst. 

Hieraus  läfst  sich  der  Schlufs  ziehen,  dafs,  wenn  ein 
System  von  Kräften  einem  anderen  das  Gleichgewicht  halten 
soll,   es  noth wendig  und  hinreichend  ist: 

1)  Dafs  die  Mittelkräfte  R ,  welche  bei  diesen  zwei  Sy- 
stemen statt  haben,  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

2)  Dafs  ilu'e  Hauptmomente  für  denselben  Punkt  O  gleich 
seyen,   und  Axen,    die  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet 

,  sind ,  entsprechen ,  oder  von  welchen  eine  die  Verlängerung 
der  anderen  ist.  Die  Mittelkraft  R  und  ihre  Richtung, 
das  Hauptmoment  und  die  Richtung  seiner  Axe  bleiben, 
bei  allen  Umbildungen,  die  man  an  einem  System  von 
Kräften  vornehmen  kann,  dieselben,  und  dies  gilt  auch  bei 
zwei  Systemen    gleichgeltender  Kräfte. 

Seyen  «,  6,  c  die  Winkel,  welche  die  Kraft  R  mit  den 
Alten  Oxj  Oy^  0&  einschliefst;  so  hat  man 
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X  .  Y  z 

cos  a  =  ■=• ,       cos  6  ==   -—■ ,       cos  c  =  — . 
li  Jt  n 

Sey   auch    co   der  zwischen    ihrer  Richtung   und   der  Axe 
des   Hauptmomentes    enthaltene  Winkel;    bezeichnen   a,  ß 
die  Winkel,   welche   diese  Axe   mit  Ox ,  Oy^  Oz  einschliefst 
«10  hat  man 

cos  Ol  =  cosa  cos  a  -(-  cos  b  coß/S  -j-  cos  c  cosy, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

XN+  YM  +  ZL 
eosa,  = ^^ • 

Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Bedingung  einer  einzigen  Mit- 
telkraft, die  durch  die  Gleichung  (f.  263) 

XN  +  YM  -{-  ZL  =  o 
ausgedrückt  ist,  darin  besteht,  dafs  die  Axe  des  Hauptmo- 
mentes G  und  die  Richtung  der  Mittelkraft  R  sich  recht- 
winklig durchschneiden.  Man  kann  sich  auch  leicht  von  der 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugen,  wenn  man  bemerkt, 
dafs,  wenn  die  Kräfte  P,  P',  P",..,  in  ihrer  wahren  Lage, 
eine  einzige  Mittelkraft  haben ,  diese  Kraft  gleich  H  und  pa- 
rallel damit  seyn  mufs,  und  dafs  ihr  Moment,  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  O,  auch  das  Hauptmoment  G  seyn  mufs,  so 
dafs  die  Axe  des  .Hauptmomentes  alsdann  auf  dieser,  parallel 
mit  sich  selbst^  nach  dem  Punkte  O  verlegten  Mittelkraft  senk- 
recht stehen  mufs.  Diese  Betrachtung  reicht  aber  nicht  hin^ 
um  zu  zeigen,  dafs  auch  umgekehrt,  wenn  die  vorhergehende 
Gleichung  statt  hat,  auch  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige 
Mittelkraft  haben. 

283. 
Ich  verlege  den  Punkt  O  in  einen  anderen  Punkt,  den 
ich  Ol  nenne,  und  bezeichne  durch  Xj^yi^  Zi  die  Coordi- 
naten  von  O2 ,  auf  die  Axen  Oxy  Oy ,  Oz  bezogen,  und 
durch  Z^i,  Ml,  Ni  das,  was  L,  AI,  iV,  rücksichtlich  des 
Punktes  Oi  wird.  Die  Werthe  dieser  neuen  Gröfsen  findet 
man  aus  den  früheren  (f.  261),  wenn  man  dort  x  —  Xi, 
y  —  yif    z  —  Zi   statt  x,  y,  z  setzt ,  und  es  folgt  hieraus 

Li  zz:  L  -{-  Xyi  —   Yxi      \ 

Ml  =  M^  Zxi  —  Xzi     L      .  («) 

iVi  =.iV+   Yzi  —  Zyi     V 

28* 
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Diese .  Formeln  zeigen,  dafs,  wenn  P,  P\  P"...  aicU 
auf  gleiche  parallele  Kräfte  reducieren,  die  in  entgegengesetz- 
tem, aber  nicht  direct  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind, 
in  welchem  Falle  man  X=o,  Y=zOy  Zz^o  hat,  die  Gröfseii 
Lif  -Ml,  iVi  von  den  Coordinaten  des  Punktes  Oi  unabhän- 
gig sind,  so  dafs  die  Gröfsc  des  Hauptmomentes  und  die  Rich- 
tung seiner  Axe  sich  nicht  mit  der  Lage  dieses  Punktes  ändern. 
Denn  wo  sich  auch  der  Punkt  O  befinde,  so  ist  immer  die 
Axe  des  Hauptmomentes  der  zwei  parallelen  Kräfte,  die  man 
statt  der  gegebenen  Ki'äfte  P,  P',  P"...  substituieren  kann, 
die  auf  ihrer  Ebene  senkrecht  stehende  Linie,  und  aufserdem 
wissen  wir  (f.  48),  dafs  die  Summe  der  Momente  dieser  zwei 
Kräfte,  welche  das  Hauptmoment  der  gegebenen  Kräfte  ist, 
eine  beständige  Gröfse  ist. 

'  In  jedem  anderen  Falle  ändert  sich  das  Hauptmoment 
mit  den  Lagen  des  Punktes  Oi ,  und  man  kann  die  Frage 
aufwerfen,  wie  dieser  Punkt,  oder  diese  Punkte,  wenn  meh- 
rere vorhanden  sind,  beschaffen  seyn  müssen,  damit  das  Mo- 
ment ein  Minimum  wird»  Bezeichnet  man  dies  allgemein^ 
durch  Gl  9  d.h«,  setzt  maü 

SO  hat  man 

Setzt  man  seine  drei  partiellen  Differentiale  in  Beziehung 
auf  jrri,j^i,  Zi  gleich  Null,  um  seinen  kleinsten  Werth  zu 
bestimmen,  und  bemerkt,  dafs 

50  erhält  man  ^ei  Gleichungen,  die  man  leicht  unter  der  Form 
R^xj,  =»  X{Xx:,  -f  Yyi  +  ^^i)  +  YL  —  ZM 
R^y^  =  YiXxi  +  Yyi  +  Zz^)  -^  ZN  ^  XL 
R^zi   =  Z{Xx^  ^.  Yyi  +  Zz{)  +  XM—  YN 

schreiben  kann.  Addiert  man  diese  drei  Gleichungen,  nach- 
dem man  sie  mit  JST,  F,  Z  multipliciert  hat,  so  findet  man 
eine  identische  Gleichung.  Hieraus  folgt,  dafs  eine  derselben 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  und  da  nur  die  erste  Po- 
tenz der  Coordinaten  a^itjKi?  -Su  ia  deiiselben  vorkommen, 
so  gehören  sie  zu  einer  geraden  Linie,  die  der  Ort  der 
Mittelpunkte   der  Momente  ist,   in  Beziehung   auf  welche  das 
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Haiiptmo'ment  ein  IMiiiinnim  UU  Man  braucht  daher  nicht  zu 
untersuchen,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  statt  hat, 
denn  es  ist  einleuchtend,  dafs  der  Werth  von  Gi  unbestimmt 
mit  den  Veränderlichen  «^i,  J'i,  ^j  wehst  und  kein  Maxi- 
mum haben  kann. 

284. 
Eliminiert   man    die  Gröfse   Xxi  -f-   Yfi  4~  Zzi    aus 
den    vorhergehenden    Gleichungen  ^    die    mau    nach    einander 
paarweise  nimmt,   so  findet  man 

r..  _  Z^,  +  i^  =  £iü«±^l+-^ 

welche  Gleichungen  den  Projectionen  des  Ortes  der  Mittel- 
punkte der  kleinsten  Hauptmomente  auf  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  angehören. 

Hieraus  findet  man 

NX+  iliF  +  LZ  ,  . 

Gl  = '■ — ^ '- .  (0 

als  Werth  des  kleinsten  Hauptmomentes,  welcher  also  für 
alle  Mittelpunkte  O  derselbe  ist. 

Nennt  man  «i,  /?i,  yi  die  Winkel,  welche- die  Axe  des 
Momentes  Gj  mit  Linien  einschliefst,  die  durch  den  Punkt 
Ol  parallel  mit  den  Axen  Oxy  Oy,  Oz  gezogen  sind,  so 
hat  man 

cos  «1  ==  77-  ,       cos  /?i  =  TT- ,       cqs  yi  =  77-  , 

tri  ^1  ^1 

WO  aucli  der  Mittelpunkt  der  Momente  liegt,  und  nach  den 
Gleichungen  («),  (ft),  (0)  folgt  hieraus  insbesondere  für  einen 
Punkt  Ol ,  welcher  der  durch  die  Gleichungen  (6)  bestimm- 
ten geraden  Linie  angehört , 

X  Y  _  Z 

co8ai=— ,      co%ßi=:~,      cos  yi   —  —, 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Axen  aller  kleinsten  Hauptmo- 
meule,   deren    gemeinschaftlicher  Werth  durch  die  Formel  (/) 
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gegeben,  ist^   unter  einander  und  mit  der  Richtung  der  Kraft 
12.  parallel  sind. 

Hsibeu  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft,  so 
ist  es  einleuchtend^  dafs  der  kleinste  Werth  von  Gi  statt  haben 
mufs,  wenn  der  Punkt  Ox  auf  deren  Richtung  genommen 
wird,  wodurch  dieser  Werth  gleich  Null  wird.  Ist  umgekehrt 
der  Werth  von  Gj  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  Oi  Null, 
so  findet  man  daraus,  dafs  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P".., 
eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die  durch  diesen  Funkt  geht. 
Denn  wenn  sie  sich  auf  zwei  Kräfte  reducierte,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  enthalten  waren,  so  könnte  man  eine  davon 
durch  den  Punkt  Oi  gehen  lassen  und  das  Hauptmoment  der- 
selben auf  das-  der  anderen  Kraft  reducieren,  welches  nicht 
Null  seyn  würde,  gegen  die  Voraussetzung.  Hieraus  findet 
man,  dafs  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  nqler 
welcher  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben, 
darin  besteht,  dafs  ihr  Hauptmoment  gleich  Null  seyn  kann. 
Da  alsdann  dieses  Moment  ein  Minimum  ist,  so  wird  die  in 
Rede  stehende  Bedingung  durch  die  Gleichung 

LZ  +  MY  +  NX  =  o, 
vermöge   der    Formel  (c),   ausgedrückt  werden,    und    da    der 
Punkt  O,  auf  welchen  es  sich  bezieht,   dieser  Mittelkraft  an- 
gehört, so  sind  die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  nach  wel- 
cher sie  gerichtet  ist,  in  Folge  der  Gleichungen  (&), 

-Xj!  —   Yxi  +  i  =:  o 

Zxi  —  Xzi  +  M  =zo 

Yz^  —  Zyi^  JSI  =  o. 
Diese   Resultate   fallen  mit  denen    des  §.  263   zusammen, 
Al9  man  durch  andere  Betrachtungen  gefunden  hat. 
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Drittes   Kapitel. 
Beispiele  des  Gldchgewichtes  eines-  biegsamen  Körpers^ 

I.     Gleichgewicht  des  Seilpolygons« 

285. 

Im  Allgemeinen  nennt  man  Seilmaschine  jede  Ver- 
bindung von  Seilen^  die  durch  feste  Knoten  mit  einander 
\erbunden  sind,  oder  nur  durch  Ringe  gehen,  die  längs  dieser 
Seile  fortgleilen  können.  Die  Anzahl  der  Seile,  die  sich  in 
demselben  Knoten  Vereinigen ,  kann  beliebig  grofs  seyn ;  um 
a^er  die  Frage  zu  yerein fachen ,  wollen  wir  annehmen,  dafs 
nie,  in  einem  Knoten,  mehr  als  drei  Seile  vereinigt  sind,  und 
werden  zuerst  die  beweglichen  Ringe  von  unserer  Betrach- 
tung ausschlieJfeen. 

Man  nehme  daher  an,  man  habe  ein  völlig  biegsames 
Seil  von  beliebiger  Länge,  dessen  zwei  Endpunkte  A  und  B 
(Fig.  71)  sind.  Seyen  Jl/,  M' y  M'\...  verschiedene  Punkte 
dieses  Seils;  man  befestige  an  diese  Pimkte  die  Seile  A/C, 
M'C\  Ji"C"...,  nach  welchen  die  gegebenen  Kräfte  P,  P\ 
P". ..  wirken  werden.  Man  bringe  auch  an  den  Punkt  M 
eine  gegebene  Kraft  JH  an,  die  nach  der  Richtung  des  Seils 
MA  wirkt,  und  an  den  letzten  der  Punkte  AI,  M\  Af '... 
eine  andere  gegebene  Kraft  jST,  die  nach  dem  Punkt  B  gerichtet 
ist..  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet  dieses  Seil  ein 
Vieleck,  dessen  Spitzen  die  Punkte  Jf^  A/,  M',  M'\..B  s^yn 
und  das  wir  besonders  ein  Seilpolygon  nennen  werden. 
Man  mufs  daher  die  Bedingungen  finden,  welche  die  gegebenen 
Kräfte  i/,  P,  P\  P"...  K  erfüllen  müssen,  damit  dieses 
Gleichgewicht  statt  haben  kann,  und  die  Gestalt  des  Polygons 
bestimmen,   welche  diesem  Zustande  entspricht. 

Um  diese  Bedingungen  zu  finden,  gehe  ich  von  dem 
einleuchtenden  Grundsatze  aus,  dafs  jedes  der  Seile  MM', 
M^M"  u.  s.  w.,  wenn  das  Gleichgewicht  statt  hat,  an  seinen 
beiden  Enden,  durch  gleiche  Kräfte  gezogen  werden  mufs, 
die  nach  deren  Verlängerungxin  gerichtet  sind.      Denn  hätten 
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diese  beiden  Kräfte  nicht  dieselbe  Richtung  wie  das  Seil^  so 
würde  sie  Nichts,  abhalten,  es  zu  drehen,  und  wären  sie  nicht 
gleich  und  entgegengesetzt,  so  würden  sie  das  Seil  nach  seiner 
Richtung  fortbewegen. 

Hieraus  folgt  sogleieh,  dafs  die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfle  H  und  P,  die  an  den  Funkt  M  angebracht  sind,  mit 
der  Verlängerung  MD  des  Seils  M' M  zusammen  fallen  niufs. 
Man  kann  daher  den  AngriiTspimkt  dieser  Kraft  nach  dem 
auf  ihrer  Richtung  gelegenen  Punkt  JVi'  bringen  (J.  41),  setzt 
man  sie  alsdann  mit  der  Kraft  P',  die  an  diesen  Funkt  an- 
gebracht ist,  zusammen,  so  mufs  diese  zwdite  Millelkrafr, 
welche  die  der  drei  Kräfte  //,  P,  P^  ist,  mit  der  Verlänge- 
rung M'D'  des  Seils  M" M'  zusammen  fallen  und  man  darf 
sie  daher  nach  dem  Funkte  M"  verlegen.  Ich  nehme  ferner 
die  Mittelkraft  dieser  Kraft  und  der  Kraft  P",  die  'm  dem- 
selben Funkte  M"  wirkt,  so  erhalte  ich,  auf  diese  Weise, 
die  Kraft,  welche  das  Seil  ili"  M'"  an  seinem  Endpunkte 
M"  zieht  und  nach  seiner  Verlängerung  M"D"  gerichtet  seyn 
mufs.  Diese  Kraft  ist,  wie  man  sieht,  die  Mittelkraft  der 
Kräfte  77,  P,  P',  P";  eine  ähnliche  Betrachtung  würde  zei- 
gen, dafs  die  Kraft,  welche  dasselbe  Seil  am  Ende  M^"  zieht 
und  mit  dessen  Verlängerung  M"^ D'"  zusammenfallen  mufs, 
die  Mittelkraft  der  Kräfte  P"\  P^y...K  ist.  Diese  zwei  Mittel- 
kräfte  sind  daher  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  die 
Mittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  //,  P,  P',  P"...K  muh 
daher  gleich  Null  seyn.  Man  würde  offenbar  dasselbe  Resultat 
erhalten,  wenn  man  die  Kräfte,  welche  auf  beiden  Enden 
jeder  anderen  Seite  des  Folygons  wirken,    betrachten   würde. 

Daher  müssen  die  an  das  Seilpolygon  angebrachten  Kräfle 
so  beschaffen  seyn,  dafs,  wenn  man  sie  alle,  parallel  mit  sich 
selbst,  nach  demselben  Funkte  hin  bringt j  sie  sich  alsdann 
im '  Gleichgewichte  halten,  was,  wie  man  weÜs,  drei  Glei- 
chungen zwischen  den  Gröfsen  dieser  Kräfte  und  den  Win- 
kein,  welche  ihre  Richtungen  mit  drei  durch  diesen  Funkt 
gezogenen  rechtwinkligen  Axen  machen,  giebt.  Diese  Glei- 
chungen sind  (§.  35) 

//cosa  -}-  K  cosc  -f-  P  cos«  -|-  P'  cosa'  -j-  ...  iz:  o    \ 
//cos6  4-Ä'cos/4-  Pcos/?+  P'cos/?'-f  ...  =o    C    (a) 
H cosc  -f-  Kcosg  -f-  Pgos;^  -j-  P'cosy'  -(-  ...  =  o   ) 
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WO  ttf  Cf  c,  c'...  die  Winkel  bezeicJinen ,  die  sich  auf  die 
eine  Axe,  h,  f,  /?,  ß\..  diejenigen,  die  sich  auf  die  andere 
und  c,  gy  ff,  y\..  die  Winkel,  die  sich  auf  die  dritte  Axe 
beziehen ,  bezeichnen. 

286. 

Wenn  die  Kräfte  H,  P,  P\  P'\..K  xinA  die  Richlun- 
gen  der  Seile,  durch  welche  sie  wirken,  nicht  diesen  Glei- 
chungen Genüge  leisten,  so  ist  es  unmöglich,  dafs  sie  sicfi 
vermöge  des  Seilpolygons,  im  Gleichgewichte  hallen,  welche 
Gestalt  man  auch  diesem  geben  mag.  So  oft  aber  diese  Glei- 
chungen erfüllt  sind,  so  kann  man  dem  Vielecke  eine  solche 
Gestalt  geben,  dafs  das  Gleichgewicht  statt  hat.  Da  die  Gröfsen 
und  Richtungen  der  Kräfte  B,  P,  P\  P'\..K  gegeben  sind, 
so  ist  diese  Gestalt  bestimmt  und  ihre  Construclion  folgt  aus 
der  Reihe  von  Zusammensetzungen  der  Kräfte ,  welche  eben 
angegeben  worden  sind. 

Kennt  nian  nemlich  die  Richtungen  der  Seile  MA  und 
MCy  an  welchen  die  Kräfte  H  und  P  wirken,  so  bestimmt 
man  die  Gröfse  und  Richtung  ihrer  Mittelkraft.  Auf  die  Ver- 
längerung  dieser  Richtung  trägt  man,  vom  Punkte  M  aus,  tlie 
gegebene  Länge  der  Seile  MM\  Alsdann  bringt  man  an  den 
Punkt  Ai'  die  IVlittelkraft  von  H  und  P  nach  der  Richtung 
M'M  und  die  Kraft  P'  nach '  der  gegebenen  Richtung  des 
Seils  M'C'  an.  Ich  nehme  die  Mittelkraft  dieser  zwei  Kiäfte 
und  trage  auf  <lie  Verlängerung  ihrer  Richtung,  vom  Punkte 
M'  aus,  die  gegebene  Länge  der  Seile  M' M" .  Jetzt  mache 
ich  am  Punkte  M"  eine  ähnliche  Construction ,  wie  die  so 
eben  für  den  Punkt  M  angegebene,  bringe  an  M"  die  letztere 
Mittelkraft  auf  der  Seite  M"M'  an,  und  ferner  die  Kröft  P" 
nach  der  gegebenen  Richtung  des  Seils  M"C'\  setze  alsdann 
diese  zwei  Kräfte  in  eine  einzige  zusammen  und  trage  auf  die 
Verlängerung  derselben  die  gegebene  Länge  der  Seite  M!' M  . 

Dies  setze  ich  fort,  bis  ich  an  den  letzten  Knoten  Jtf, 
M\  31"...  komme,  der  z.B.  der  Punkt  JVi»^  seyn  soll,  so 
dafs  M^^B  die  letzte  Seile  des  Polygons  ist.  Ihre  Richtung 
ist  bekannt,  weil  sie  die  der  äufsersten  Kraft  K  ist,  die  nach 
der  Voraussetzung  gegeben  ist;  Die  verlängerte  Richtung  der 
INlitlelkraft   der  beiden  Kräfte,   die  an  den  Punkt  M^^'y   nach 
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der  Seite  M  M*"^  und  dem  Seile  M^^C^y  angebracht  sind, 
fiiufs  mit  der  gegebenen  RicLtung  der  Seite  M^^  B  zusammen 
fallen.  Dies  wird  auch  wirklich  immer  eintreiSFen.  Denn, 
nach  unserer  Construction ,  ist  die  nach  M^^M"'  gerichtete 
Kraft  nichts  Anderes,  als  die  Mittelkraft  der  fünf  Kräfte  /T, 
P,  P\  P",  P'",  die  parallel  mit  ihren  Richtungen  nach  dem 
Punkte  M^y  versetzt  sind.  Setzt  man  diese  Kraft  mit  der  nach 
jlfirC»^  gerichteten  Kraft  P*^  zusammen,  so  hat  man  die 
IMittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  weniger  der  Kraft  /ST;  oder, 
in  Folge  der  Gleichungen  (a),  denen  Genüge  geleistet  seyn  soll, 
ist  diese  Mittelkraft  der  Kraft  K  gleich  und  ihr  direct  entge- 
gengesetzt {§.  35). 

Zieht  man  durch  den  Punkt  ^  die  drei  Axen,  auf  welche 
sich  die  Winkel  a,  e,  «,  a  u.  s.  w.,  6,/*,  /?,  /*'  u.  s.  w., 
Cy  gy  Y^  "/  U.S.W,  beziehen,  so  sind  die  Coordinaten  einer 
jeden  der  Spitzen  des  Vielecks,  auf  diese  Axen  bezogen;  die 
Projectionen  des  Theils  des  Vierecks,  welcher  zwischen  dem 
Punkte  A  und  dieser  Spitze  enthalten  ist,  auf  diese  Axen. 
Man  könnte  sie  als  Functionen  dieser  Winkel,  der  Längen 
der  Seiten  des  Vielecks  und  der  gegebenen  Kräfte  berechnen; 
die  allgemeinen  Formeln,  die  man  auf  diese  Weise  erhalten 
würde,  könnten  in  jedem  Falle  dazu  dienen,  alle  Spitzen  des 
Polygons,  oder  nur  einen  oder  mehrere  dieser  Punkte  direct 
zu  construieren.  Es  ist  aber  einfacher,  allmälich  die  verschie- 
denen Seiten  des  Vielecks  aus  einander  zu  bestimmen,  wie 
dies  vorhin  angedeutet  worden  ist. 

287. 
Erfüllen  die  gegebenen  Kräfte  die  durch  die  Gleichung  (a) 
ausgedrückten  Bedingungen,  und  hat  man  das  Polygon  die 
Gestalt  anuehmeir  lassen,  die  für  das  Gleichgewicht  pafst,  so 
ist  die  gemeinschaftliche  Intensität  der  zwei  gleichen  und  ent- 
gegengesetzten Kräfte,  die  jede  der  Seiten  nach  ihrer  Verlän- 
gerung ziehen,  die  Spannung,  die  dieses  Seil  erleidet.  Es 
ist  daher  in  der  Ausübung  wichtig,  diese  Spannung  zu  be- 
rechnen, und  sich  durch  die  Erfahrung  zu  versichern,  dafs 
sie  nicht  diejenige  überschreitet,  welche  ein  Seil  von  demsel- 
ben Djirchmesser  und  demselben  Stoffe  ertragen  kann,  ohne 
zu  reifsen. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  ändert  sich  diese  Spannung 
von  eiper  Seite  des  Vielecks  zur  anderen;  die  Spannung  der 
Seite  MM'  ist  die  Mittelkraft  der  Kräfte  H  und  P,  oder  der 
der  Kräfte  P',  P",  P'"...K  gleich.  Die  Spannung  der  Seite 
itf'JU"  ist  der  Mittelkraft  der  Kräfte  i7,  P,  P'  oder  der 
der  Kräfte  P",  P'"...  K  gleich  u.  s.  w.  Es  ist  daher,  in 
jedem  besonderen  Falle,  leicht,  die  Spannungen  zu  bestimmen, 
die  alle  Seiten  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Vielecks 
erleiden,  vrenn  die  Gröfsen  und  Richtungen  der  Kräfte  Hy 
P,  P',  P".,.  K  alle  gegeben  sind. 

Sind  die  äufsersten  Funkte  ^  und  B  des  Vielecks  un- 
beweglich, so  geben  die  Kräfte  H  und  K  zu  gleicher  Zeit 
die  Spannungen  der  Seile,  die  in  diesen  Punkten  zusammen- 
treiFen,  und  die  Drucke,  welche  diese  Punkte  erleiden  ^  an. 
In  diesem  Falle  sind  die  Werthe  von  H  und  K  und  die 
Winkel  et,  b^  Cj  e^  f^  g ^  welche  die  Richtungen  der  beiden 
äufsersten  Seiten  des  Vielecks  bestimmen,  nicht  mehr  gegeben. 
Man  hat  aber  acht  Gleichungen ,  um  diese  acht  Unbekannten 
zu  bestimmen,  nemlich  die  Gleichungen  (a),  die  Gleichun- 
gen (f.  6) 

cos^a  -j-  cos^6  -f-  cos^c  =  1 

cos^c  -|-  cos^jT-j-  cos^^  =  1 
und  die  drei  Gleichungen ,  welche  sich  daraus  ergeben ,  dafs 
die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B  gegeben  ist.  Man 
bildet  diese,  indem  man  die  Werthe  def  drei  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte,  die  auf  die  durch  den  anderen  Punkt 
gehenden  Axen  bezogen  sind,  d.h.  die  Projectionen  des  gan- 
zen Polygons  auf  diese  drei  Axen,  berechnet,  und  sie  den 
gegebenen  Werthen  dieser  Coordinaten  gleich  setzt. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Bestimmung  dieser  acht  Unbe- 
kannten sehr  verwickelt ;  hat  aber  das  Seilpolygon  von  selbst 
die  dem  Gleichgewichte  der  an  seine  Spitzen  angebrachten 
Kräfte  zugehörende  Form  angenommen,  so  erhält  man  die 
Spannungen  seiner  verschiedenen  Seiten  ohne  Schwierigkeit, 
was  für  die  Ausübung  hinreichend  ist.  Zerlegt  man  z.  B.  die 
an  den  Punkt  M  angebrachte  Kraft  P  in  zwei  andere  Kräfte, 
die  nach  den  Verlängerungen  der  Seiten  AM  und  MM*  ge- 
richtet sind,  so  sind  die  Seitenkräfte,  die  unmittelbar  durch 
die  Regel  des  Parallelogramms   der  Kräfte   gegeben  sind,   die 
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Spannungen  dieser  zwei  Seiten.  biejenlg^,  die  nach  der 
Verlängerung  ^ori  jlM  wirkt,  mufs  der  Kraft  gleich  seyn, 
•welche  nach  dieser  ersten  Seite  wirkt ,  wenn  der  Punkt  ^ 
frei  ist^  und  ist  er  fest^  so  giebt  er  den  Druck  au,  der  auf 
diesen  Punkt  ausgeübt  wird.  Ebenso  drücken  die  nach  den 
Verlängerungen  von  MM*  und  M' M*'  gerichteten  Seitenkräfte 
die  Spannung  von  MM'  aus,  die  schon  durch  die  Zerlegung 
von  P  bekannt  ist,  und  die  der  anliegenden  Seite  Jlf'ik£"u.s.  w. 

288. 

Die  SeQe,  welche  die  verschiedenen  Seiten  eines  Seil- 
polygons bilden,  sind  immer  ein  wenig  ausdehnbar.  Jedes 
derselben  verlängert  sich  um  eine  kleine  GrÖfse,  im  Verhält- 
nisse der  Spannung,  die  es  im  Zustande  des  Gleichgewichtes 
erleidet,  und  wenn  diese  Spannung  bekannt  ist,  so  kann  man 
die  entsprechende  Verlängerung  berechnen. 

Die  Erfahrung  zeigt  nemlich,  dafs,  so  lange  die  Span- 
nung eines  gleichartigen  und  überall  gleich  dicken  Fadens 
sich  nicht  der  Kraft  nähert,  die  erforderlich  ist,  um  ihn  zu 
zerreifsen,  seine  Verlängerung  seiner  Länge  und  der  Span- 
nung, die  er  erleidet,  proportional  ist.  Aufserdem  ändert  sie 
sich  von  einem  Faden  zum  anderen,  mit  der  Dicke  und  dem 
Stoffe  des  Fadens.  Hiernach  nehme  ich  an,  dafs  man  einen 
Faden,  der  dieselbe  Dicke,  wie  das  Seil  AM  hat  und  aus 
demselben  Stoffe  besteht,  an  einen  festen  Punkt  anbringt  und 
an  sein  unteres  Ende'  ein  im  Verhältnisse  zu  dem  Gewichte 
des  Fadens  selu*  gi'ofses  gegebenes  Gewicht  J2  aufhängt.  Seyen 
/  und  /  (1  -{-  (ü)  seine^  Längen  vor  und  nach  der  Aufhängung 
des  Gewichtes  77 ,  diese  Gröfse  c»  ist  ein  sehr  kleiner  Bnicb, 
der  nicht  von  /  abhängt  und  II  proportional  ist^  wenn  man 
das  Gewicht  des  Fadens  vernachlässigt ,  so .  dafs ,  wenn ,  bei 
einem  anderen  Versuche,  die  drei  Grofsen  /,  «>,  JT  in  /',  w', 
/7'  übergehen,  man 

hat,  wie  auch  /  und  /'  beschalTen  seyen.  Es  ist  aber  klar, 
dafr  ein  Faden,  der  an  einen  festen  Punkt  angebracht  ist, 
und  an  seinem  and'eren  Ende  durch  eine  Kraft  gezogen  wird, 
die  nach  seiner  Vedängerung  gerichtet  ist,    sich  in  demselben 
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Zii3(ande  befii^det,  als  wenn  er  dnrck  dieselbe  Kraft  nach 
seinen  zwei  Verlängerungen  gezogen  würde.  Nennt  man 
T  die  Spannung  des  Seils  AM,  und  setzt  voraus,  dofs  es 
sich  in  dem  Verhältnisse  von  1  -f-  t  zu  1  verlängert  hat,  so 
hat  man 

um   diese  Verlängerung   zu  bestimmen^   und   ebenso    vv^ird   es 
bei  allen  Seilen  des  Vielecks  seyn. 

289. 
Mögen  nun  die  äufsersten  Funkte  A  und  JBdes  Vielecks 
fest  oder  beweglich  seyn,  so  führt  der  Umstand,  wenn  einer 
oder  mehrere  der  Knoten  M,  M^  iü"..,  durch  Ringe  err 
setzt  sind,  zu  neuen  Bedingungsgleichiuigen.  Man  nehme 
z.B.  an,  M"  sey  ein  beweglicher  Ring,  der  längs  des  Seils 
M' M" M'"  gleiten  kann,  so  ist  es  offenbar,  dafs  die  Summe 
der  Abstände  M'M'\  M"M"  des  Punktes  M'  von  den  Punk- 
ten M'  und  M"\  constant  bleibt.  Ist  aber  Gleichgewicht 
vorhanden,  so  wird  dieser  Zustand  nicht  gestört  werden»  wenn 
man  diese  zwei  letzteren  Punkte  befestigt ;  alsdann  wird  aber 
der  Punkt  Jf  in  demselben  Falle  seyn,  als  wenn  er  gezwun- 
gen wäre,  auf  der  Oberfläche  eines  Revolutionsellipsoids  zu 
bleiben,  dessen  beide  Brennpunkte  M'^  und  M'-  sind  und 
dessen  grofse  Axe  der  gegebenen  Länge  des  Seils  M'M"M!'* 
gleich  ist.  Daher  kann  dieser  Punkt  nicht  im  Gleichgewichte 
bleiben  (f.  36),  Wenn  nicht  die  an  ihn  angebrachte  Kraft  P" 
auf  dieser  Oberfläche  senkrecht  steht.  Hieraus  folgt,  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ^  dafs  die  Richtung 
dieser  Kraft  den  Winkel,  welchen  die  zwei  Radius  Vector 
M"M'  und  M" M"'  bilden,  in  zwei  gleiche  Theile  theilen  mufs. 

Ist  man  daher ^  wenn  man  die  Construction  des  f.  286 
ausführt,  an  einen  beweglichen  Ring  wie  M"  gekommen, 
und  hat  man  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  genommen, 
die  nach  M" M'  und  M^'C"  gerichtet  sind,  deren  Veiiängeruug 
die  Seite  M" M"'  ist,  so  kann  kein  Gleichgewicht  vorhanden 
seyn,  sobald  man  findet,  dafs  die  Winkel  C'M"M'  und 
C"M"M'"  nicht  einander  gleich  suid.  Im  Allgemeinen  darf 
die   Riditung  des    an  einen   beweglichen  Ring   angebrachten 
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Seils  M''C"  nicht  im  Voraus  gegeben  seyn,  damit  man,  wenn 
man  dieselbe  auf  eine  x^assendc  Weise  bestimmt,  die  Bedin- 
gung der  Gleicbheit  der  zwei  Winkel  M'M^C"  und  M"'M"C" 
erfüllen  kann. 

Man  bemerke  9  dafs,  im  Zustande  des  Gleicbgewichtes, 
die  Spannungen  der  zwei  an  einem  beweglichen  Ringe  anlie- 
genden Seiten  gleich  sind.  Dies  folgt  daraus  ^  dafs  diese  zwei 
Seiten  mit  der  Richtung  der  an  diesen  Ring  angebrachten 
KrafI  gleiche  Winkel  machen  und  dafs  ilire  Spannungen  die 
nach  ihren  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte  dieser  Kraft 
sind.  Diese  Gleichheit  der  Spannungen  ist  aber  auch  ohnehin 
schon  einleuchtend,  da  die  beiden  Seiten^  auf  welchen  der 
Ring  gleiten  kann,  nur  ein  Seil  bilden,  das  nothwendig  in 
seiner  ganzen  Ausdehnung   dieselbe  Spannung  erleiden  mufs« 

• 

290. 
Was  wir  in  Beziehung  auf  einen  Ring  sagen ,  der  längs 
eines,  als  unausdehnbar  und  völlig  biegsam,  angenommenen 
Ringes  gleiten  kann,  läfst  sich  auf  alle  Punkte  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten,  die  im  Gleichgewichte  sind,  ausdeh- 
nen. Wie  auch  die  Verbindung  dieser  Punkte  beschaffen  sej^ 
so  wird  man  dieses  Gleichgewicht  nicht  stören,  vyenn  man 
alle  Funkte  des  Systems ,  einen  ausgenommen ,  befestigt.  Ist 
aber  die  Verbindung  dieses  Punktes  mit  den  anderen  der  Art, 
dafs  er  noch  eine  Oberfläche  oder  nur  eine  krumme  Linie 
um  diese  festen  Punkte  beschreiben  muTs,  so  wird  sich  der 
bewegliche  Punkt  offenbar  in  demselben  Falle  befinden,  als 
wenn  die  Oberfläche  oder  krumme  Linie  wirklich  vorhanden 
wäre.  Die  Richtung  der  an  ihn  angebrachten  Kraft  mufs 
daher   auf   dieser  Oberfläche   oder  krummen  Linie  senkrecht 

stehen* 

Hieraus  folgt,  dafs  bei  jedem  Systeme  materieller  Punkte, 
die  im  Gleichgewichte  sind,  die  Kraft,  die  an  jeden  dieser 
Punkte  angebracht  ist,  auf  der  Oberfläche  oder  der  Linie,  auf 
welcher  dieser  Punkt  bleiben  mufs,  senkrecht  steht,  wenn 
man  alle  Punkte,  mit  welchen  er  verbunden  ist,  für  einen 
Augenblick,  als  feste  Punkte  ansieht. 

Ist  diese  Bedingung,  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der 
Kräfte  und  die  Verbindung  der  Theile  des  Systems,  flicht  er- 


447 

fulh,  80  kann   man  sicher  annelimen,    dafs  das  Gleicligewiclit 
nicht    vorhanden   ist ;    jedoch   ist    sie   allein   nicht  hinreichend 
um  das  Vorhandenseyn  des  Gleichgewichtes  ai>zugeben. 

291. 
Wenn  alle  Kräfte ,  die  auf  ein  an  den  zwei  festen  Punk- 
ten A  und  B  aufgehängtes  Seilpolygon  wirken ,  gegebene 
Kräfte  sind,  so  folgt  aus  der  Construction  des  (.286,  dafs 
dieses  ganze  Folygoh  in  der  yerticalen  Ebene  enthalten  ist, 
die  durch  diese  zwei  Punkte  geht;  dies  ist  aufserdem  auch 
an  und  für  sich  klar,  da  kein  Grund  vorbanden  ist,  warum 
es  sich  mehr  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  von 
dieser  Ebene  entfernen  sollte.  Nimmt  man  alsdann  die  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  für  die  Axe,  welcher 
c,  gj  y,  ;/'...  entsprechen,  so  sind  alle  Winkel  rechte  und 
die  dritte  Gleichung  (a)  verschwindet.  Die  beiden  anderen 
reducieren  sich  auf 

H  cos  a  -}-   jST  cos  e  = 

U  cos  6  -{-  J5r  cos  J  -f* 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Winkel  a^e^  a^  «'•••  einer 
horizontalen  Axe  und  die  Winkel  6,  /,  ß ^  /?'...  einer  im 
Sinne  der  Schwere  gerichteten  Axe  entsprechen,  und  durch 
JI  die  Summe  der  Gewichte  P,  P',  P". ..,  die  an  das  Poly- 
gon angebracht  sind,  bezeichnet. 

Das  Gleichgewicht  dieses  Polygons  wird  nicht  gestört, 
wenn  man  seine  Gestalt  unveränderlich  macht;  die  Kraft  JI 
mufs  daher  der  Mittelkraft  der  Kräfte  S  und  K  gleich  und 
direct  entgegengesetzt  seyn.  In  Folge  der  Gleichungen  (6) 
ist  sie  schon  dieser  Mittelkraft  gleich  und  entgegengesetzt;  sie 
mufs  daher  noch  durch  den  Punkt  O  (Fig.  72)  gehen ;  wo 
sich  die  Verlängerungen  der  äufsersten  Seile  AM  und  BN 
schneiden  und  welchen  man  für  den  gemeinschaftlichen  An- 
griffspunkt der  beiden  Kräfte  H  und  K  nehmen  kann.  Im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  mufs  daher  die  Mittelkraft  II 
der  verticalen  Kräfte  P,  P',  P". ..  nach  der  verticalen  Linie 
OD  gerichtet   seyn   und   man   hat    Idernach  die  Proportionen 

(}.  29) 

H  :  n=  sin  BOD  :  sin  AOB 

K  :  n  =  sin  AOD  :  »in  JOB,^ 


n  =  .\        <■"■> 
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wclcbe  die  Spannungen  der  äufsersten  Seile  oder^  die  Drucke 
H  und  Ky  die  auf  die  beiden  festen  Punkte  A  Und  B  aus« 
geübt  werden,  angeben ^  wenn  man  die  Winkel  AOD  und 
BOD  gemessen  bat. 

292. 

Man  kann  in  Beziehung  auf  die  Seile,  die  ein  gegebenes 
Gewicht  tragen,  dieselbe  Bemerkung  machen,  die  man'  schon 
in  Beziehung  auf  die  Drucke  gemacht  hat,  welche  die  Stütz- 
punkte einer  horizontalen  Ebene  erleiden,  auf  welcher  ein 
Gewicht  ruht  (f.  270). 

Man  nehme  an,  die  drei  an  die  festen  Punkte  jiy  j9,   C 
(Fig.  73)   angebrachten   Seile   vereinigten   sich   im  Punkte  Jf, 
imd  es  sey  in  diesem  Punkte  ein  Gewicht  P  aufgehängt,  wels- 
ches nach   der  Yerticalen    MD  wirkt.      Man   nehme  auf  der 
Verlängerung  dieser  geraden  Linie  einen  JPunkt  D\  und  con- 
struiere  das  Parallelopipedum,  dessen  Diagonale  MD*  ist  und 
dessen,  drei  zusammenstofsende  Seiten  MA\  MB  ,  MC  auf 
den  Richtungen  dieser  drei  Seile  liegen.      Bezeichnet  man  die 
Kraft  P  durch  die   gerade  Linie  MD',   so  werden  ihre  nach 
diesen   Richtungen   wirkenden    Seitenkräfte   durch   die   Linien 
MA\  MB\  MC  dargestellt  und  sie   drücken  die  Spannun- 
gen der  drei  Seile  MAy  MB,  MC,  oder  die  Lasten  der  drei 
festen  Punkte  A,  B,  C  aus,   welche,    in  diesem  Falle,   voll- 
kommen bestimmt  sind.     TreiTen  aber   vier   oder  mehr  Seile 
im  Punkte  M  zusammen ,   so  kann  man  die  Kraft  P  auf  un- 
endlich viele  Arten  nach   ihren  Richtungen  zerlegen,   so  dafs 
ihre  Spannungen  und  die  Lasten  der  festen  Punkte  nicht  mehr 
bestimmt  sind,    imd  eine   oder  mehrere  derselben  Null  seyn 
oder  willkührlich  angenommen  werden  können.     Diese  Unbe- 
stimmtheit würde  ^virklich    bei  der  abstracten  Frage  statt  fin- 
den,   wo    man   die    Dehnbarkeit    der   Seile    unbeachtet  lafst. 
Sobald  man  aber  diese  Eigenschaft  der  Materie  berücksichtigt, 
so  verschwindet  sie,    und  alsdann   verlängern  sich   alle  Seile 
um   eine,  wenn   auch  noch   so   unbedeutende,    Gröfse;    ihre 
Ausdehnungen    hängen   von    ihrer  Zahl    und   wechselseitigen 
Lage  ab,  und  wenn  man  diese  kleinen  Verlängerungen  messen 
würde,  so  könnte  man  d^aus  die  Spannung  eines  jeden  Seils 
oder  die  Las^  eines  jeden  festen .  Punktes ,   die  wirklich  statt 
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hat;  finden.  Nimmt  man  z.B.  an,  es  Labe  sicL  das  Seil  u4M 
in  dem  Verhältnisse  von  1  -|-  (J  zur  Einheit  au&gedehnt,  und 
weiTs  man  aufserdem^  dafs  ein  Seil^  welches  aus  demselben 
Stoffe  besteht  und  denselben  Durchmesser  hat,  sich  in  dem 
Verhältnisse  von  1  -j-  o)  zur  Einheit  ausdehnt ,  wenn  man  es 
vertical  an  einem  festen  Punkte  aufhängt  und  an  sein  unteres 
Ende  das  Gewicht  P  anbringt ,  so  findet  man  hieraus  (J.  288), 
dafs   die  Spannung   dieses   Seils,    oder  die   Last,   welche  der 

Punkt  A  trägt,  dem  Produkte  —  P  gleich  ist. 

Bezeichnet  man  durch  w'  und  tf',  cö"  und  rf"u.s.  w.  das, 
was  die  Brüche  co  und  S  in  Beziehung  auf  die  Seile  AfJ?, 
MC  U.S.  Vf.  werden,  und  durch  y^  y'y  y"  u.  s.  w.  die  spitzen 
Winkel,  welche  die  Seile  MA,  MB,  MC  u.  s.w.  mit  der 
Verticalen  MD'  machen,  so  mufs  man 

—  cos  y  4*  —f  cos  V    -4 ^r  cos  v    +  . . .  =  1  % 

0)  (0  CO 

haben,  damit  die  Summe  der  verticalen  Seiten kräfte  aller 
Spannungen  dem  Gewichte  P  gleich  ist.  Projiciert  man  die- 
selbe^  Seile  auf  eine  durch  den  Punkt  M  gezogene  horizon- 
tale Ebene  und  bezeichnet  durch  (p,  (p  ^  tp"  u.  s.  w.  die  Win- 
kel, welche  die  Projectionen  von  Mj4j  MB  y  MC  u.  s.  w. 
mit  der  geraden '  Linie  MO  machen,  die  willkührlich  in  dieser 
Ebene  gezogen  ist,  so  hat  man  auch 

—  sm  y  sm  ß>  +   -7  sin  y   sm  «    -4-  . .  ^  =  o 

W  CO 

—  sm  y  cos  Cp  +    -7  sm  y    cos  cp  -4-  ...  =  o, 

CO  CO 

um  auszudrücken,  dafs  die  Mittelkraft  aller  Spannungen  eine 
verticale  Kraft  ist. 

Sind  nur  drei  Seile  vorhanden,  so  sind  diese  drei  Glei-» 
chungen   hinreichend,   um   die  Verhältnisse   ihrer  Spannungen 

zum  Gewichte  P.    oder  die  Werlhe   von  — ,  -7,  -r77  vermit- 

0)       (0        CO 

telst  der  Winkel,  welche  diese  drei  Seile  mit  der  Verticalen 
MD'  elnschliefsen ,  und  der  Winkel,  welche  zwischea  den 
Ebenen  dieser  Linie  und  ihren  Richtungen  enthalten  sind,  zu 
bestimmen.     Sind  nur  zwei  Seile  da,  so  sind  ihre  Richtungen 
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und   diese  Verticale  in   derselben    Ebene   enthalten,   wodurch 
die  zwei  letzten  Gleichungen  auf  eine  eijizige  reduciert  werden. 


IL    Gleichgewicht  eines  biegsamen   Fadens^ 

293. 

Man  belrachte  zuerst  einen  schweren  gleichartigen  Faden 
von  überall  gleicher  Dicke,  nehme  an,  er  sey  völlig  biegsam 
und  in  seinen  Endpunkten  ji  und  C  (Fig.  74)  an  zwei  feste 
Punkte  geknüpft..  Man  will  nun  die  krumme  Linie  jiBC  be- 
stimmen, die  er  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet.  Diese 
krumme  Linie  nennt  man  Kettenlinie,  sie  ist  oiTenbar  in 
der  verticalen  Ebene,  die  durch  die  festen  Punkte  A  und  C 
geht,  enthalten,  denn  es  ist  durchaus  kein  Grund  vorhanden, 
warum  sie  sich  mehr  nach  der  einen  als  nach  der  anderen 
Seite  davon  entfernen,  sollte. 

Durch  einen  Punkt  O  ziehe  man  in  dieser  Ebene  zwei 
rechtwinklige .  Axen  Ox  und  Oy^  welche  die  der  positiven 
Cooräinaten  seyn  werden.  Man  nehme  an,  Ox  sey  horizon- 
tal und  liege  auf  der  Seite  von  ji^  und  Oy  sey  Tertical  und 
'  der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt  und  gehe  durch 
den  tiefsten  Punkt  B  der  krummen  Linie.  Seyen  x  und  y 
die  auf  diese  zwei  Axen  bezogenen  Coordinaten  OP  und  PM 
eines  beliebigen  Punktes  M  der  Kettenlinie,  und  s  der  Bogen 
BMj  der  bis  zu  diesem  Punkte  reidht  und  vom  Punkte  B 
aus  gezählt  wird.  Man  bezeichne  durch  x',  y\  s'  das,  was 
X,  y,  8  in  Beziehung  auf  einen  anderen  Punkt  M^  dieser 
krummen  Linie  werden,  'so  dafe  «'  >  ä  ist. 

Nennt  man  p  das  Gewicht  der  Länge  der  Einheit  des 
Fadens,  wenn  er  auf  einer  horizontalen  Ebene  liegt,  so  ist 
jj  («'  —  «),  in  diesem  Zustande,  das  Gewicht  einer  Länge 
«'  —  s  desselben  Fadens,  weil  man  ihn  gleichartig  und  über- 
all gleich  dick  angienommen  hat.  Ist  er  an  zwei  Punkten  ji 
und  C  aufgehängt,  so  werden  sich  seine  verschiedenen  Theile, 
wegen  ihrer  verschiedenen  Spannungen ,  auf  ungleiche  Weise 
ausdehnen,  und  zu  gleicher  Zeit  werden  ihre  Dichtigkeiten 
oder  Dicken  ,8o  abnehmen,  dafs  ihre  Massen  dieselben  bleiben. 
Das  Gewicht   einer   solchen  Länge   s'  —  s    wird    daher  nicht 
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mehr  genaif  dasselbe,  wie  früher,  seyn;  ist  aber  der  Stoff 
aus  welchem  der  Faden  besteht,  nur  wenig  ausdehnbar  und 
vernachlässigt  man  die  kleinen  Ausdehnungen  seiner  Theile 
80  kann  man  noch  immer  p  («'  —  s)  für  das  entsprechende 
Gewicht  des  Bqgens  MM'  der  Kettenlinie  nehmen.  . 

Seyen  aufserdem  T  und  2''  die  unbekannten  Kräfte,  welche 
auf  die  Endpunkte  M  und  M'  wirken,  und  daher  rühren, 
<laf8  die  Punkte  mit  den  Theilen  CM  und  ^M'  dieser  krum* 
men  Linie,  verbunden  sind.  Vereinigt  man  diese  Kräfte  mit 
dem  Gewichte  p  («'  —  «),  so  kann  man  MM'  als  völlig  frei 
betrachten.  Bezeichnet  man  c^aher  durch  «  und  fi  die  Win- 
kel, welche  die  Richtung  der  Kraft  T  mit  den  Verlängerungen 
der  Coordinaten  x  und  y  ihres  Angriffspunktes  macht  und 
durch  a,  ß'  die  analogen  Winkel  in  Beziehung  auf  die  Kraft 
T  ,  so  hat  man 

Tcosa  -|-  r'cosa'  =0  \ 

Tcos/?  4.   T  cos/?'  —p{a'  —  8)  l  (a) 

r(Arco8^— ycosa)-|-  r'(^'cos/?'— y 'cos«')  =t/? («'—«) a?i  ) 
für  das  Gleichgewicht  dieser  drei  Kräfte,  die  in  derselben 
Ebene  enthalten  sind  (f.  262),  wo  x^  die  horizontale  Abscisse 
des  Schwerpunktes  des  Bogens  MM^  ist*  Diese  Gleichungen 
gelten  für  jede  Länge  dieses  Bogens.  Nimmt  man  daher  an, 
dafs  dieser  unendlich  klein  ist,  so  kann  man,  in  diesen  Glei- 
chungen, die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  zweiten  Ordnung 
vernachlässigen,  die  der  ersten  Ordnung  mufs  man  aber  bei- 
behalten. Demungeachtet  mufs  man  doch  die  Kraft  T  als 
öm  Endpunkte  M  nach  dem  Theile  MH  der  Tangente  wir- 
kend betrachten,  ynd  die  Kraft  7"  als  nach  dem  Theile 
M' H'  der  Tangente  am  anderen  Endpunkte  M'  wirkend. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehme  man  auf  JfJf'  einen  Punkt 
w,  ^0  dafs  der  Bogen  Mm  ein  imendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist;  man  kann  also  das  Gewicht  dieses  Theils  der 
Kettenlinie  vernachlässigen.  Befestigt  man  den  Punkt  m,  so 
wird  hierdurch  -das  Gleichgewicht  nicht  gestört;  da  man  sich 
aber  den  Faden  als  vollkommen  biegsam  d^nkt,  so  würde 
Nichts  die  Kraft  P  abhalten,  den  Bogen  Mm  um  m  zu  dre- 
hen, wenn  sie  nicht  nach  seiner  Verlängerung  MH  gerichtet 
wäre.  Ebenso  sieht  man,  dafs  die  Kraft  T'  nach  M' IT  ge- 
richtet seyn  mufs. 

29* 
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Hiernach  hat  man 

dx        o  —      ^y 

f  dx  ^,  _  dy 

cos  a     =   :T-r  >       cos  pf    —  j-r 

und  wenn  man   die   unendlich   kleinen    Gröfsen   der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt,    so  sind  diese  letzteren  Wcrthe 

dx    .     ^   dx  ,  ^  dy  dy 

'     ^^'^  =  rf;  + ^-^7'    '^''*  -rfl +^-57- 

Man  kann  auch  beweisen,  dafs  T*  z=  T  +  rfT  ist.  Die 
Grofse  T  ist  nemlich  eine  Function  der  Coordinaten  eines 
Punktes  JMT ,  dem  sie  entspricht,  und  wird  daher  im  Punkte 
if'  gleich  T  -^^  dT.  In  diesem  letzteren  Punkte  drückt  sie 
die  Kraft  aus,  welche  auf  den  oberen  Theil  AW  der  Ketten- 
linie  nach  der  Richtung  M  Hu  welche  die  Verlängerung  von 
ItM!  ist,  wirkt.  Ist  aber  m'  ein  Punkt  der  krummen  Linie, 
dessen  Abstand  von  Jf '  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist,  so  wird  die  Kraft,  die  in  m'  auf  den  Theil 
Am*  wirkt,  der  Gröfse  und  Richtung  nach  mit  der|enigen 
übereinstimmen,  welche  vi  M*  auf  AM'  wirkt«  .  Der  Theil 
M'm  der  Kettenlinie  wird  daher  in  entgegengesetztem  Sinne, 
nach  M'H'  und  mH^y  durch  die  Kräfte  T  und  T -{- dT 
getrieben,  welche  gleich  seyn  müssen,  damit  Jü'/n'  im  Gleich- 
gewichte bleibt. 

Dies  vorausgesetzt,  substituiere  ich  diese  verschiedenen 
Werthe  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  (a)  und  mache 
s'  —  s  z=zd8f   dies  giebt 

d.T'^^zzzo,    d.T^  =^  pds.  (6) 

ds  äs 

Die  dritte.  Gleichung  nimmt  die  Gestalt 

d.T(x  -r^  —  y  ^^  =  pxds 
\     ds        -^  day        ^ 

^,   wenn  man   die  unendlich   kleinen   Gröfsen    der  zweiten 

Ordnung  vernachlässigt,    weil    es   alsdann  erlaubt  ist,   x  statt 

^1   im   zweiten  Theile   zu   setzen.     Diese  Gleichung  ist   aber 

dasselbe  wie  . 

ATrf.T^  —  rrf.r?-  =  pxds, 
da         ^  ds  ^ 

und  sie  ist,    wie   man  sieht,   eine   Folge   der  zwei   anderen 
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WirkÜcli  kann  auch  die  Aufgabe  nur  von  -  zwei  Glei- 
chungen abhängen ,  da  man  nur  zwei  Unbekannte  j^  und  T 
als  Functionen  von  x  zu  bestimmen  hat.  Die  erste  braucht 
man,  um  die  Gleichung  der  krummen  Linie  zu  bestimmen, 
und  die  zweite ,  um  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte 
Mi  d.  h.  die  Grüfse  der  gleichen  Kräfte,  die  das  Element: 
Mtn  nach  seinen  zwei  Verlängerungen  ziehen,  zu  ei- fahren. 

294. 
Das  Integral  der  ersten  Gleichung  (6)  ist 

r  ^  =  o, 

ds 
wenn   man    durch   c    die    willkührliche  Constante   bezeichnet.. 

^     dx  ^ 

Im  Punkte  B  hat  man   —-  =   1    und    J*  =  c  5    bezeichnet 

ds 

man   daher    die    Spannung    in   diesem  tiefsten  Punkte    durch 

das  Gewicht  einer  Länge  h  des  Fadens,  so  hat  man  czzz  phy 

und  in  einem  beliebigen  Punkte   - 

'^      dx 
Die  zweite  Gleichung  (6)  wird  also 

hd  .-^  =  dsy 
dx 

woraus  man  ,  - 

—  /,  ^y 
dx 

findet,  indem  man  bemerkt,  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  «=  o 

^ind  -^  =  o    im   Punkte    B   hat.       Aus   diesen   Gleichungen 

dx  j       o  ^ 

findet  man   unmittelbar   den   Bogen  s    und   die   Spannung   /; 

wenn  die  Ordinate  y  als  Function  von  x  bestimmt  ist. 

Setzt  man,    in    der   vorhergehenden   Gleichung,   statt  rfs 
seinen  Werth  __^____ 

so  findet  man  daraus 

hd.^JL 

^  '        dx 

dx  = '  •        ..    - 

^i  +  'Ji . 
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Integriert  man^   und  bemerkt,   dafs  man,    im  PunKte  S, 

X  tZLO  und  —  =  o  bat ,    so  findet  man  bieraus 
dx 


und  daber 


wo  «,  wie  gewöbnlicb,  die  Basis  der  hatürlicben  Logarithmen 
bedeutet.     leb  multipliciere  diese  Gleichung  durch 


(/^i  + 


^y^  _  ^^  «"■* 


dx^         dxJ 
woraus 


X 


fo]gt«     Man  bat  daber 


d 


X  X. 


woraus  man 


1  ^  ^V 


findet,  wenn  man  bemerkt,  dafs,  im  Punkte  5,  8  z=z  o  und 
AT  z=  o  ist,  und  man  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten  in 
den  Abstand  h  unterhalb  dieses  Punktes  setzt,  so  dafs  yzi^h 
Ist ,   wenn  x  "=.0  ist. 


*)   Statt  dieser  Formeln  könnte  man  auch,   nach  den  bekannten  Werthen 
von  sin.  und  cos., 


sm 


hyT^ 


y  zzz  h  cos 


X. 


h  yT—  1 
sciireiben,   die  in'  der  Anwendung   noch  bequemer  sind. 

Annierk.  des'üebers. 
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Diese  Gleichungen  (r)  ^eben  8  =z  h  -j^L  ^  yy^^  ^\^^j^ .    ^jj^ 

zweite  ist  die  Gleichung  der  Rettenlinie  unter  der  einfachsten 
Form^  sie  zeigte  dafs  diese  krumme  Linie  auf  beiden  Seiten 
ihres  tiefsten  Punktes  symmetrisch  ist. 

Der  vorhergehende  Werth  von  T  wird 

so  dafs  die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  M  durch  das 
Gewicht  einer  Länge  des  Fadens  ausgedrückt  wird,  die  der 
von  diesem  Punkte  auf  die,  durch  den  Punkt  O  gehende, 
horizontale  Linie  herabgefallten  Senkrechten  MP  gleich  ist. 
Im  Punkte  B  ist  diese  Spannung  am  kleinsten  und  ihr  Werth 
ist  dort,  wie  angent)mmen  wurde,  gleich  pk. 

295. 
Man  mufs  daher  nur  noch  die  Constante  h  bestimmen, 

die  in  diesen  Formeln  vorkommt.     Der  Werth  von  y  giebt 

alsdann  die  Gestalt  der  Kettenlinie   an;    damit  aber  ihre  Lage 

in  d^r  verficalen  Ebene,  die  durch  die  Punkte  j4  und  C  geht, 

bekatntif  ^^y^   mufs  man  auch  den  Abstand  der  Axe  Oy  von 

einem  dieser  ffist^n  Punkte  bestimmen. 

Zu  dieseni  Zwecke  ziehe  ich  durch  den  Punkt  ^  eine 
horizontale  Linie,  welche  die  Axe  Oy  im  Punkte  Q  schneidet, 
und  durch  den  Punkt  C  eine  Verticale,  die  diese  horizontale 
Linie  im  Punkte  D  schneidet.  Da  die  Lage .  des  Punktes  C 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  j4  bekannt  ist ,  so  sind  die 
Abstände  ^D  und  DC  gegeben.  Ich  bezeichne  sie  durch  a 
und  bj  und  durch  ^  den  Abstand  ^Q,  so  dafs  man 

AD  =  a,    DC  =  b,    JQ=zk,    OB  —  h 
hat,  wo  a  und  b   gegebene  Gröfsen  und  h  und  h  die  beiden 
Unbekannten  sind,  die  man  Bestimmen  mufs. 

Ich  nenne  £'  den  Abstand  QD^  Z  die  gegebene  Länge 
der  krummen  Linie  ABO^  g  und  g'  ihre  Theile  AB  und 
BCj    f  die. Linie  BQ,   alsdann  hat  man 

i  -f  t'  =  a,      vg*  +  g-'  =  /, 
indem  man  h'  und  g'  als    positive   oder  negative  Gröfsen  an- 
siebt, je    nachdem    der  Punkt   C  der  T«rlängerung  von  AB 
oder  AB  selbst  angehört.     Die  Ordinalen  der  Punkte  A  und  C 


g 
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Sind  h-j-  /  und  A  -j"  /  —  ^  >  indem  man  auch  die  Gröfse  b 
als  positiv  oder  negativ  ansieht,  je  nachdem  C  unter  oder 
über  der  horizontalen  Linie  liegt,  die  durch  den  Punkt  ^ 
gezogen   ist. 

Setzt  man  zuerst  in  den  Gleichungen  (c) 

X  =  l,      8=:  g,     y  =  7i^  f, 
und  alsdann  ^ 

A?  =  —  i',     8=—g',    y  ~  h^  f  ~b, 

60  folgt  liieraus 

woraus  man 

l  z=:  —  Ce  ^  —  e       h  j^  ^  h  — e^'^) 

h  r  -       -~       ^      -~N 

erhält. 

Hieraus  un^  aus  i  -f"  *'  =  ^  findet  man 

und  daher 

indem  man,  zur  Abkürzung, 

setzt. 

Diese  Gröfse  /z  ist  aus  gegebenen  Grofsen  zusammenge- 
.setzt  und  die  Gleichung  (d)  giebt  daher  den  Werth  von  « 
und  milhiu  auch  den  von  h  an.  Im  Allgemeinen  kann  diese 
Gleichung  durch  Versuche  aufgelüfst  werden,  und  man  findet 
daraus  vermittelst  des  Werthes  von  n  den  von  u  so  genau 
als  man  will.  Ist  n  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden, 
so  ist  der  Werth  von  «  sehr  klein ,  entwickelt  man  alsdann 
die  Exponentialgröfsen  und  vernachlässigt  die  vierten  Potenzen 
von  «,    80  hat  man  einfach  a^  z=.  Q  {^ri  —  1). 
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Setzen  vrir  auch 

i  —  t' 

80  hat  man 

i  =  i  a  -f  hß,    h'  =  i  a  —  hfi, 

und  der  vorhergehende  Werlli  von  6  wird 

b  =  —  (e^^—e      «M    fe—e       J  (e) 

wodurch  man  den  Werlh  von  ß,  vermöge  des  Werthes  von 
7iy  und  somit  auch  den  der  Gröfsen  k  und  i'  erfährt.  Das 
Zeichen  von  k'  entscheidet,  auf  welcher  Seite  von  Oy  der 
Punkt  C  liegen  wird. 

Der  einfachste  Fall  findet  dann  statt,  wenn  die  festen 
Punkte  ^  und  C  auf  derselben  horizontalen  Linie  liegen. 
Alsdann  hat  man  6  =  05  die  Gleichung^  (e)  giebt  ß  =z  o  und 
daher  i  z=  i'  =  Ja,  wie  dies  auch  seyn  mufs.  Zu  gleicher 
Zeit  hat  man 


h 


7i  ^  A    .      -^' 


+  /  =  ^(f'^  +  e     «ä), 


woraus  man  die  Spannungen  in  den  Punkten  ^  und  C,  oder 
die  Lasten,  welche  diese  festen  Punkte  zu  tragen  haben,  findet^ 
nachdem  man  den  Werth  von  h  berechnet  hat.  In  dem  all- 
gemeinen  Falle  kann  man  diese  aufsersten  Spannungen  aus 
den  Werthen  von  y  ableiten ,  die  x  :=z  k  und  jc  =  —  it' 
entsprechen. 

296. 
Unter   allen   gleicli   langen   krummen  Linien ,    die   sich  in    ,     ' 
den   gegebenen   krummen  Linien   j4  und    C  endigen,   ist   die 
Kettenlinie  diejenige,  deren  Schwelrpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Denn  man  ziehe  durch  den  Punkt  A  (Fig.  75)  eine  ho- 
rizontale Axe  ^y'  uud  eine  verticale  Axe  Ax',  die  im  Sinne 
der  Schwere  gerichtet  ist.  Seyen  x'  und  y'  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  M,  die  auf  diese  Axen  bezogen  sind. 
Nennt  man  Xi  den  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  beliebi« 
gen  krummen  Linie  jäMC  von  der  Axe  jiy\  so  hat  man 

Ixr  =    r  x'  f^i-\-^  dx\ 

U     o  dx  ^ 

WO  6  der  Werlh  von  x    ist,  welcher  dem  Punkte  C  entspricht, 
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und  /   die  gegebene  Länge  dieser  krummen  Linie    bezeichnet^ 
80  dafs  man 

hat     Nach  der  Formel  (e)  des  f.  201  wird  aber  die  krumme 

Linie  y   in    welcher   das    erste   Integral    unter   allen    krummen 

Linien   von    derselben   Länge    ein    Maximum    ist,    durch    die 

DüFerentialgleichimg 

,    ,  c'dx' 

ausgedrückt,  wo  c  und  c'  -willkührliche  Constanten  sind.  In- 
tegriert man^  und  bemerkt^  dafs  die  Veränderlichen  x'  und 
y'  zu  gleicher  Zeit  Null  sind^  so  erhält  man 

y    =  c    log  ,     '  ^^  ' 

und  daher 

A7'-|.c  +  V^(jKr'  +  c)2  — c'2  zizyeT^ 
indem  man^  zur  Abkürzung , 

C  +   yfc'^—c'^  —  y 

setzt.     Hieraus  findet  man 

x'J^c—  \^(ar'  +  c)2  — c'^  =  y'  e"  h 
indem  man  auch 

c  —  yfc^  —  c^  =  y 
setzt. 

Daher  hat  man 

als  Gleichung   der   krummen  .Linie,    die   die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzt.    Im  Punkte  C  hat  man 


a 


6  +  c  =  |ycP-f-iy'«""p' 

wo  a  der  gegebene  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Axe  Ax' 
ist,  so  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  x'  zzzb  und  y'  zzz  a  hat. 
Diese  Gleichung  und  die  Länge  l  der  krummen  Linie  dienen 
dazu,    die  zwei  Constanten  c  und  c    zu  bestimmen. 

Um  nun  die  Gleichung  (/)  auf  die  der  Kettenlinie  zurück 
zu   fähren,    bezeichne   man    durch   b   eine   unbestimmte  Con- 
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stantB   und   verwandele  die  Coordinaten   x'  und  y'  in  andere 
80  dafs  man 

Ä?'  -|.  c  =  —  y,     y'  =  «  —  jc 

hat;  80  dafs  diese  neuen  Coordinaten  x  und  jy  den  Coordi- 
naten x'  und  y  entgegengesetzt  gerichtet  und  auf  einen  ande- 
ren  Anfangspunkt  bezogen  sind»  Durch  diese  Aenderung  wird 
die  Gleichung  (J)  ' 

Man  bestimme  die  Gröfse  e^  indem  man 

Y  c7  =  y' e'^'7 
setzt,  und  bezeichne  durch  —  h  den  gemeinschaftlichen  Werth 
dieser  zwei  gleichen  Gröfsen,  so  dafs  man 

yCtf'  =  —  A,     y'  e      7^  =  —  h 

hat«  Da  yy'  =  c^  ist,  so  folgt  daraus  h  =  c  und  die  vor- 
hergehende Gleichung  der  knmimen  Linie  wird 


{ 


CX  X  ^\. 


was   mit  der  zweiten  Gleichung  (c),  die  wir  für  die  Ketten- 
linie gefunden  haben,  übereinstimmt. 

297.  ^ 
Wenn  die  verticale  Kraft,  die  auf  jedes  Element  des  in 
den  Punkten  A  und  C  aufgehängten  Fadens  (Fig.  74)  wirkt, 
statt  der  Lange  des  Elementes  ds  proportional  zu  seyn,  sei- 
ner horizontalen  Protection  dx  proportional  ist,  so  wird  die 
zweite  Gleichung  (6) 

d.T^  —pdx, 
ds 

wo  p  eine  gegebene  Constante  bedeutet,  die  das  Gewicht  eines 

Prisma    vorstellt,    dessen   Höhe    die    lineare    Einheit   ist.      In 

Folge  der  ersten    Gleichung  (6),    die   sich   nicht  ändert,   hat 

man  immer 

ds 

wenn  man  durch  h  eine  Linie  von   unbekannter  Länge  und 
durch  />A  ein  Gewicht  bezeichnet,^  welches  der  Spannung  p 
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ded  tiefsleii  Punktes  B  der  krummea  Linie  gleich  ist.     Hieraus 

folgt  also 

dy 
hd .  -7—  ^=^  dx , 
ax 

woraus  man 

h  -^  ;=z  X,    2  hjy  =  x^ 
ax 

findet,  -w^enn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x  und 
y  in  den  Punkt  B  verlegt.  In  diesem  Falle  ist  die  krumme 
Linie y  vvie  mau  sieht ^  eine  Parabel,  deren  Spitze  im  tiefsten 
Punkte  liegt,   und  man  hat 

T=z  p  Vä2^^2 

für  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte. 

Wendet  mau  die   Bezeichnungen    des   §.295  an,    so    hat 
man  in  den  Punkten  ^  und  C 

.       2hf=h^,     2  7i{f—b)  =  i'^y 
und  äsL  l  -j-  l'  =  a  ist,   so  findet  man  daraus 

27ib  =z  a{h  —  l'), 
Avodurch   man   die  Werlhe   von  i,  i',  jT  erfährt,   wenn   man 
?i  bestimmt    hat,    dessen    Werth    man    aus   der   Lange    /   des 
Fadens  findet.     Man  hat  nemlich 

was,   wenn   man   die  Integration  nach  den  gewöhnlichen  Re* 
geln  ausfuhrt, 

giebt. 

Nimmt  man,  der  grofsefen  Einfachheit  wegen,  an,  dafs 
die  zwei  Punkte  A  und  C  in  derselben  horizontalen  Linie 
liegen,   so  hat  man 

b  =2  o,    *  =  i'  =  J  a, 

alsdann  geht  die   vorhergehende  Gleichung  in 

h  l  =  A2  log  i±^!5±5  JL  l  yfWST^ 

über,   und  man  findet  daraus,   durdi  Versuche,   den  genäher- 
ten Werth  von  Ä,  wenn  die  Werthe  von  i  und  h  gegeben  sind. 
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Diese  unbekannte  Gröfee  h  bestimmt  sich  weit  leicliter 
wenn  die  Länge  /der  krummen  Linie  sehr  wenig  von  ihrer 
Projection  a  verschieden  ist,  v\rodurch  der  Werth  von  h  im 
Verhältnisse  zu  a  sehr  grofs  wird.  Alsdann  hat  man  in  sehr 
convergierenden  Reihen 

-Vermittelst   dieser  Werthe  wird  die   vorhergehende  Glei- 
chung ungefähr 

h^{l—2h)  =  |)t5, 
woraus  man 

findet.  4\r3(/_a) 

Man  hat  dieses  Beispiel  gewählt,  weil  es  eine  sehr  nvi(z. 
liehe  Anwendung  bei  der  Construction  der  Hängebrücken  hat, 
wo  es  wichtig  ist,  die  Spannung  der  aufgehängten  Kette  und 
die  Last  der  Stützpunkte  zu  finden. 

298. 
Man  nehme  nun  an^  es  würden  alle  Punkte  des  Fadens 
durch  beliebige  Kräfte  getrieben,  so  wird  er  im  Allgemeinen 
eine  Linie  von  doppelter  Krümmung  bilden.  Die  Anzalil  der 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  jeden  der  Elemente 
wird  drei  seyn,  und  wenn  man  noch  immer  annimmt,  dafs 
der  Fad«n  völlig  biegsam  ist,  so  erhält  man  diese  Gleichungen 
durch  die  Betrachtungen ,  die  wir  in  §.  293  ausfülurlich  erläu- 
tert haben.     Auf  diese  Weise  findet  man 

d  x 
d.  T  -7—  -I-  Xtds  z=  o 
ds 

d.T^+  Yeds  —  o}  (1) 

rf.  r-r^  +  Zeds  =  o 
äs 

wo  X,  y,  z   die  rechtwinkligen  Coordinaten    eines ^ beliebigen 

Punktes  M  der  krummen  Linie   sind,    ds  das  DiiFerentialele- 

ment  seiner  Länge  ist,  «  das  Produkt  aus  der  Dichtigkeit  des 
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Fadens  in  den  auf  seiner  Lange  senkrechten  Schnitt  ^  welche 
im  Punkte  M  statt  haben,  so  dafs  eds  das  Element  der  Masse 
des  Fadens  ist,  T  die  Spannung  in  diesem  Punkte,  oder  die 
unbekannte  Kraft,  welche  das  Element '« i2 «  nach  jeder  s^ner 
Verlängerungen  zieht,  X,  Y^  Z  die  auf  die  Einheit  der 
Masse  bezogenen  Kräfte,  welche  den  Axen  der  Xy  y^  z  pa- 
rallel sind  j  dem  Punkte  M  entsprechen  und  gegebene  Func- 
tionen der  drei  Coordinaten  sipd. 

In  Folge  der  Spannung  T  erleidet  das  Element  da  eine 
Ausdehnung  und  die  Gröfse  s  eine  Verminderung,  so  dafs 
die  Masse  tda  sich  jedoch  nicht  ändert.  Bezeichnet  man  daher 
durch  ds'  und  e  das,  was  diese  Grofsen  im  natürlichen  Zu- 
stande des  Fadens  waren,  so  hat  man 

eds  :=z  e'ds'y 
und    wenn   man   annimmt,    dafs    die   Ausdehnung   der  Kraft, 
die  sie   hervorbringt,    proportional   ist  (f.  288),    so   hat   man„ 
zu  gleicher  Zeit, 

ds  =  (i  +  wT)  ds\  (2) 

wo  w  einen  sel»r  kleinen  Coefficienten  bedeutet,  der  von  dem 
Stoffe  und  der  Dicke  des  Fadens  im  Punkte  M  abhängt.  Ist 
der  Faden  gleichartig  und  hat  er  in  seiner  ganzen  Länge  die- 
selbe Dicke,  so  sind  e'  und  m  beständige  Gröfsen.  Im  Allge- 
meinen aber  kann  man  diese  zwei  Gröfseu  wie  gegebene  Func- 
tionen des  Bogens  s  betrachten,  der  von  einem  bestimmten 
Punkte  des  Fadens  an  genommen  wird  und  bis  zum  Punkte 
M  geht. 

299. 
Wenn  der  aus  irgend  einem  Stoffe  bestehende  Faden  nur 
von  der  Schwere  getrieben  wird  und    vertical  an  einem  festen 
Punkte  aufgehängt  ist,  den  ich ^  nenne,  so  verschwinden  die 
zwei  letzten  Gleichungen  (l)  und  die  dritte  wird 

dT-j-  gedx  z=  o, 

wenn  man  die  Axe  der  x  vertical  und  im  Sinne  der  Schwere 
gerichtet  nimmt  und  diese  Kraft  durch  ff  bezeichnet;.  Ich 
setze  den  Anfangspunkt  der  x  in  den  Punkt  ^  und  nenne 
Q  den  Werth  von  T,  der  x  =:  o  entspricht,  d.h.  die  Last, 
die  dieser  Punkt  tragen  miifs.  Für  einen  beliebigen  Punkt 
M  hat  man 
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r=  Q-gPdx, 

WO  das  Integral  zu  gleicher  Zeit  mit  x  Null  wird. 

Man    bezeichne   durch  B  da9    untere   Ende  des  Fadens 
bringe    an    diesen   Punkt   ein   Gewicht   P   an    und   bezeichne 
durch  /  die  Länge  von  jiB*    Alsdann  ist  offenbar  P  die  Span« 
nung  im  Punkte\8;    man  hat  daher^  zu  gleicher  Zeit ^  xzzzl 
und    Tz:zPy    woraus  sich 

eäx , 

und  daher. 

!^  =  ^-^sf^edx  —  gfedx 

ergiebt.  Das  zweite  und  dritte  Glied  dieser  Formel  drückt 
aber  das  Gewicht  des  ganzen  Fadens  und  des  Theils  AM 
aus;  hieraus  folgt  also,  dafs  die  Spannung  im  Punkte  M  das 
Gewicht  des  Theils  BMy  vermehrt  um  das  Gewicht  P^  ist, 
was  aufserdem  einleuchtend  ist. 

Das  Gesetz  der  Verlängerung  des  Fadens  in  seiner  gan- 
zen Ausdehnung  hängt  von  seiner  Natur  und  seiner  Dielte 
ab.  Ich  nehme  z.  B.  an,  er  sey  gleichartig  und  habe  überall 
dieselbe  Dicke,  ^wodurch  der  Coefficient  w  constant  wird. 
Nennt  man  x'  die  Länge  des  Theils  jiM^  ehe  der  Faden 
gespannt  worden  ist,  welche  Länge  durch  die  Wirkung  der 
Spannung  in  x  übei^eht  und  setzt  daher  dx'  und  dx  an  die 
Stelle  von  ds'  und  dsjin  die  Gleichungen  (2),   so  hat  man 

dx  =  {i^füT)  dx. 

Sey  auch  V  die  ganze  Länge  des  Fadens  von  seiner  Aus-> 
dehnuug   und  p  sein  ganzes  Gewicht,   so  ist   das  Gewicht  des 

Theils  BM  gleich  — ^ — p ^    und  die  Spannung  im  Funkte 

Af   ist 

Substituiert  man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Glei- 
chung^ integriert  und  bemerkt^  dafs  x'  ^=z  o  und  ^  =  o  ini 
Punkte  A  ist,  «o  hat  man 

X  A?      =    WiTA?      -| — w 

als  Werth  der  Verlängerung  des  Theils  AM.      Hieraus  findet 
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man  die  gänsliche  Verlängerung,  iuilem  man  x'  =  l'  und 
x  =  l  setzt,  yroraus  sich 

ergiebt,  so  dafsnian,  um  das  Gewicht  des  Fadens  >  bei  der 
Berechnung  dieser  Verlängerung  zu  berücksichtigen^  die  Hälfte 
dieses  Gewichtes  zu  demjenigen  hinzufügen  mufs;  welches 
an  sein  unteres  Ende  befestigt  ist. 

300. 
Im   allgemeinen   Falle    addiert    man   die  Gleichungen    (i) 

dx     dy     dz 
nachdem   man    sie   mit    -7—,  -r-,  -7"  multipliciert  hat,  bier- 

ds     ds      ds 

aus  folgt 

rf  r  +  e  {Xdx  +    Ydy  +  Zdz)  =  o, 
da 

dx^  dy^  dz^  _ 

dx   -  dx     ,     dy    .  dy     ,     dz    ,  dz 

—  £/, —   -L.    ..iUd.-^  +   — d* —  o 

ds       da  ds        ds  ds        ds 

ist.  Nimmt  man  an,  dafs  der  Faden  gleichaHig  und  seine 
Dicke  constant  ist,  und  vernachlässigt  man  die  kleine  Ausdeh- 
nung seiner  Elemente,  so  ist  die  Grofse  €  constant;  aufser- 
dem  ist  die  Formel  Xdx  -{-  Ydy  -{-  Zdzy  im  Allgemeinen, 
das  genaue  DiiTerential  einer  Function  dreier  Veränderlichen 
X  y  y^  z  y  die  als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden. 
Setzt  man  dalier 

Xdx  -{-   Ydy  -f-  Zdz  =  —  d.tp  (at,  y^  js), 

so  hat  man 

dT  z=  ed.(f{x,  y,  z), 
und  daher 

T  =  €(jp  {x,  y,  z)^ 

indem  man  die  willkührliche  Constante  in  der  Function  9} 
begreift.  Diese  Constante  verschwindet  in  dem  Unterschiede 
der  Werthe  von  T,  die  sich  auf  zwei  Funkte  des  Fadens 
beziehen,  und  es  folgt  hieraus,  dafs  inan,  ohne  die  Gestalt 
des  Gleichgewichtes  bestimmt  zu  haben,  den  Zuwa'chs  der 
Spannung  von  einem  Punkte  zum  anderen  kennen  wird,  so 
dafs  man,  sobald  die  Spannung  in  einem  Funkte  bekannt  ist, 
hieraus  die  Spannung  für  alle  übrigen  Funkte  des  Fadens 
berechnen  kann. 


^ 
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Was  die  durch  den  Fäden  gebildete  knimme  Linie  be- 
trifft,  80  bestimmt  sie  sich  durch  zwei  der  drei  Gleichungen 
(1),  oder  durch  zwei  beliebige  Verbindungen  dieser  drei  Glei- 
chungen^ in  welche  man  den  vorhergehenden  Werth  yon  7* 
substituiert 9  so  dafs  man^  im  Allgemeinen ,  ein  System  von 
zwei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  integrieren 
mufs,  um  diese  krumme  Linie  zu  kennen.  Ihr  Krümmungs-' 
halbmesser  in  einem  beliebigen  Punkte  M  wird  durch  folgende 
Differentialformel  ausgedrückt,  die  nur  von  der  ersten  Ord- 
nung ist  und  nur  die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte 
als  bekannt  voraussetzte 

Die  Gleichungen  (1)  können  durch  folgende  ersetzt  werden : 

as  da        da  da  \       ^ 

^-Id.T^-f-^^d.T^  =  ,{Zdx^Xdz) 
da  da        da  da 

^JLd,T^-^d.T^  =  ,{Ydz-.Zdy), 
da  da        da  da 

welche  dasselbe  wie 

dxd^y  —  dyd^x  =  (Xdy  —  Ydx)  1^ 

dzd^x  —  dxd^z  =  (Zdx  —  Xdz)  t^   (      (4) 

dyd^z  —  dzd^y  =  (Ydz  ^  z'dy)  —^ 

sindi  indem  man  die  Differentiation  ausfuhrt  und  den  Bogen 
a  für  die  unabhängige  Veränderliche  nimmt.  Nennt  man  aber 
Q  den  Krümmungshalbmesser  im  Funkte  My  so  hat  man  ((•  18) 

ds^ 

^"^l(^dxd!'y^djd^xy'^(dzd^x-^dxd^zy^{djd^z^dzd!'xf]i 

Vermöge  der  vorhergehenden  Gleichungen  und  des  Wer- 
thes  von  T  hat  man  daher 

_  _; y  (^,yy  g)  da .     ^ 

^  "^  [{Xdy^ Ydxy+(Zdx-Xdzf+(  Ydz-Zdyf\^    ^  [ 
Im  Falle  der  Kettenlinie  hat  man 

X  =  o,     Yz=z  —  g,     Z=o,     ip  =  gjr, 
indem  man  die  Axen  und   den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

30 
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60  nlmnit,  wlo  die  Gleichungen  (c)  des  }.  294  sie  voraussetzen« 
Man  hat  daher  '    . 

was  sicby  vermöge  dieser  Gleichungen^  leicht  nachweisen  lafst. 

301. 

Wir  wollen  nun  diese  Formeln  auf  den  Fall  anwen- 
den, wenn  ein  Faden  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers 
ausgespannt  ist,  und  zur  gröfseren  Einfachheit  annehmen,  dals 
er  Tou  keiner  gegebenen  Kraft  getrieben  werde,  so  dafs  die 
einzige  Kraft,  welche  auf  seine  verscliiedenen  Punkte  wirkt, 
der  unbekannte  Widerstand  des  Körpers  ist,  auf  .welchen 
er  sich  stützt. 

An  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Fadens  sey  ISlds  die 
Gröfse  dieser  Kraft,  die  an  das  Element  eda  des  Fadens  an- 
gebracht ist  und  deren  drei  Seitenkräfte  Xedsy  Yeds^  Zeds 
sind ;  ihre  Richtung  steht  auf  der  Oberfläche  des  festen  Kör- 
pers senkrecht  und  geht  von  aufsen  nach  innen«  Der  Druck, 
welcher  in  dem  ds  entsprechenden  Theile  des  festen  Kör- 
pers statt  hat,  ist  der  Kraft  Nds  gleich  und  entgegenge- 
setzt, so  dafs  N  das  Maais  des  auf  die  Einheit  der  Länge 
bezogenen  Druckes  ist« 

Nennt  man  A,  /*,  ^  die  Winkel,  welche  der  äufsere 
Theil  der  Normalen^  in  M  mit  den  Linien ,  die  den  durch 
diesen  Punkt  gezogenen  Axender  x^y^  z  parallel  sind,  ein- 
schliefst, so  hat  man 

eX  =  A'cosA,    eY  i=z  N  cos  f^ y    eZzziNcosr. 
Ferner  hat   man   auch,   wenn  L  =:  o   die  Gleichung  der 
Oberfläche  des  festen  Körpers  ist,  und  man,  der  Kürze  halber, 

_  ML^        dL^        rfZK  — j 

~  \dx^  "^,  dy^  '^  dz^J 
setzt,  nach  f.  21, 

,  y-  dL  _-  dL  ^^  dL 

C08  A   =    r  — ,      C08^   =    ^  rf7'      C08*  =    r  ,1^   , 

wenn  man  für  V  das  passende  Zeichen  nimmt« 
Dies  vorausgesetzt,  hat  man 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =:   HrdL  =  o, 
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wodurch  der^  durch  die  Gleicliung  (3)  gegebene,  Werth  von 
rf  jT  Null  wird.  Die  Spannung  ist  daher  in  der  ganzen  Länge 
des  Fadens  dieselbe,  wie  auch  die  Gestalt  des  festen  Körpers 
beschaiTen  seyn  mag.  Ich  nehme  an,  der  Weiih  derselben  sej 
gegeben  und  bezeichne  ihn  durch  i.  Ist  der  Faden  an  einem 
seiner  Enden  an  einen  Funkt  des  Körpers  befestigt  und  ist 
ein  Gewicht,  welches,  im' Verhältnifs  zu  dem  des  Fadens,  das 
man  yernachlässigt,  beträchtlich  ist,  am  änderen  Ende  yertical 
aufgehängt,  so  ist  dieses  Gewicht  die  Spannung  k  und  der 
Druck,  welchen  der  feste  Punkt  -erleidet.  Ist  der  Faden  an 
seinen  beiden  Enden  frei,  und  hängen  beträchtliche  Gewichte 
an  denselben,  so  drücken  diese  die  äufsersten  Spannungen 
aus;  daher  müssen  sie  gleich  seyn,  und  jedes  derselben  ist 
die  Spannung  k.  Sind,  endlich  beide  Enden  des  Fadens  fest, 
so  kann  man  die  Spannung  k  aus  der  Ausdehnung  finden, 
die  in  der  ganzen  Länge  constant  seyn  wird« 

302. 

Ich   bezeichne  durch  A',  /*',  v'  die  Winkel,   welche   die 

auf  der  Krümmungsebene  im  Punkte  M  senkrechte  Linie  mit 

Linien  einschliefst,    die    den  Axen   der  x^jr^z  parallel  sind« 

Ist  der   Kxünmiungshalbmesser  in   diesem  Punkte  ^,   so   hat 

man  ({.19)     - 

dxd^y  —  dyd^x  ,         ,  . 

dzd^x  —  dxd^z  , 
57, =  eco«/», 

dyd^z  —  dzd^y  ., 

— ^ -— ^  =  p  cosA  « 

Addiert  man  daher  die  Gleichungen  (4),  nachdem  man 
sie  mit  cos  Vy  cos  ^,  cos  X  multipliciert  hat,  und  berücksichi 
tigt  man  die  Werthe  von  X,  Y/  Zy  welche  in  dem  Falle, 
den  wir  betrachten,  statt  haben,  so  folgt  daraus 

cosy  cos  ^'  -|-  cos/*  cos  f4,'  -j-  cos  A  cos  A'  =  o, 
daher  sind  die  Linien,  welche  auf  der  Oberfläche  des  festen 
Körpers  und  der  Krümmungsebene  der  Linie,  die  durch  den 
Faden  gebildet  wird,  senkrecht  stehen,  in  jedem  Punkte  Mj 
auf  einander  senkrecht,  was  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Linie  ist ,    deren   Länge    auf  einer  gegebenen   Oberfläche 

30* 
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ein  Minimum  oder  ein  Maximum  Ist  (f.  161).  Hieraus  folgt, 
dafs  ein  auf  einen  festen  Körper  ausgespannter  Faden,  im 
Allgemeinen,  den  kürzesten  Abstand  zwischen  zwei  Punk(eii 
der  Oberfläche  angiebt.  Genau  genommen  kann  dieser  Ab- 
sland auch  ein  Maximum  $eyn;  so  z.  B.  sind  zwei  gegebene 
Fimkte  auf  einer  Kugel  die  gemeinschaftlichen  Endpunkte 
zweier  Bogen  eines  grofsen  Kreises,  von  welchen  der  eine 
den  kürzesten  Abstand,  der  andere  die  längste  ebene  krumme 
Linie  angiebt.  Es  ist  aber  einleuchtend,  dafs  das  Gleichge- 
wicht eines  gespannten  Fadens,  auf  diesen  zwei  Bogen,  streng 
möglich  ist,  weil,  wenn  man  ihn  auf  einen  derselben  legt, 
kein  Grund  vorhanden  ist.,  weswegen  er  sich  mehr  nach  der 
einen  als  nach  der  anderen  Seite  bewegen  sollte.  Auf  dem 
kleinen  Bogen  ist  aber  das  Gleichgewicht  dauernd ,  während 
es  auf  dem  grofsen  nur  augenblicklich  ist,  so  dafs  es  physisch 
nicht  bestehen  kann,  wenn  nicht  der  Faden  eine  Reibung 
an  der  Oberfläche  der  festen  Körpers  erleidet. 

Substituiert  man  die  Werthe  von  eX,  eY",  eJZ  des  vor- 
hergehenden ^.,  in  die  Formel  (5),  so  hat  man 

,     /dz  dy  \2n         l 

da.  €7>  (a?,  y,  jb)  =  k  ist.     Zu  gleicher  Zeit  hat  man 

ds^    '^  ds^   '^  d^  ~  ^ 

COS^A  -f-   COS^ /LI   -|-  cos^^  =1? 
und  da  die  Normale  der  Oberfläche  des  Körpers  und  die  Tan- 
gente der  krummen  Linie,  die  der  Faden  bildet,  aUf  einander 
senkrecht  stehen ,  so  hat  man  auch 

dx         .    ,   dy  ,   dz 

-7—  cos  /.  +  -7-  cos  II  +  -7-  cos  V  z=  o. 

ds  ds  ds 

Vermittelst  der   drei  letzten  Gleichungen,   reduciert   man 

aber   den  Coefllcienten  von   N  in   der  vorhergehenden ,  ^ohne 

Schwierigkeit,  auf  die  Einheit.     Man  hat  daher  einfach 

iV=  i, 


woraus  hervorgeht,  dafs  der  auf  die  Einheit  der  Länge  bezo- 
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gene  Druck,  den  ein  gespannter  Faden  auf  die  Oberfläche 
eines  festen  Körpers  ausübt^  in  jedem  Punkte  M  der  Span- 
nung,  dividiert  durch  den  Kriünniungslialbmesser  des  Fadens, 
d.  li.  den"  Halbmesser  des  Sclinittes^  welcher  auf  der  Ober- 
fläche senkrecht  steht  ,  und  die  durch  den  Faden  gebildete 
Linie   berührt,    gleich  ist, 

303. 
Diese  Resultate  werden  durch  die  Reibung  des  Fadens 
gegen  die  Oberfläche  des  Körpers,  auf  welcher  er  sich  stützt, 
modificiert.  Um  zu  zeigen,  wie  man  auf  diese  Kraft,  beim 
Gleichgewichte  eines  biegsamen  Fadens,  Rücksicht  nehmen 
mufs,  will  ich  das  Gleichgewicht  eines  Seils  jiBMCD  (Fig.  76) 
betrachten,  dessen  Theil  BMC  in  der  Rinne  einer  festen 
Roll^  liegt  und  welches,  nach  den  Verlängerungen  Bjl  und 
'Cü  dieses  Theils,  durch  gegebene  Kräfte,  gezogen  wird.  Es 
,wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Rolle  und  die  Linie  AB  vertical 
sind;  die  Kraft,  welche  nach  ^i3  wirkt,  ist  ein  Gewicht  k^ 
und  ich  bezeichne  durch  F  diejenige,  die  nach  CD  wirkt. 
Die  Spannungen,  die  in  den  Punkten  B  und  C,  nach  den 
Tangenten  BA  und  CD  statt  haben,  sind  bezüglich  gleicli 
h'  und  F.  Ich  nehme  auch ,  um  die  Frage  zu  vereinfachen, 
an,  dafs  die  Rolle  kreisrund  sey,  nenne  ihren  Halbmesser 
c  und  nehme  ihren  Mittelpunkt  O  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten.  Die  Axe  der  z  steht  auf  der  Rolle  senkrecht,  die 
Axe  der  y  ist'  vertical  und  von  unten  nach  oben  gerichtet, 
die  Axe  der  x  ist  horizontal  und  geht  durch  den  Punkt  B. 
Endlich  setze  ich  den  Anfang  des  Bogeus  s,  welcher  bis  zu 
irgend  einem  Punkte  M  des  Seils  reicht,  in  C,  so  dafs  mau 
CM  =  8  hat. 

Ware  nun  die  Reibung  Null,  so  müfste  man,  im  Fril« 
des  Gleichgewichtes,  hz::z  F  haben.  Wegen  der  Reibung  kann 
aber  das  Gleichgewicht  bestehen,  so  lange  der  Unterschied 
dieser  zwei  Kräfte  h  und  F  nicht  über  eine  gewisse  Gränze 
hinaus  geht.  Man  denke  sich  daher,  dafs  das  Gleichgewicht 
in  einem  gewissen  Momente  aufgehoben^  w^erden  sollte,  so 
dafs  eine  Bewegung  im  Sinne  des  Gewichtes  h  erfolgt,  was 
voraussetzt,  dafs  man  k^  F  hat.  In  diesem  Augenblicke  ist 
die  Reibung  des  Seils  gegen  die  Rolle,  in  diesem  Punkte,  nach 
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dem  Theile  MH  der  TaDjgente  gerichtet.  Ich  bezeichne  ihre 
Intensität  durch  ^,  und,  -wie  vorher,  durch  :2V  den  normalen 
Widerstand,  welcher  in  demselben  Funkte  JU,  nach  der  Ver- 
längerung MO*  Yon  JHO,  statt  hat,  so  dafs  ixds  und  iVc?«  die 
berührende  und  normale  Kraft  sind,  die  auf  das  Element 
eds  des  Seils,  das  bis  zum  Punkte  M  reicht,  -wirken,  und 
fjk  und  If  dieselben  Kräfte,  auf  die  Einheit  der  Länge  be- 
zogen ,  darstellen.  Zieht  man  durch  diesen  Pu^kt  M  die  mit 
den  Axen  Ox  und  Oy  parallelen  Linien  Mx'  und  My\  go 
hat  man 

zo%x  MH—  —'^,  ^osy  MH  =  ^ 

c  c 

cos  x' MO'  z=z       -,  cosy'JtfO'  =  ^, 
woraus  man 

eJL  = — •  — =^,     6  r  =  -j 

c  c  .  '   c  c 

für  die  Werthe  von  eJC  und  ^Y  findet,  die  man  in  die  Glei- 
chungen (1)  substituieren  mufs.  Die  Kraft  tZ  ist  offenbar 
Null,  die  dritte  Gleichung  (1)  verschwindet  und  die  zwei 
ersten  werden 

ds  c  c 

da  c  c 

Da  der  Punkt  jlf  in  dem  Umringe  der  Rolle  liegt,  so 
hat  man 

x^  '^  y^  z=.  c^,     xdx  -{^  ydy  =  o, 

wodurch   die    zwei   vorhergehenden    Gleichungen   in   folgende 
übergehen : 

xd .  — y^  ^  yd.T  -^  +  Ncds  ==  o 
da      *   *^  da     * 

dx       Tdx        dy       Tdy        u  '    ^^^ 

Aber  \  {ydx  —  xdy^  ist  das  Differential  des  Ausschnittes, 
der  durch  den.  Halbmesser  OJtf,  von  einer  festen  Linie  aus, 
die  z.  B.  OC  seyn  soll,  beschrieben  wird.  Da  dies  ein  Kreis- 
ausschnitt ist,  der  dem  Bogen  s  entspricht,  so  ist  sein  Werlli 
i  CS,  daher  "hat  man 
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■ 

ydx  —  xdy  =  cds, 
Aufserdem  hat  man  auch 

dx    .        dy  ,   dx    ,        .  dy 

ds^     '    da^  ds       da     *    da       ds 

wodurch  die  Gleichungen  (6)  in 

T  z=  ciV,     dT=z  juds 

übergehen,  woraus  man 

cdN  =  fida 
findet. 

Der  Druck,  der  im  Punkte  M  auf  die  Rinne  der  Rolle 
ausgeübt  wird,  ist  der  Kraft  N  gleich  und  entgegengesetzt; 
nimmt  man  daher  an,  dafs  die  Reibung  dem  Drucke  pro- 
portional ist  ($.  269),  80  hat  nian 

it.  =/iv, 

,wo  f  einen  beständigen  Coefficienten  bedeutet ,  der  von  der 
Nalur  der  beiden  Oberflächen,  die  in  {Berührung  sind,  ab- 
hängt.   Daher  hat  man 

cdN  =  fNda, 

und,  wenn  man  integriert, 

iL 

wo  A  die  wQlkührliche  Constante  und  e  die  Basis  der  na- 
türlichen  Logarithmen  bedeutet.     Zu  gleicher  Zeit  hat  man 

iL  iL 

T  =  Ace  <?  ,    /t*  =  Afe  c  . 

Im   Punkte   C  hat   man    a  z=z  o  und    T  =:  F^  daher  ist 

JF 

^  =  — ,    und,  wenn   man  /   die  Länge   des  Bogens  QMB 
c 

nennt,   so  hat  man  a  :=:  l  und  T  =  it  am  anderen  Ende  B. 
Wir  haben  also  zuletzt 

iV=-i?7",     T:=zFei^,    uz^-f—eT 
c  c 

in  einem  beliebigen  Punkte  Jtf,  und  aufserdem 

K  =  FeT 

als  Gleichung  des  Gleichgewichtes. 
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Bezeichnet  man  durcli  JP'  die  ganze  Reibung,  die  in  der 
ganzen  Länge  von  CMB  statt  hat^  so  findet  man 

F'  nz    r  fjtds  =  F  CeT-^  l), 

und  man  kanii  die  Gleichung  des  Gleicligevichtes  auf  fol- 
gende Weise  schreiben: 

h  =  F  -y  F'.  \ 

Setzt  man 
80  hat  man 

woraus  sich  ergiebt^  dafs  die  ganze  Reibung  F'  der  kleinsten 
der  zwei  Kräfte  k  und  Fy  multipliciert  durch  einen  Coeffi- 
cienten  J\  dj&r  sich  nicht  blos  mit  der  Gröfse  f,  sondern  auch 
mit  der  Länge  /  der  Berührung  und  dem  Halbmesser  e^  der 
Rolle  ändert,  gleich  ist.  Der  Unterschied,  der  zwischen  den 
Kräften  k  und  Fy  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Gleichgewicht 
aufhört^  statt  findet,  giebt  den  Werth  von  F*  an,  und  ihr 
Yerhältnifs,  wenn  es  um  die  Einheit  vermindert  wird,  ist 
der  Werth  des  Coefficienten  /',  aus  welchem  man  den  Werth 
von  y  alsdann  ableiten  kann.  Ist  JP,  ebenso  wie  k,  ein  Ge- 
wicht, so  mufs  man,  der  gröfseren  Genauigkeit  halber,  unter 
diesen  Gewichten  k  und  jP,  die  d^r  verticaleu  Tbeile  JB^ 
und  CD  des  Seils  begreifen» 

304. 
Vermöge  der  drei  Gleichungen  (1)  ist  es  leicht  zu  zeigen, 
dafs    die   sechs   allgemeinen    Gleichungen    des   Gleichgewichtes 
(§.  261)   in    dem   Falle,    wenn  ein    Faden   Töllig  biegsam  ist, 
statt  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  nenne  ich  K  und  K'  die  beiden  Enden 
des  Fadens  und  /  seine  Länge,  und  setze  den  Anfangspunkt 
des  Bogens  s  in  K.  Integriert  man  die  ersten /Glieder  der 
Gleichungen  (l)  vom  Punkte  K  bis  zum  Punkte  K\  so  hat  man 

(^■r:)-c^'f:]+/>'"=° 
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wo  die  in  eckigen  Klammern  eingeschlossenen  Ausdrücke  dem 
Punkte  Kf  und  die  in  runden  Klammern  enthaltenen  dem 
Punkte  K'  entsprechen.  Ich  nehme  an,  dafs,  unahhängig  von 
den  Kräften  X,  Y,  Z^  die  in  der  ganzen  Länge  des  Fadens 
wirken,  noch  besondere  Kräfte,  die  der  Gröfse  und  Richtung 
nach  gegeben  sind,  an  die  beiden  Enden  angebracht  sind. 
Ich  nenne  h  diejenige,  die  auf  den  Punkt  K  wirkt,  und 
ccy  ß,  y  die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  Linien,  die, 
den  Axen  der  x,  ^y  z  parallel,  durch  diesen  Punkt  gezogen 
sind,  einschliefst,  und  bezeichne  durch  k\  a\  ß*  y'  die  ana- 
logen Gröfsen  in  Beziehung  auf  den  Punkt  K\  Diese  Kräfte 
k  und  W  sind,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die  äufsersten 
Spannungen^  und  vermöge  der  Theile  der  Berührungslinien 
in  h  und  h\  mit  welchen  ihre  Richtungen  zusammen  fallen 
müssen,  hat  man 

die  vorhergehenden  Gleichungen  werden  daher 

h  cos  «  «4"  ^''  cos  a    '\^  J      Xeds  =  o 

*co8^?  +  i&'cos/J'-)-   r   Yeds  =  o 

h  co^y  4*  ^'cosy'  -{-   /      Zsds  =  o 

U     0 

und  sie  drückecT,  wie  man  -sieht,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes aus,  die  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (1)  des 
^'.261  enthalten  sind. 

Bemerkt  man,   dafs  man  identisch 

äs        ^  ds  \    ds         ^  ds  J 

zd.T^-xd.T^  =  d.T(/:^-.p) 
äs  äs  \    ds  ds  / 

yd.T^-^-zd.T^-f=.d.T(y^-^-.^) 
^  -       '  ds  da  .      \  da  da  / 


(7) 


(8) 
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hat,    so  findet  man   aus   den  Gleichungen  (1)  des  ^. 298» 

Integriert  man  diese  Gröfsen  von  K  bis  zum  Punkte  K' 
und  bezeichnet  man  durch  a^  b^c  die  Werthe  von  x^y,  z, 
die  sich  auf  K  beziehen,  und  durch  «',  6',  c'  diejenigen,  die 
sich  auf  K*  beziehen,  sq  hat  man,  indem  man  auf  die  Glei- 
chungen (7)  Rücksicht  nimmt, 

k{a  co«^—  h  costt)  +  k\aewß^ —  i'cos  a')  +  /     (xY — yX)tds  =  o 

J    o 

h(c  cona-^a  cos  /)  +  A:'(c'cos  a  —  a'cos  y ')  +  /     (^-^  —  ^^  tds=o^  (ßl) 

i(5cosy— cco»i?)  +  k'(b'co8/—ccosß')  +  j     (jrZ^zY)(ds=^d) 

\s'as  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  in  Beziehung  auf 
die  Momente  der  gegebenen  Kräfte,  ausdrückt,  die  in  den 
drei  letzten  Gleichungen  (l),de8  $.261  enthalten  sind. 

305. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dienen  im  Allgemeinen  dazu, 
die  Coordinaten .«,  6,  c,  a',  6',  c'  der  zwei  äufsersten  Punkte 
K  und  K'  zu  bestimmen;  , es  giebt  jedoch  Falle,  in  welchen 
ein  Theil  dieser  Grölsen  unbestimmt  bleiben  mufs.  Sind  z.  B. 
di^  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  den  Faden  wirken,  die 
Schwere  und  andere  Kräfte,  die  von  den  Coordinaten  ihrer 
AngriiTspunkte  unabhängig  sind,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs  * 
die  absolute  Lage^  des  Fadens  im  Baume  nicht  bestimmt  seyn 
kann.  Man  kann  alsdann  die  drei  Coordinaten  eines  der 
Punkte  K  und  jSl'  willkührlich  nehmen;  die  Gleichungen  (9) 
bestimmen  die  drei  Coordinaten  des  anderen  Punktes,  und 
damit  das  Gleichgewicht  möglich  sey,  müssen  die  gegebenen 
Kräfte  den  Gleichungen  (8)  Genüge  leisten. 

Ist  einer  der  Punkte  Ä'  und  K'  fest,  z.  B.  der  ersle, 
so   haben  die  Gleichungen  (8)  uud  (9)  noch  immer  stalt,   so- 
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bald  man  die  Kraft  k  vrle  eme^  der  Gröfse  und  Riditung 
nach,  unbekannte  ansieht,  die  den  Druck,  \velchen  der  Punkt 
K  erleidet,  darstellt.  In  diesem  Falle  sind  die  Werthe  von 
a^  by  c  gegeben;  die  Gleichungen  (9)  bestimmen  die  von 
a',  b',  c'  und  die  Gleichungen  (8)  geben  die  drei  Seitenkräfte 
der  Kraft  l  an.  Wenn  die  beiden  Funkte  K  und  K'  fest 
sind  und  ihre  Lage  gegeben  ist,  so  kennt  man  ihre  Coordi- 
naten,  und  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dieoen  dazu,  die 
Drucke  i  und  i',  welche  die  Punkte  K  und  K'  erleiden^ 
der  Gröfse  und  Richtung  nach,  zu  bestimmen. 

'  In  allen  Fällen ,  sey  es  nun ,  dafs  die  Coordinaten  von 
K  und  K'  gegeben  sind,  oder  dafs  man  sie  aus  den  Glei- 
chungen (8)  und  (9)  abgeleitet  hat,  unterwirft  man  die  krumme 
Linie,  welche  der  Faden  bildet,  der  Bedingung,  dafs  sie 
durch  diese  zwei  Punkte  gehen  mufs;  hierdurch  bestimmt 
man  die  vier  willkührlichen  Constanten,  welche  die  vollstän- 
digen Integrale  dieser  zwei  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  enthalten.  Was  die  willkührliche  Constante  betrifft, 
welche  die  Function  ^  in  (.  300  enthält,  so  kann  man  ihren 
Werth  aus  der  gegebenen  Länge,  des  Fadens,  d.h.  aus  <der 
Gleichung 

/^^f  i?ll   +  £fl  dx  =  l 


/; 


ableiten,   in  welcher  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  be- 
trachtet.    Auf  diese  Weise  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelüfst. 


in.     Gleichgewicht  eines  elastischen  Stabes. 

306. 
Wir  verstehen  hierunter  einen  geraden  oder  krummen 
Stab,  dessen  Krümmung  man  nicht  ändern  kann,  ohne  eine 
oder  mehrere  Kräfte  an  denselben  anzubringen  und  welcher 
seine  ursprüngliche  Gestalt  wieder  annimmt,  sobald  diese  auf- 
hören zu  wirken ,  während ,  im  Gegentheile ,  ein  vollkommen 
biegsamer  Faden,  ohne  Hülfe  irgend  einer  Krkft,  die  Krüm- 
mung, die  man  ihn  annehmen  läfsl,  behält  und~  nur  im  Sinne 
der  Länge  elastisch  ist.  Damit  ein  Stab,  in  Beziehung  auf 
die  Biegung,  elastisch  sey,  mufs  er  aus  einem  Stoffe  bestehen, 
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der  ^Icli  nur  wenig  ausdelinen  oder  zusammenziehen  IMfst. 
Dies  ist  jedoch  nicht  hinreichend;  es  müssen  auch  die  Di- 
mensionen seiner  Dicke,  wenn  sie  auch  im  Verhältnisse  zu 
seiner  Länge  sehr  klein  sind,  eine  passende  Grofse  haben. 
Denn  wie  auch  der  StoiF^  aus  welchem  der  Stab  besteht,  be- 
schaffen sej:,  so  kann  man  immer  seine  Dicke  so  vermindern, 
dafs  er  gar  kein  merldiches  Bestreben  mehr  hat,  die  Gestalt, 
von  welcher  man  ihn  entfernt  hat,  wieder  anzunehmen,  vro- 
ilnrch  er  also  auf  den  Zustand  eines  völlig  biegsamen  Fadens 
zurück  geführt  wird. 

Wird   ein  elastischer  Stab  von  seiner  natürlichen  Gestalt 
durch  gegebene  Kräfte  entfernt,    so  kann  jeder  der  longitudi- 
nalen    Streifen,    aus    welchen    er   besteht y    drei   verschiedene 
Wirkungen  erleiden.     Jeder  Theil,  sey  seine  Länge  auch  noch 
so  klein ,  kann  zusammen   gezogen    oder  ausgedehnt  werden, 
seine    natürliche  Krümmung   kann   vermindert   oder  vermehrt 
werden  und  dieser  Theil  kann  um  sich  seihst  gewunden  wer- 
den.    Das  Bestreben    eines   jeden  Theils,   seine    ursprüngliche 
Gestalt   wieder   anzunehmen^    hängt  von   den   wechselseitigen 
Anziehungen   oder  Abstofsungen   ab,   die   zwischen  den  Mole- 
cnlen  aller  Körper    statt    haben  und  sich  nur  auf  unmefshare 
Abstände  ausdelinen.     Die  Berechnung  aller  Kräfte,   die  sich 
lüeraus  ergeben  und  den  gegebenen  Kräften  das  Gleichgewicht 
halten,    gehört    in    die    mathematische .  Physik;    ich   verweise 

.  wegen  dieses  Gegenstandes    auf  meine  Abhandlung   über  das 
Gleichgewicht  und  die  Bewegung  elastischerKörper*). 
In    diesem  Lehrbuche   werde  ich  die  Gleichungen  des  Gleich», 
gewichtes    eines    elastischen    Stabes    bilden ,    indem    ich    von 
allgemein  angenommenen  Grundsätzen  ausgehe. 

Man  nennt  insbesondere  eine  elastische  Platte,  ein 
rechtwinkliges  Parallelopipedum  von  geringer  Dicke,  das  man 
im  Sinne  seiner  Länge  biegt,  so  dafs  es  zwischen  zwei  cylin- 
drischen  Oberflächen  enthalten  ist,  deren  Kanten  seiner  Breite 

.  gleich  sind.  Diese  Dimension  kann  eine  beliebige  Gröfse 
haben ;  theilt  man  sie  durch  sehr  nahe  Ebenen ;  die  auf 
üirer  Richtung  senkrecht  stehen,  so  wird  die  Platte  in  efastische 
rechtwinklige  Stäbe  getheilt.     Jakob  Bernouilli   hat  zuerst  die 


*)   Memoires  de  V  a<:ad^inie  dea  sdeiices ,    T.  Vlil. 
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Gestalt  der  elasthclien  Platte >  die  Im  Gleichgewichte  ist,  yer- 
möge  der  Betrachtungen ^  die  wir  entwickeln  werden,  be- 
stimmt ^  und  welche  alsdann  zur  vollständigen  Auflösung  der 
Aufgabe  9  fü»  den  Fall  eines  beliebigen  elastischen  Stabes, 
dienen  werden. 

307. 

Man  betrachte  eine  elastische  Platte  ^  welche  an  einem 
Ihrer  Enden  eingeklemmt,  d.  h.  so  befestigt  ist^  dafs  eines 
der  beiden  kleinen  Rechtecke^  die  sie,  senkrecht  auf  ihre 
Länge,  begräuzen,  keine  Bewegung  annehmen  kann.  -Man 
nehme  auch  an,  sie  werde  im  Sinne  ihrer  Länge  durch  eine 
Kraft  gebogen,  die  an  das  andere  Ende  angebracht  wird,  und 
die  einzige  ist,  welche  auf  die  Platte  wirkt.  Damit  die  Platte 
eine  cylindrische  Gestalt  annimmt,  wie  eben  gesagt  wurde, 
mufs  sie,  an  ihrem  freien  Ende>  durch  ein  un biegsames 
Rechteck  begränzt  werden,  in  dessen  Mitte  man  die  gegebene 
Kraft,  in  einer  Ebene^  welche  auf  der  Breite  der  Platte  senk- 
recht steht,  anbringt.  Alle  longitudinalen  Schnitte,  oder  die- 
jenigen, welche  auf  der  Breite  senkrecht  stehen,  sind  gleich; 
derjenige,  welcher  die  Richtung  der  gegebenen  Kraft  enthält, 
wird  durch  die  Figur  77  dargestellt^  und  die  krummen  Linien 
jiMB  und  A'M*B'  sind  die  Schnitte  der  zwei  cylindrlschen 
Oberflächen  der  Platte^  welche  ihre  beiden  ebenen  Flächen 
in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  bildeten. 

Man  nimmt  an,  dafs  alle  Punkte,  welche,  in  diesem  Zu«» 
Stande,  einer  Linie  angehörten^  die  auf  diesen  beiden  Flächen 
der  Platte  senkrecht  stand,  noch,  nachdem  die  Platte  gebogen 
wurde,  auf  einer  und  derselben  Linie,  die  auf  1>eiden  cylin- 
drlschen Oberflächen  senkrecht  steht,  liegen,  was  man  auch 
wirklich  in  der  Erfahrung  beobachtet.  Hieraus  folgt,  dafs, 
wenn  MW  auf  der  krummen  Linie  AMB  senkrecht  steht, 
diese  Linie  auch  auf  A'M'B'  senkrecht  stehen  und  alle  Punkte 
der  Platte  enthalten  wird,  die  ursprünglich  auf  einer  der 
Linien,  die  auf  beiden  Flächen  senkrecht  stand,  lagen.  Hier- 
aus folgt  auch,  dafs,  wenn  man  die  Platte,  in  ilirem  natür- 
lichen Zustande ,  in  longitudinale  Streifen  zerlegt  und  die 
krumme  Linie  CWD  einen  dieser  Streifen,  nachdem  die  Ge- 
stalt der  Platte  verändert  worden  ist,  darstellt,  sie  die  Nor- 
male mm!  rechtwinklig  in  N  schneidet. 
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Sey  m  ein  Punkt  der  krummen  Linie  AMB^  der  un- 
endlicli  nahe  bei  M  liegt;  man  ziehe  die  Linie  ninin\  die 
auf  den  drei  Linien  AMB ^  CND^  A'M'B'  senkrecht  steht 
und  sie  in  nty  n,  m'  schneidet.  Die  Verläil^erungen  von 
MNM*  uni, mnm'  treiFen  sich  in  einem  Punkte  O,  der  der 
gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  Krümmung  für  diese  drei 
krummen  Linien  ist.  Man  nenne  q  den  Krümmungshalb- 
messer des  mittleren  Streifens  ^  d.  h.  desjenigen ,  der  gleich- 
weit  von  AMB  und  A' M'B'  entfernt  ist,  o  den  Theil  dieses 
Streifens,  der  zwischen  den  zwei  senkrechten  Linien  MNM' 
und  mnm  enthalten  ist,  u  den  Abstand  eines  beliebigen 
Streifens  CND  vom  mittleren  Streifen  und  a  die  Länge  von 
Nn,  Betrachtet  man  diesen  Abstand  u  als  eine  positive  oder 
i^egative  Gröfse,  je  nachdem  CND  sich,  in  Beziehung  auf 
den  mittleren  Streifen,  auf  der  Seite  der  Convexität  AMB 
der  Platte  oder  auf  der  Seite  der  CoucavitatA' M'B'  befindet, 
so  ist  der  Krümmungshalbmesser  JVO  von  CND  gleich  q  -|-  ''j 
und  die  unendlich  kleinen  Längen  a  und  a  verhalten  sich 
wie  ^  -^  z^  zu  ^,   so  dafs  man 

0    =  a  -{ 

hat. 

Die  longitudinalen  Streifen  erleiden^  wenn  sie  sich  krüm- 
men ,  /  sehr  kleine  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen^ 
und  die  Längen  a'  und  er,  welche  früher  gleich  waren,  werden 
ungleich  geworden  seyn.  Man  bezeichne  durch  y  ihre  ur- 
sprüngliche Gröfse  und  setze 

o  =  y(l+«J),    o'  =y(l  +  <J'), 
wo   &  und   d'   sehr  kleine^   positive   oder  negative,  Gröfsen 
sind,  je  nachdem  der  mittlere  Streifen  und  der  Streifen  CND 

sich  verlängert    oder   verkürzt    haben.    -  Der   Bruch  —  soll 

Q 
ebenfalls  sehr  klein  seyn,    vernacliläfsigt  man  .daher  das  Pro- 
dukt von  &  und  — ,   so  hat  man 

Q 

woraus   hervorgeht,    dafs,    wenn    der  mittlere   Streifen   seine 
anfängliche  Länge  behalten  hat,  sich  die  Streifen,  welche  auf 
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der  8elte  der  Convexität  liegen,  alle  verlängert,  und  die,  welche 
auf  der  Seite  der  Concavität  liegen,  alle  verkürzt  haben  wer- 
den, und  zwar  aUe  ihren  Abständen  vom  mittleren  Streifen 
proportional« 

Dies,  vorausgesetzt,  mache  man  die  Gestalt  eines  jeden 
der  beiden  Theile  der  Platte,  die  AMM'A'  und  BmmB' 
entsprechen,  unveränderlich,  sie  sollen,  zur  Abkürzung,  H 
und  K  heifsen.  Der  Theil  H  ist  unbeweglich,  der  Theil  K 
wird  nach  H  gezogen,  oder  von  H'  abgestofsen,  indem  sich 
der  mittlere  Theil  Mmm'M'  bestrebt,  seinen  natürlichen  Zu- 
stand wieder  anzune)imen  und  eine  Schichte  von  der  bestän- 
digen Dicke  y  zu  werden.  Der  Streifen  Nn  dieser  Schichte 
sucht  sich  zusammen  zu  ziehen  oder  auszudehnen,  je  nach- 
dem er  verlängert  oder  verkürzt  worden  ist,  d.  h.  je  nach- 
dem die  Gröfse  d*  positiv  joder  negativ  ist.  Im  ersten  Falle 
w;ird  daher  der  Theil  K  durch  eine  an  den  Punkt  n  ange- 
brachte, Kraft  angezogen,  und  im  zweiten  durch  eine  solche 
abgestofsen.  Man  nimmt. aber  an,  dafs  diese  Kraft,  die  von 
der  Wirkung  von  JV/i*  herrührt,  der  Gröfse  d'  proportional 
ist  und  auf  rnrim'  senkrecht  steht,  als  wenn  dieser  Streifen 
JVw.  isoliert  wäre. 

Nimmt  man  diese  Voraussetzung  an,  so  bezeichne  ich  durch 
ad^  die  Kraft,  von  welcher  die  Rede  ist,  auf  die  Einheit  der 
Oberfläche  bezogen,  und  daher  durch  ad'Xdu  die  senkrechte 
Kraft,  welche  auf  das  transversale  Element  der  Oberfläche 
Kj  das  dem  Punkte  n  entspricht,  wirkt,  wo  a  eine  Con- 
stante,  die  von  dem  Stoffe  der  Platte  abhängt,  A  ihre  Breite 
und  Xdu  die  Fläche  dieses  Eleme'ntes  bedeutet.  Bezeichnet 
man  daher  durch  2«  die  Dicke  der  Platte  und  durch  7*  die 
ganze  Kraft,  welche  K  anzieht,  oder  abstufst,  je  nachdem 
sie  positiv  oder  negativ  ist,  so  hat  man 


T=2  «A  y^'  ^du, 


und,  wenn  man  statt  d'  seinen  Werth  setzt, 

T  —  2aXe9. 
Sey  aufserdem  fjt  das  Moment   der  Kräfte,,  die   auf  der 
Oberfläche  K  senkrecht   stehen,    in  Beziehung  auf  die  trans- 
versale Axe  genommen,  die   gleich  weit   von  beiden  Flächen 
der  Platte  entfernt  ist;  ;o  haben  wir  auch 


^  I 


480 

/i  ==  aA   /      d'udu, 

und  dalier 

u  ==  — • 

Hieraus  Aieht  man 
Erstens :  dafs  die  Kraft  T,  welche  eine  l)eliebige  ScLichtd- 
der  Platte  zusammen  zu  ziehen  oder  auszudehnen  strebt^ 
der  positiven  oder  negativen  Ausdehnung  des  mittleren 
Streifens  proportional  ist  und  nicht  von  seiner  Krümmung 
abhängt. 

Zweitens:    dafs   das  Moment  /tt^   im   Gegentheile,  unab- 
.  hängig    von  '  dieser    Ausdehnung    ist    und   im    umgekehrten 
Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers  steht. 

Dritten»:    dafs,  wenn  der  Stoff  und  die  Breite  der  Platte 
,  dieselben  bleiben ,   der  Werth   von    T  seiner  Dicke ,   und 
der  von   /«   der   dritten   Potenz    dieser  Dimension  propor- 
tional ist. 

Wenn  der  mittlere  Streifen  dieselbe  Länge  behält,  so 
hat  man  S:=o  und  Tz=2  0y  die  parallelen  Kräfte,  welche 
K  anziehen  oder  abstofsen,  reducieren  sich  auf  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte,  deren  Moment,  in  Beziehung  auf  die 
transversale  Axe^  die  auf  diesen  Kräften  senkrecht  steht,  im- 
mer gleich  /ii  ist.  Diese  Gröfse  ^  ist  das,  was  man  das 
Moment  der  Elasticität  nennt,  welches  in  jedem  Punkte, 
der  Krümmung  der  Platte,  oder  dem  Contingenzwinkel  des 
mittleren  Streifens  proportional  ist. 

308. 
Man  kann  jetzt  leicht  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
dieser  Platte  bilden.  Nennt  man  zuerst  T'  das,  was  T  im 
Punkte  M  wird,  so  sieht  man,  dafs  die  unendlich  kleine 
Schichte,  die  Mmm'M*  entspricht,  einerseits  durch  diese  Kraft 
y  angezogen  oder  .abgestofsen  wird ,  und  andererseits  durch 
eine  Kraft,  die  T  gleich  und  entgegengesetzt  ist;  und  da,  nach 
der  Voraussetzung,  keine  gegebene  Kraft  auf  diese  Schichte 
wirkt,  so  mufs  man  T"  z=i  T  haben.  Die  Kraft  T  ist  daher 
in  der  ganzen  Länge  der  Platte  constant,  und  daher  der 
h  dieser  Länge  wirkenden  Seitenkraft  der  gegebenen  Kraft, 
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die  an  dem  freien  Ende  wirkt,  proportionaT.  Die  Ausdelmnng 
d  ist  ebenfalls  constant,  dieser  Kraft  proportional  Und  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  diese  Kraft  die  longitudinalen  Strei- 
fen zu  verlängern  oder  zu  verkürzen  strebt.  Sie  hat  auf 
die  Gestalt  der  Platte  gar  keinen  Einfiiufs;  hat  man  sie  aber 
gemessen,  so  kann  sie  dazu  dienen,  den  Werth  der  Con- 
stanten o,  in  Beziehung  auf  den  StofP  der  Platte,  zu  bestim« 
men.  Bezeichnet  man  durch  J7  ein  Gewicht,  welclies  der 
Kraft  gleich  ist,  die  die  Platte  im  Sinne  der  Länge  fortzieht, 
und  durch  co  die  Fläche  jedes  transversalen  Schnittes  der 
Platte,  so  hat  man 

cö  =  2  A«,    T  =  i7  =  «wJ,    a  =  — ^. 

Um  die  Gestalt  der  Platte  zu  bestimmen ,  ziehe  man 
durch  den  Punkt  j4y  in  der  Ebene  des  mittleren  Streifens,  zwei 
rechtwinklige  Axen  ^x  und  ^y,  von  welchen  die  erste  die 
krumme  Linie  AMB  berührt  und  die  Richtung  der  Platte 
in  ihrem  natürlichen  Zustande  darstellt,  und  die  zweite  nach 
ihrer  Concavilät  gerichtet  ist.  Seyen  x  und  y  die  auf  diese 
beiden  Axen  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  des  mitt- 
leren Fadens;  a  und  b  die  seines  freien  Endes,  welches  wir 
für  den  Angriffspunkt  der  gegebenen  Kraft  nehmeu),  die  die 
Platte  im  Gleichgewichte  hält,  P  und  Q  die  Seitenkräfte 
dieser  Kraft  nach  den  Verlängerungen  von  a  und  &.  Durch 
den  Punkt,  der  x  und  y  ents|>richt,  ziehe  man  die  auf  der 
Ebene  der  Figur  senkrecht  stehende  Axe,  welcher  das  durch 
n  bezeichnete  Moment  entspricht,  und  mache  einen  Schnitt,  der 
auf  dem  mittleren  Streifen  senkrecht  steht.  Damit  der  Theil 
der  Platte,  welcher  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem  freien 
Ende  enthalten  ist,  im  Gleichgewichte  sey,  mufs  das  Moment 
#1,  mit  den  Momenten  von  P  und  Q,  die  sich  auf  dieselbe 
Axe  beziehen,  eine  Summe  geben,  die  gleich  NuU  ist,  indem 
man  auf  die  Richtung  Rücksicht  nimmt,  in  welcher  die  Kräfte, 
deren  Moment  /«  ist,  und  diö  Kräfte  P  und  Q,  diesen  Theil 
der  Platte  zu  drehen  streben.  Auf  diese  Weise  hat  man 
/*  -{-  P  {b  —y)  —  Q  (a—  x)  =  o. 
Nimmt  man  die  Abscisse  x  für  die  unabhängige  Verao* 
derliche,    und   bemerkt,    dafs   die  Platte   gegen   die   Axe   Ax 

convex  ist,  so  hat  man 

31 
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wo  man  die  Wurzelgröfse  als  positiv  belraclilet. 

Substiluiert  man  diesen  Werlh  in  den  von  /ty  und  diesen 
wieder  in  die  vorhergehende  Gleichung,  und  selzl,  zur.  Ab- 
kürzung, 

80  folgt  liieraus 

ß^^,  =  iQia-.)-Pih-y)}(i+'£f      (1) 

als  Gleichung  der  krummen  Linie,  die  durch  die  elastische 
Plalle,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  gebildet  wird. 

Ihr   Integral    enthält   zwei   willkührliche   Constanten ,    die 

dy 
man  durch  die  Bedingungen  ^  =  e  und  -r— =0,  wenn  a;  =  o 

dy 

ist,  oder,  wenn  man  will,  y  =  o  und  -7—  =  o,    für  diesen 

Q  X 

Werth  von  at,  da  «  sehr  klein  ist,  bestimmt.  Setzt  man 
nachher,  in  diesem  Integrale,  ä:  =  a  und  y  z=zbj  so  hat  man 
eine  Gleichung  in  a  und  b,  die  man  mit  derjenigen  verbindet, 
welche  sich  aus  der  gegebenen  Lange  der  Platte  ergiebt.  Als- 
dann hat  man  die  zwei  erforderlichen  Gleichuugen,  um  diese 
Unbekannten  a  und  b  zu  bestimmen ,  und  die  sogenannte 
elastische  Linie  ist  vollkommen  bestimmt. 

309. 
Wenn  die  Platte,  statt  eingeklemmt  zu  seyn,  an  ihrem 
Ende  ^  völlig  frei  ist,  so  nnifs  man,  um  sie  im  Gleichge- 
wichte zu  halten,  an  dieses  Ende  eine  Kraft  anbringen,  deren 
Seitenkräfte  P  und  Q  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Nimmt 
man  das  entsprechende  Ende  des  mittleren  Streifens  für  seinen 
AngriiTspunkt ,  so  mufs  aufserdem  die  IVIittelkraft  von  P  und 
Q  durch  diesen  Punkt  gehen;  dies  erfordert,'  dafs  man 

Qa  =  P(b^B) 
habe. 

Diese  Gleichung  ist  hinreichend,  wenn  die  Platte  durch 
eine  feste  Axe  gehalten  wird,  die  durch  diesen  Endpunkt  des 
mittleren  Streifens  geht  und  im  Sinne  der  Breite  gerichtet  ist. 
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Liegt  sie  blos  auf  einer  Ebene>  die  auf  ihrer  Länge  senkrecht 
ist,    wodurch  sie    nicht  verhindert   wird,   sich   um    die  Kante' 
einer  ihrer  beiden    Flächen  zu  drehen,    so  niufs  die  Reibung 
dieser  Kante   gegen  die  Ebene,    oder  eine   andere  Kraft,   die 
Platte  am  Gleilen  vci hindern. 

Ist  die  Plalle  nicht  eingeldemmt,  so  ist  die  Richtung  der 
Ebene,  die  sie  in  A  berührt,  nicht  bekannt;  setzt  man  noch 
immer  in  diesen  Funkt  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x 
und  y,  so  hat  man  noch  immer  y  =  f,  oder  j'  =  o,  wenn 
a:  =  o  ist ;  man  kann  aber  alsdann  die  Axe  der  x  nicht  mehr 
auf  der  Tangente  in  A  nehmen,  deren  Richtung  nicht  a  priori 
gegeben  ist'.     Diese  Axe  ist  alsdann  die  gegeben^  Richtung  der 

Kraft  P,  und  die. Gleichung  -j —  =  o   für  ät  =  o,    mufs,    um 

die  willkührlichen  Conslanlen  zu  bestimmen^  durch  die  vor- 
hergehende Gleichung  ersetzt  werden,  die  sich  auf  die  Mo- 
mente der  Kräfte  P  und  Q  bezieht,  welche  man  auf  Qa  =  Pb 

reducieren  kann. 
/ 

310. 
Man  nehme  an,  es  sey  P^zo,  so  dafs  die  Platte  durch 
eine  Kraft  Q  gebogen  wird,  die  auf  der  ursprünglichen  Rich- 
tung senkrecht  steht.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  einer  hori- 
zontalen Platte,  die  an  einem  Ende  eingeklemmt  ist,  und  an 
deren  anderem  Ende  man  ein  gegebenes  Gewicht  Q  aufhängt. 

Ich  setze  in  diesem  Falle 

ß  =  c^  Q, 

wo  c  eine  Linie  ist,  deren  gegebene  Länge  im  Allgemeinen 
sehr  grofs  ist,  wofern  das  Gewicht.  Q  nicht  ebenfalls  sehr 
beträchtlich  ist.     Die  Gleichung  (i)  wird 


B- 0+557='—     « 


dy  .  

und,    wenn  man  integriert,  so  dafs  -r—rro  ist,  wenn  x — o, 

CL  X 


80  hat  man 


dx  dx^ 


Hieraus  findet  man 

31* 


1 
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(2  a  X — x^)dx 
dy  =  — - 

V  4c*  — (2rtÄr— Är2)2 

2c^dx 

da  =  —  '^  » 

V  4c*  —  (2rt*  — x»)« 

wo  ds  das  Differentialelemeut  der  kriiminen  Linie  ist.  Diese 
Formeln  lassen  sich^  vermittelst  der  elliptischen  Functionen, 
genau  integrieren,  wegen  der  Gröfse  von  c  hat  man  aher 
beinahe  8Z=:x  und  man  kann  den  Werth  von  dy  auf 

1 

dy  =  — -  (2ax  —  x^)  dx 

reducieren,  woraus  man 

6c^y  z=  Sax^  —  x^ 
als  Gleichung  der  krummen  Linie  findet« 

Die  Platte  wird  sich  nur  wenig  ^on  der  horizontalen 
Richtung  entfernen,  die  Abscisse  a  kann  daher  für  ihre  Lange 
genommen  werden  und  die  Ordinate  b  wird  ihre  gröfste  Ent- 
fernung ausdrücken*.  Da 

3  Qc2  =  a(06^ 
ist,   wenn  man  2  eX  =  oi,  wie  vorher,  setzt,  so  hat  man 

wenn  x=:a  und  y^=^h  ist.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  die 
Natur  der  Platte  dieselbe  bleibt,  die  Gröfse  5,  um  welche 
sie  sich  biegt,  dem  Gewichte  Q  und  dem  Cubus  der  Länge 
a  proportional  ist,  und  im  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  der  Dicke  s  und  der  Fläche  ta  des  transversalen 
Schnittes  steht. 

Substituiert  man   statt   aoi   seinen  Werth  —    des   {.  308, 

Ol 

und  nennt  h  die  ganze  Verlängerung  ad  der  Platte^  die  durch 
das  Gewicht  Jl  hervorgebracht  wird ,   so  hat  man 

Setzt  nMin  /7==:Q,  so  findet  man  daraus,  dafs,  wenn 
ein  Gewicht  Q,  das  an  das  freie  Ende  einer  elastischen  Platte 
angebracht  wird,  in  dem  Sinne  der  Länge  und  dann  senkrecht 
Ruf  diesp  Länge  wirkt,  die  Ausdehnung  h  und  die  Biegung 
b,  welche  im  Verhältnisse  zur  Länge,  a  sehr  klein  angenom- 
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men  werden  ^  ncli  zu  einander  verkalten ,  wie  die  Quadrate 
der  Dicke  und  dieser  Länge« 

311. 

Wie  auch  die  Kräfte  P  und  Q  beschaiFen  sind ,  immer 
erliält  man  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (1),  wenn  man 
sie  auf  die  Form  der  Gleichung  (2)5,  duf'ch  Umbildung  der 
Coordinaten,  zurück  bringt.  Wir  beschränken  uns  darauf,  den 
Fall  zu  betrachten,  wo  die  Platte,  die  sich  auf  eine  Ebene 
stützt,  aber  nicht  eingeklemmt  ist^  sich  hur  wenig  von  ihrer 
uatüriichen  Gestalt  entfernt.  Dies  ist  z.  B.der  Fall  bei  einer 
Feder,  die  mit  ihrem  unteren  Ende  A  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liegt  und  an  ihrem  oberen  Ende  B  mit  einem  gegebe- 
nen Gewiclite  belastet  ist.  Man  setzt  voraus,  dafs  die  Feder, 
wenn  sie  sich  unfer  diesem  Gewichte  biegt,  sich  nur  wenig 
von  der  verticalen  Linie  -^S  entfernt,  und  dafs  die  Tangente 
der  krummen  Linie,  welche  sie  im  Zustande  d^s  Gleichge- 
wichtes bildet,  in  der  ganzen  Länge  nur  einen  sehr  kleinen 
Winkel  mit  dieser  geraden  Linie  macht.  Die  Figur  78  zeigt 
verschiedene  Gestalten,  welche  sie,  in  diesem  Zustande^  an- 
nehmen kann. 

Man  nehme  als  Axe  der  x  und  y  die  verticale  Linie  Jlx, 

die  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist  und  die  horizon- 

dy 
tale  jiy.    Die  Grofse  -^  wird,  der  Voraussetzung  nach,  selu* 

klein  seyn;  wir  vernachlässigen  ihr  Quadrat  in  der  Gleichung 
(1),  auch  hat  man  Q  =  o,  weil  die  Kraft,  die  an  dem  Ende 
jB  wirkt,  vertical  ist.  Hieraus  folgt,  vermöge  der  Gleichung 
Qaz=z  Pb  des  {.309,  b=zo,  und  da  das  Gewicht  P  von  JB 
nach  A  gerichtet  ist,  so  mufs  man  das  Zeichen  dieser  Kraft 
in  der  Gleichung  (1)  ändern,  welche  voraussetzt,  dafs  sie  in 
entgegengesetzter  Richtung  wirkt.  Auf  diese  Weise  wird  diese 
Gleichung  einfach 


äx 
indem  man,  zur  Abkürzung, 

setzt.     Man  bezeichnet  hier  durch  (o  die  Fläche  des  Schnittes 


c^ 
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der  Feder,  der  senkrecht  auf  ihrer  Lange  steht,  durch  e  seine 
halbe  Dicke,  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  gebogen  ist  und 
durch  a  eine  Gröfse,  die  von  dem  Stoffe,  aus  welchem  sie 
gebildet  ist,  abhängt.  Diese  drei  Grüfsen  sind,  nach  der 
Voraussetzung,  constant,  und  daher  ist  c  eine  Linie  von  con- 
stanter  und  gegebener  Gröfse, 

Dayr=o  ist,  wenn  x=:o  ist,  so  findet  man  aus  dieser 

Gleichung 

-    .    nx       dy         uh        nx 
r  =  i&  sm  — ,     -r—  s=:  —  cos  — , 
^  c        ax  c  c 

wo    i    eine    willkührliche    Constante    ist,    die    Null    oder    im 
Verhallnisse  zu  c  sehr  klein  ist. 

Wenn  man  h=zo  hat ,  so  bleibt  die  Feder  gerade  und 
die  Länge  j4B  wa*d  ein  wenig  durch  den  Druck  des  Gewich- 
tes P  vermindert  seyn.  Ist  dieser  Coefficient  h  nicht  Null, 
so  biegt  sich  die  Feder;  im  Punkte  B  hat  man  x:=za  und 
y  zz:  6  =  o  5  bezeichnet  man  durch  i  eine  ganze  Zahl ,  so 
mufs  man  daher 

a  =  ic 

als  Werth  von  a  oder  ^B  haben«     Nennt  man  /  die  Länge 
der  Feder,  so  hat  man  auch 

/  =  r^  f/T:^^dx  =  r-/x^i  +  i!£!cos^-rf^. 

h 

wenn   man  die  vierte  Potenz  von,  —  vernachlässigt  und  für  a 
seinen  Werth  setzt,   so  erhält  man 

woraus  sich 

^  IC 

ergiebt.      Der    Coefficient    von    h   ist    daher   Null    oder    wird 
durch  diese  Formel  ausgedrückt. 

312. 
Aus  diesem  Resultate  ergiebt  sich  Folgendes: 

1)  So  lange  /  kleiner  als  c  ist,  ist  die  Formel  (3)  für 
alle  Werlhe  der  ganzen  Zahl  i  imaginär,  man  kann  also 
für  den  Werth  des  Coefficienten  h  nichts  Anderes   als  Null 
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nellmen  und  die  Feder  wü*d  durch  das  Goviclit  P  gar 
nicht  gebogen*  ^ 

2)  Man  nehme  nun  an,  /  übertreffe  c,  sey  es  nun,  dafs 
man  die  Lange  der  Feder  vermehrt,  oder  die  Gröfse  c 
vermindert  hat,  indem  man  das  Gewicht  P  wachsen  liefs, 
so  wird  der  Werlh  von  i,  der  von  Null  verschieden  ist 
und  /  n:  1  entspricht,  reell  seyn  und  die  Feder  kann 
durch  dieses  Gewicht  gebogen  werden.  Bezeichnet  man 
durch  J  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  zetzt 

80  hat  man 

und   die  Gleichung   der  krummen  Linie ^   welche  die  Feder 

bildet^  ist  daher 

.     nx 

y  =^  Ja  sin  , 

a 

wqraus  man  sieht,  dafs  sie  die  verlicale  Linie  nicht  zwi- 
schen den  zwei  Punkten  ji  und  B  schneiden  wird. 

3)  Wächst  das  Verhällnifs  von   —    immer^  fort,    bis   es 

c 

grofser  als  2  wird,  so  ist  der  Werlh  von  i,  der  £  =  2 
entspricht,  reell  und  die  Feder  kann  eine  Gestalt  annehmen, 
die  von  der  vorhergdienden  verschieden  ist.  Bezeichnet 
man  durch  j['  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setzt 

/=  2c(l+y»V'^), 
80  hat  man 

woraus  hervorgeht,  dafs,  in  diesem  Falle,  ^ die  kruiflme 
Linie  die  Verticale  in  der  l\Iilte  von  j4B  schneidet,  w^elche 
X  z=z  ^a  enlspiicht. 

4)  Fährt  man  ^o  fort,  so  sieht  man,  dafs,  wenn  /  ic 
ein  wenig  übertrifft  und  man  durch  fp  einen  sehr  kleinen 
Bruch  bezeichnet, 

-  r»  n  o 

) 


/  =  ic  A  -{- 
ist,  man  kann  daher 


i^n'^fp'^ 


ff  a 


/     ' 
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nehmen,    woraus  sich 

,     inx 

y  -:=  aa  8in 

a 

ergiebt ;  dies  ist  die  Gleichung  einer  .krummen  Linie^  die 
die  gerade  AB  in  einer  Anzahl  von  /  -j-  1  gleichweit  ab- 
stehender Punkte  schneidet;  wenn  man  die  Punkte  A  und 
B  mitzählt. 

Uebertrilft  /   eia  Vielfaches  von  c,   um  eine  Gröfse,    die 
nicht  sehr   klein   ist,  so   hört   der  Werth   von   i,   der  durch 

die  Formel  (3)  gegeben  ist;    auf,    sehr   klein  im  Verhältnisse 

dy 
zu  c  zu  seyn,  und  da  der  Werth  von  -j—  alsdann  kein  sehr 

kleiner  Bruch  mehr  ist,  so  kann  die  Gestalt  der  Feder  nicht 
mehr  durch  die  vorhergehende  Analyse  bestimmt  werden.  Man 
bemerke;  dafs  die  geradlinige  Figur,  die  k  =z  o  entspricht; 
möglich  ist ;  sie  ist  aber  nur  dann  dauernd  und  nothwendig , 
wenn  /  kleiner  als  c  ist. 

313. 
Unter  der  Kraft  einer  Feder;  die  man  sich;  um  einen 
bestimmten  Fall  zu  betrachten;  vertical  denken  mag;  versteht 
man  das  gt'öfste  Gewicht,  das  sie;  ohne  sich  zu  biegen;  tragen 
kann.  Dieses  Gewicht  P  ist  durch  die  Gleichung  c:=:l  be- 
stimmt, woraus  sich  ^  „ 

372~ 
ergiebt;  und  man  sieht  hieraus;  dafs;  wenn  sonst  alles  gleich 
ist  die  Kraft  einer  Feder  ^m  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  ihrer  Länge  steht.  Ist  die  Feder  ein  rechtwink- 
liges Parallelopipedum ;  so  sieht  man  auch,  dafs,  wenn  man 
den  Versuch  macht,  allmälich  die  zusammenstofsenden  Flä- 
chen zu  biegen,  die  Kraft  dem  Quadrate  der  Dicke,  die  die 
Feder  senkrecht  auf  der  Fläche;  die  man  biegen  will;  hat, 
proportional  ist.  Was  die  absolute  Gröfse  von  P  betrifft,  so 
berechnet  man  sie ;  indem  man  in  die  vorhergehende  Formel 
den  Wei:th  von  «  setzt;  den  man  entweder  aus  der  Ausdeh- 
nung h  dieser  Feder,  oder  aus  der  Biegung  c,  die  ein  Gewicht 
IT  hervorbringt;  ableitet;  nach  f.  308  und  {.310,  und  weil 
adz=:h   und  azzzl  ist,    sind  diese  Weröie 

ni  nn 
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daLer  hat  man 


I 

314. 
Die  Resultate  des  {,  307  lassen  sich  leicht  auf  einen  elasti- 
sehen  Stab  ausdehnen,  wenn  man  annimmt,  dafs  er  im  na- 
türliclien  Zustande  gerade  oder  einfach  gekrümmt  ist  und, 
wenn  man  ihn  biegt,  noch  immer  einfach  gekrümmt  bleibt 
und  keine  Windung  erleidet. 

Man  ninunt ,  in  diesem  Falle,  für  den  mittleren  Streifen, 
denjenigen,  der  durch  die  Schwerpunkte  aller  Schnitte  geht, 
die  auf  seiner  Länge  senkrecht  stehen,  welche  constant  oder 
veränderlich  seyn  können,  sobald  ihre  Dimensionen,  in  Bezie- 
hung auf-  den  Krümmungshalbmesser  des  Stabes,  sehr  klein 
sind.  Sey  co  die  Fläche  eines  dieser  Schnitte,  der  durch 
einen  beliebigen  Punkt  des  mittleren  Streifens  gelegt  ist.  Man 
zerlege  w  in  Elemente,  die  auf  der  Ebene  dieses  Streifens 
senkrecht  stehen^  sey  vdu  die  Fläche  des  Elementes,  das  dem 
Abstände  u  dieses  Streifens  entspricht.  Die  Veränderliche  u 
kann  hier  positiv  oder-  negativ  seyn  und  p  bezeichnet  eine 
gegebene  Function  von  u.  Seyen  auch  h  und  —  k  die  äufser- 
sten  Werthe  von  z/,  so  haben  wir 

indem  die  zweite  Gleichung  daraus  entsteht,  dafs  der  Anfangs- 
punkt der  Veränderlichen  u  der  Schwer^junkt  von  ta  ist. 

Man  bezeichne  durch  er,  o',  J,  S\  q  dieselben  Grofsen, 
wie  in  {.  307,  und  durch  y>  y  ?  ''  das,  was  o,  a  ,  ^  im  na- 
türlichen Zustande  des  elastischen  Stabes  waren;  man  hat^  für 
die  zwei  Zustände  dieses  Stabes, 

7  —  y  +  -p^   ^       ^  ■*"  V 

und,   wenn  man  von  einemi  zum  anderen  übergeht, 

Sii  Sil 

Vernachlässigt  man  daher  die  Produkte  —  und  — r,  so 
findet  man  daraus 


8 


■  =  '  +  «(7-7>- 
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welclier  Werth  mit  dem  des  aDgefiilirtcu  §,  zusammen (allr^ 
für  den  Fall,  wenn  der  Stab  im  natürlichen  Zustande  gerade 
ist,  wo  man  r  =  00  hat. 

Sey  auch  T*  die  Summe  der  auf  (o  senkrecht  stehenden 
Kräfte j  welche  einen  der  zwei  Tlieile  des  Stabes,  die  durch 
dieseh  senkrechten  Schnitt  getrennt  sind,  anziehen  oder  ab- 
stofsen.  IMan  nenne  ^  das  Moment  dieser  Kräfte,  welche 
senkrecht  auf  der  Ebene  des  mittleren  Streifens  stehen,  in 
Beziehung  auf  die  Axe,  die  durch  den  Schwerpunkt  von  oi 
geht,  so  hat  man,  nach  der  in  J.  307  gemachten  Voraussetzung, 

wo  a  eine  Grüfse  ist,  die  vom  Stoffe  des  Stabes .  abhängt, 
welche  in  der  Ausdehnung  eines  jeden  Schnittes  (a  dieselbe 
bleibt,  aber  von  einem  Punkte  des  mittleren  Streifens  zum 
anderen  sich  ändern  kann*  Substituiert  man  für  J'  seinen 
vorhergehenden  Werth  und  setzt  ^  zur  Abkürzung, 

k 

so  folgt  hieraus 

Ist  der  elastische  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande, 
oder  nachdem  er  seine  Gestalt  geändert  hat,  doppelt  gekrümmt, 
so  hat  die  Kraft  2^  noch  immer  diesen  Werth.  Da  aufser- 
deni  der  mittlere  Streifen  derjenige  ist,  welcher  durch  die 
Schwerpunkte  aller  senkrechten  Sclmitte  geht,  und  bezeichnet 

0 

man  durch  r  und  q  seine  Krümmungshalbmesser,  für  einen 
und  denselben  Punkt,  vor  und  nach  dieser  Aenderung,  so 
kann  man  diesen  Werth  von  ^  für  dns  Moment  der  Elasti- 
cität  in  Beziehung  auf  eine  Axe  nehmen,  die  dut*ch  diesen 
Punkt  geht  und  auf  der  Krümmungsebene  des  mittleren  Fadens 
senkrecht  steht.  Aufserdem  mufs  man  aber  auf  die  Windung 
des  Stabes  Rücksicht  nehmen,  wie  wir  es  sogleich  thun  wollen. 

315. 
Vergleicht  man  diesen  Werth  von  /tt  mit  dem  ijes  f.  307, 
so  sieht  man,  dafs  die  zweite  Differentialgleichung  der  ebeiten 
krummen  Liuie^  welche  der  mittlere  Streifen  eines  elastischen 


X 
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Stabes  bildet^  der  keine  Windung  erlitten  hat,  sicli  nur  darin 
von   derjenigen  unterscheidet,   die   der    elastischen   Platte     im 

eigentlichen  Sinne,   entspricht,    dafs  sie  — statt  —   und 

die  Grüfse  q  statt  der  halben  Dicke  €  enthält.  Ist  der  Stab 
gleichartig,  und  bildet  er,  in  seinem  natürlichen  Zustande, 
ein  Prisma  oder  einen  Cylinder,  so  sind  die  drei  Gröfsen 
a,  Wy  q  constant  und  man  hat  r  =  00.  Hieraus  findet  man, 
dafs  die  Biegung  eines  Stabes,  der  im  natürlichen  Zustancie 
gerade  ist,  welche  durch  ein  Gewicht  Q,  das  senkrecht  auf 
seine  Richtung  wirkt,  hervorgebracht  wird,  und  die  Kraft 
dieser  Feder,  sich  aus  den  Werthen  von  b  und  P  ergeben, 
die  in  den  §§.  310  und  313  gefunde^i  worden  sind>  wenn 
man  q  an  die  Stelle  von  e  setzt«  Durch  diese  Substitution 
ergiebt  sich,   wenn  /  die  Länge  des  Stabes  bedeutet, 

~   awq^'  ~       3/2      ^ 

oder,  was  dasselbe  ist, 

Für  zwei  verschiedene  Stäbe,  welche  dieselbe  Länge 
haben,  stehen  daher  die  Biegungen,  die  dasselbe  Gewicht 
hervorbringt,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Kräfte  der 
Feder,  so  dafs  es  hiiireicht,  die  Gröfsen  dieser  Kräfte,  für 
jede  Voraussetung,  die  man  über  den  Umring  des  senkrechten 
Schnittes  macht,  zu  vergleichen. 

Man  nehme  an,  der  senkrechte  Schnitt  sey  ein  gleichsei- 
tiges Preieck  und  man  wolle  den  Stab  biegen ,  so  dafs  die 
Fläche,  welche  der  Grundlinie  dieses  Dreiecks  entspricht,  eine 
cylindrische  Oberfläche  wird,  die  concav  oder  convex  seyn 
kann.  Seyen  a  und  c  die  Grundlinie  und  Hohe  dieses  Drei- 
ecks. Im  Falle  der  Cqnvexität,  nach  welcher  die  positiven 
\yerllie  von  u  gerichtet  sind  (f.  307),  hat  man 

und  es  folgt  daraus^ 

36/2 
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Ijn  Falle  der  ConcayltKt  hat  man 

c 
^'orau8  sich 

p  n^aac^ 

~      12  /2 
ei*glebt;   dies  zeigt ^  dafs,   in  diesem  zweiten  Falle,   die  Krallt 
der  Feder   das   Dreifache   yön    dem   ist,    was    sie   im   ersten 
Falle  war. 

Ist  der  senkrechte  Schnitt  ein  Quadrat,  welches  durch 
J^  dargestellt  wird,  und  will  man  die  Feder  so  biegen,  dafs 
zwei  ihrer  entgegengesetzten  Flächen  cylindrische  Oberflächen 
werden,  so  hat  man 

Ist  er.  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  l  ist,    so  hat  man 


i'  =  i,     ^  =  2V  i^  —  u^y     P  = 


n 


5«i4. 


4/2     ' 

lind  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Flächeninhalt  des  senk- 
rechten Schnittes  in  beiden  Fällen  derselbe  ist,  so  dafs  man 
/2  =  7fi2  hat,  so  sieht  man,  dafs  die  Kraft  der  Feder, 
welche  im  ersten  Falle  statt  hat,  diejenige,  die  im  zweiten 
statt  findet,  im  Verhältnisse  von  tt  zu  3  .übertrifft. 

Man  nehme  ferner  an,  dafs  di6  cylindrische  Feder  eine 
hohle  Rühre  sey,  deren  concentrische  Oberflächen,  die  innere 
irad  äufsere  nemlich,  die  Halbmesser  g  und  g'  haben.  Um 
die  Kraft  dieser  Feder  zu  bestimmen ,  mufs  man  allmälich  g 
lind  ^'  an  die  Stelle  von  h  in  den  letzten  Werth  von  P 
setzen  und  die  Resultate  von  einander  abziehen,    woratfs  sich 

4/2 

ergiebt.  Ist  die  Fläche  n  {g'^  —  g^)  des  senkrechten  Schnit- 
tes gleich  nh^y  so  hat  man  daher 

^  _n^ah^{h^^,2g^) 

^ TT^ ' 

woraus  man  findet,  dafs,  wenn  das  Volumen,  die  Lange 
und  der  Stoff  dieselben  sind,  die  Kraft  einer  hohlen  Feder 
grüfser  ist,    als   die    einer    ausgefüllten,    und   zwar  im   Ver- 
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hältuisse  ^  von  1  «4"     f 2      *"^   Einheit ;     wo   2  g*   der   innere 

Durchmesser  und  nJc^  der  Flächeninhalt  des  normalen  Schnit- 
tes ist. 

316. 

Man  bilde  jetzt  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines 
elastischen  Stabes,  dessen  Punkte  alle  durch  gegebene  Kräfte 
getrieben  werden. 

Man  nenne  ^und  B  die  beiden  Endpunkte  des  mitt- 
leren Streifens.  Seyen  x^  y^  «die  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  dieser  krummen  Linie,  s 
der  Bogen  AM]  m  der  senkrechte  Durchschnitt  des  Stabes, 
der  durch  den  Punkt  M  geht^  y  seine  Dichtigkeit  in  diesem 
Punkte  und  daher  ywds  die  Masse  einer  imendlich  dünnen 
Schichte  des  Stabes.  Mau  bezeichne  durch  Xywds,  Yyiadsy 
Zywds  die  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  diese  Masse,  pa- 
rallel mit  den  Axen  der  Xj^y  z  wirken,  so  dafs  Xj  Y",  Z 
diese  Kräfte,  auf  die  Einheit  der  Massen  bezogen,  sind.  Die 
Summe  ihrer  Seitenkräfte,  die  nach  der  Linie,  welche  in  M 
den  mittleren  Streifen  berülirt,  gerichtet  sind  und  den  Bogen 
«zu  vergröfsern  streben,    ist 

(^1^  +  ^  S  +  ^  ^>--'; 

Man  bezeichne  auch  durch  T  die  Kraft,  die  von  der 
Wii^ung  eines  Theils  des  Stabes  auf  deii  anliegenden  Theil 
herrührt,  welche  an  eine  der  Flächen  der  Schichte  ytods, 
senkrecht  auf  C9  angebracht  ist  und  den  Bogen  s  zu  vermin- 
dern oder  zu  vergröfsern  strebt,  je  nachden  sie  positiv  oder 
negativ  ist.  Die  andere  Fläche  von  yads  wird,  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  durch  eine  Kraft,  die  gleich  T-j-c^Tist, 
angezogen  oder  abgestofsen;  damit  also  diese  Schichte  im 
Gleichgewichte  sey,  mufs  die  Kraft  dl*  der  gegebenen  Tan- 
gentialkraft gleich  und  entgegengesetzt  seyn,  oder  es  mufö 

rfT  +  yw  {Xdx  -f   Ydy  +  Zdz)  =  o  (a) 

seyn,    was  mit   der  Gleichung  (3)   des  §•  300  übereinstimmt 

Da  der  Stoif  der  Platte  nur  wenig  ausdehnbar  ist,  so  kann 
man  in  dieser  Gleichung  (a),  für  y  und  co  die  Dichtigkeit 
und  den   senkrechten  Schnitt  des  Stabes  im  Punkte   M     wie 
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sie  im  natürlicben  Zustande  sind,  uelimen.  Sind  diese  beiden 
Gröfsen  constant  und  ist  die  in  Klammern  eingeschlossene 
Formel  ein  vollständiges  Differential,  so  erhält  man  durch  die 
Integration  sogleich  den  Werth  von  TJ  und  da  man  T^=z  ccw9 
{§.  307)  hat,  so  findet  man  daraus  die  positive  oder  negative 
Ausdehnung  des  Elementes  ds,  welches  sich  in  dem  Verhält- 
nisse von  1  -j-  tf  zur  Einheit  verlängert  haben  wird.  Hier- 
durch erfahrt  man  aber  weder  die  Ausdehnung  des  senk- 
recliten  Schnittes  ti),  noch  die  Aenderuug  der  Dichtigkeit  des 
Stabes  im  Punkte  M.  Nach  dem,  was  ich  aber  in  der  im 
Anfange  dieses  Abschnittes  angeführten  Abhandlung  gezeigt 
habe,  ist  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  von  eis  immer 
von  einer  Verminderung  oder  Vermehrung  von  w  begleitet, 
die  aber  so  beschaifen  ist,  dafs  das  Volumen  wds  in  dem- 
selben Sinne  wie  ds  und  die  Dichtigkeit  y  in  entgegenge- 
setztem Sinne  sich  ändert«  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  ein 
gleichartiger,  prismatischer  oder  cylindrischer  Stab,  an  einem 
Ende  befestigt  ist,  und  an  dem  anderen  durch  eine  Kraft 
gezogen  wird,  die  nach  der  Verlängerung  seiner  Lange  ge- 
richtet ist,  er  zi^leich  eine  Ausdehnung  und  Vermehrung  des 
Volumens  erleidet,  die  dieser  Kraft  proportional  ist,  was 
wirklich  durch  die  Erfahrung  bestätigt  ist.  Liegt  dagegen 
dieser  Stab  senkrecht  auf  einer  horizontalen  Ebene,  und  ist 
er  in  seinem  oberen  Theile  mit  einem  Gewichte  beladen,  vrel- 
ches  ihn  nicht  biegt,  so  wird  er  sich  verküizen  und  zugleich 
wird  sein  Volumen,  der  Gröfse  dieses  Gewichtes  proportional, 
vermindert  werden. 

317. 
Man  nehme  auf  dem  Bogen  u^M  des  mittleren  Streifens 
einen  Punkt  m,  der  unendlich  nahe  bei  M  ist;  durch  diesen 
Punkt  m  lege  man  einen  senkrechten  Schnitt,  und  denke 
sich,  dafs  der  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem  Endpunkte 
^  enthaltene  Theil  des  Stabes  \öllig  unbeweglich  gemacht 
worden  sey,  und  dafs  der  Theil,  welcher  zwischen  dem  an- 
deren Ende  B  und  dem  Schnitte,  der  durch  den  Punkt  M 
gelegt  ist,  enthalten  ist,  blos  seine  Gestalt  nicht  ändern  kann. 
Dies  angenommen,  suche  man  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes dieses  zweiten  Theils,  den  wir  jBC  nennen.  In 
Folge  der  Windung  des  Stabes  werden  die  Punkte  der  Schichte, 
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die  zwischen  den  zwei  durch  M  u^d  ni  gelegten  senkrechten 
Sclinitten   enthalten   ist,    durch  KräHe  getrieben,    welclie   die 
verschiedenen    longitudinalen  Streifen  .wieder   auf  zu   winden 
streben    und   in  Ebenen   wirken,   die  auf  Mni^    d.h.  au  p^  der 
Linie,    die   in   M   den   mittleren  Streifen    berührt ,    senkrecht 
stehen.     Diese  Kräfte-  werden  K  um   diese    gerade  Linie  zu 
drehen   streben,    und    zwar   in    entgegengesetztem    Sinne   der 
Windung*     Sey  T  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  gerade 
Linie,    das   man    das   Windungsmoment    des    Stabes,   für 
den  Punkt  iü,  nennen  kann.     Zieht  man  durch  diesen  Punkt 
Linien,  die  mit  den  Axen  der  x,  y^  z  parallel  sind ,   und  be- 
merkt man,   dafs  die  Axe   dieses  INlomentes,    mit   diesen  Ge« 

raden,  Winkel  einschliefst,  deren  Cosinus  -7—,  — ,  —  sind, 

ds     äs     ds 

80  findet  man  daraus  (^.  2S1) 

dx  cly  dz 

cLh  eis  eis 

für  die  Momente   der  Kräfte,    welche   auf  K  im  Sinne  der 
Drehung  wirken,  in  Beziehung 'auf  diese  drei  Parallelen. 

Man  bezeichne  durch  /e  das  Moment  der  Elasticliät  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  J/,  d.  h.  das  Moment  der  Kräfte, 
deren  Summe  2^  ist,  in  Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch 
diesen  Punkt  gezogen  ist  und  auf  der  Krümmungsebene  des 
mittleren  Streifens  senkrecht  steht;  t  und  q  seyen  die  Krüm- 
mungshalbmesser in  diesem  Punkte,  im  natürlichen  Zustande 
und  nachdem  die  Platte  ihre  Gestalt  geändert  hat,  und  ß  be- 
zeichne eine  positive  Grüfse,  welche  vom  SloiFe  und  dem 
senkrechten   Schnitte   im   Punkte   M  abhängt,    so   haben   wir 

und  wenn  man  /',  g^  h  die  Winkel    nennt,   welche   die  Axe 

dieses  Momentes   mit  den  Linien   macht,    die,    den  Axen  der 

Xf  y,  z  parallel,  durch  den  Punkt  M  gezogen  sind,  so  sind 

die  Momente  der  Elasticität    in  Beziehung   auf  diese   drei  ge- 

'  laden  Linien 

jLi'  cos  /*,     /e  cos  ff ,     yw  cos  //. 

Sey  JW^  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  MB,   x  ,  y\  z' 
seine  drei  Coordinaten,  «'  der  Bogen  AM*  und  ;/,  w',  X',  Y  ,  Zi 
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daSy  was  y^  w«  X^  Y*,  Z  in  Beziehung  airf  den  Fuiikt  M' 
werden.  Nennt  man  /  die  Länge  des  nüulereu  Slreifena 
und  setzt 

\y'  {x  -  x)-  X'  {y'  -  y)\Y'm'da'  =  Zi, 
\x'iz'—z)—  Z'(x'  —  x)]/o,'d8'  =  Yi, 
'iZ'iy'—j)^  Y'iz'^z)]y'i>i'ds'  =  Xj  , 

3 

80  sind  diese  drei  Gröfsen  Xi,  Yi,  Zi  die  Momente  der 
gegebenen  Kräfte,  die  auf  K  wirken^  in  Beziehung  auf  die 
Axen,  weldie  durch  den  Punkt  M,  nach  den  Richtungen 
der  X,  f,  £  gezogen  sind. 

Endlich  nehme  man  an>  es  wirkten  noch  besondere  Kräfte 
auf  das  freie  Ende  von  K]  man  bezeichne  durch  M,  Qj  H 
die  Summen  ihrer  Seitenkräfte,  die  mit  den  Axen  der  x,  y,  e 
parallel  sind  und  durch  a\  b\  c  die  Coordiuaten  des'  An- 
grilTspunktes  ihrer  Mittelkraft,  so  sind  ihre  Momente  in  Be- 
ziehung auf  dieselben  Axen  wie  Zx,   Yi,  Xi/ 

Q{a'^x)~-P{h'-y) 

P  (c'  —  z)  —  R{a'  —  x) 

Rih'-y)-  Q{c'-z), 

^  und  wenn  man  durch  a,  b,  c,  die  Coordinaten  des  Endpunktes 

U   des  mittleren   Streifens    bezeichnet,    so    kann   man    diese 

Momente  durch 

Q{a  —  x)  —  P  {b  —y)  +  R' 

p[c—  z)  —  R  (a—x)  -f  Q' 

R(h-y)-Q  (c-z)-\.  P' 

ersetzen^  indem  man,  zur  Abküi*zung, 

Q(a'  —  a)  —  P{b'  —  b)  =z  R' 

P(c'  — c)  —  iZ(a'  — a)  =  Q' 

Rlb'  —  b)—  Q  {c'  —  c)  =  P' 
setzt. 

Im  Allgemeinen  sind  die  Coordinaten  ä\  b\  c  von 
a,  6,  c  verschieden^  weil  die  äufsersten  Kräfte  P,  Q^  R  nicht 
unmittelbar  an  den  elastischen  Stab  angebracht  sind  und  an 
den  Endpunkten  eines  Hebelarmes  wirken.  Mögen  nun  diese 
Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft   haben  oder  nicht,   immer  sind 
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die.  Gröfseii  P\  Q\  R'  ihre  Momente  in  Beziehung  auf  Axen 
die  durch  den  Punkt  5,  mit  denen  der  x,  y^  z  paraUel,  ge- 
zogen sind/    Nimmt  man  daher  an^  daCs  in  diesem  Punkte 
dx  f       dy  ,       dz 

ist,  und  setzt  man 

P'cosa'  -{-  Q' cos  ß'  +  ü'cosy'  =  /,, 
so  drückt  diese  Gröfse  L  das  Moment  der  ätifsersten  Kräfte 
in  Beziehung  auf  die  Tangente  am  Punkte  B  {§.  281)  aus, 
woraus  man  schon  schliefsen  kann,  dafs  £  das  Moment  der 
äufsersten  Windung,  oder  der  Werth  von  t  in  Beziehung 
auf  denselben  Punkt  seyn  wird.    - 

Dies  vorausgesetzt,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  des 
Theils  K  des  elastischen  Stabes  hinreichend,  dafs  die  Summe 
der  Momente  aller  Kräfte,  die  auf  seine  verschiedenen  Schich- 
ten und  an  den  Endpunkten  wirken ,  in  Beziehung  auf  jede 
Axe,  Null  sey,  was  die  drei  Gleichungen 

/,  CO*/--  r^  +  Xi+P'  +  Ä(6-^)-  Q(c-«)=:o 
fico6h  —  T^  +  Zi-\-R'-}'Q{a—x)—P(b—y)  =  o 

et  o 

giebt. 

318, 

Nach  den  Formeln  des  $.19  hat  man 

-        dyd^z  —  dzd^y 
CO»  /  =  r—T-i ^^ 

dzd^x  —  dxd^z 
COS  g  =    r-r-i 

-         dxd^y  —  dyd^x 
COS  h  =    ^ — ---^ , 

wo   Xds^   die   Quadratwurzel   aus    der  Summe   der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist.    Hieraus  folgt 

d.f.cosf=  dyd.L--  _  dzdJj^ 
7  j    j  /tid^x  _      -    ud^z 

32 
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und  daher 

—  d.^to^J  +  -^d.ftcosg  +  —  d.p  cos Ii  =  o. 

Aufserdem  hat  man 

ds^  "*"  ds^    "*"  rf«2 

dz  -j  dx  dy       dy      .dz    ,  dz   _ 

rf^         da  da        da      ^     da        da 

Addiert  man  daher  die  Differentiale  der  Gleichungen  (6), 

dx     dy     dz 
nachdem  man  eie  mit  -;— >   "r"»   "T*  multipliciert  hat,  80  hat 

da      da      da 

man,   wenn  man  redu eiert, 

da  da  da 

da  aber  die  der  Integration  unterworfenen  Gröfsen  in  den  Wer- 
then  von  Xi,  Y^  Zi,  an  der  Gränze  «' =  ä  verschwinden, 
80  ist  es  hinreichend  {§.  14),  unter  dem  Integrationszeichen 
in  Beziehung  auf  x,  y^  z  zu  differentiieren ,  um  die  Werthe 
von  dXiy  dYiy  dZi   zu  erhalten.     Man  hat  daher  einfach 

dXi  =  dz   rW'y'mda'  —  dy  T  Z'/w'da' 
dY-i  =.-dx  I    Z'y'aslda    —  dz   1    X'y'cD'ds' 

dZi  =  dy  /X'/ta'ds'  —  dx  r^Y'/m'ds' 

und  wenn  man  die&e  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung 
substituiert,  so  reduciert  sie  sich  auf  du  ^=20. 

Das  Moment  der  Windung  ist  daher,  in  der  ganzen 
Länge  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Stabes,  constant, 
wie  auch  die  an  denselben  angebrachten  Kräfte  beschaffen 
seyen. 

Sein  Werth  ist  daher  überall  derselbe,  wie  an  den  bei- 
den Enden  des  Stabes,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  man 
am  Punkte  JB,  wie  früher  gesagt  wurde,  % -=.  L  hat.  Denn 
in    diesem  .Punkte    hat  njan    x  z=:  a^   y  :=:  by    z  z=z  c  ;    die 


499 

Inlegrale  Xi,  Y*!,  Zi  verschwinden,  und  die  Gleichungen 
(6)  werden 

T  cos  a'  ==  /*  cosy  4"  ^' 

T  cös/J'   =  /*  COS^  +   Q* 

%  COS  y'  =  fjb  cos  Ä  -|-  jR'. 
Da  die  auf  der^Krümmungsebene  des  mittleren  Streifens 
«enkrecht  stehende  Linie  und  die  Berührungslinie  dieser  krüm- 
men Linie  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  hat  man  in  dem- 
selben Punkte  B 

'    cos  u   cosj  -|-  cos/?'  cos^  -f^  cos  y'  cos  ä  =  o; 

wenn  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  zusammen  addiert, 
nachdem  man  sie  mit  cos  a',  cos/9',  cosy'  multipliciert  hat, 
so  wird  die  Gröfse  fi  verschwinden,  und,  vermöge  des 
Werthes  von  L^  hat  man  %z=zL. 

'  Nur  das  Moment  der  Windung  kann  aus  den  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  gefunden  werdeh  5  was  aber  die  Windung 
selbst  betrüTt,  so  ist  ihre  Gröfse,  in  der  Länge  des  Stabes, 
veränderlich,  wenn  sich  der  Stoff  oder  der  senkrechte  Schnitt 
von  einem  Punkte  zum  anderen  ändern.  Ist  der  Stab  gleich- 
artig und  der  senkrechte  Schnitt  constant,  so  ist  der  Unter- 
schied der  Windungswinkel  an  den  Endpunkten  beider  Theile 
des  Stabes  derselbe,  wenn  diese  gleich  lang  sind,  und  den 
Längen  proportional,  wenn  sie  verschieden  sind.  Man  nehme, 
um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  an,  es  werde  ein 
gleichartiger  prismatischer  oder  cylindrischer  Stab  an  einem 
Ende  eingeklemmt,  und  man  bringe  an  das  andere  Ende  zwei 
gleiche  Kräfte  an,  die  parallel  und  entgegengesetzt  sind  und 
in  gleichen  Abständen  auf  zwei  verschiedenen  Seiten  wirken. 
Dieser  Stab  wird  gerade  bleiben,  er  wird  sich  aber -um  sich 
selbst  winden,  der  Länge  und  dem  Momente  dieser  zwei 
Kräfte,  in  Beziehung  auf  den  mittleren  Streifen  proportional, 
welches  Moment  der  Werth  der  Gröf&e  L  ist.  Ich  habe 
aufserdem  in  der  schon  ({.  306)  angeführten  Abhandlung  ge- 
funden ,  dafs ,  wenn  der  senkrechte  Schnitt  dieses  Stabes  ein 
Kreis  ist,  die  Gröfse  der  Windung,  bei  sonst  gleichen  Um- 
ständen ,  der  vierten  Potenz  des  Durchmessers  proportional 
ist,  was  auch  durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird. 
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!  319. 


Zwei  der  Gleichungen  (6)  oder  zwei  beliebige  Verbin- 
dniigen  dieser  GleichuDgen  ^  in  wekhe  man  den  Werth  von  /^ 
»ubslituierl  und  L  an  die  Stelle  von  %  gesetzt  hat,  dienen 
dazu,  die  Figur  des  Stabes,  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
Wichtes,  zu  bestimmen.  Ist  er  ursprünglich  gerade,  und 
sind  alle  angebrachten  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthalten, 
so  reducieren  sich  die  drei  Gleichungen  (6)  auf  eine  einzige,' 
welche  die  der  ebenen  krummen  Linie,  die  durch  den  mitt- 
leren  Streifen  gebildet  wird,  seyn  wird. 

Man    nehme  die  Ebene   dieser  Kräfte  für  die  der  a;   und 
y,  so  hat  man 

Ä  «=  o,     cos/=  o,     cos^  ==r  o 

c  =  o,    c'  =  o,     Ä  =  o,  cos  y'  ==  o, 
woraus  sich 

Xy  =  0,     Y^^o,    P'  ^o,     Q'  ^o,    ,.  =  Z  =  o 
ergiebt,  und  die   zwei  ersten   Gleicliungen  (6)  verschwinden. 

Da  r  =r  OO  ist,  so  reduclert  »ich  der  Werth  von  /*  auf  -^, 

•uch  hat  inan    cos  Ä  =  ±:   i ;    herücksichtigt   man    aber   L 
Richtung  der  Wirkung   von    T  auf  den  TheU  K  des  Stabes 
(f.  314),   so   ist   es   leicht  zu  sehen»   dafs  man   C08Ä=:—  l 
Weis"  *^"'"  Gleichung  (b)  nehmen  mufs,  welche,   auf  diese' 

y^  [Y'Xx'-^)  _  X'(j'-<y-)]yWds' 
+  R'  +  Q  (a-.v)  -  Pib~y)  ^l\     ^"^ 

l^^i^^A^"^^Tf''  ^''■''  ^'"'"  """^  ^^'  Bezeichnungen 
des  f.  314  beibehält,  der  Werth  des  Coefficienten  ß 

seyn  wird. 

Sind^die  Kräfte  X  und  Y  Null,  so  fällt  diese  Gleichung 
{c)  mit  der  Gleichung  (1)  des  f.  308  zusammen,  indem  man 
bemerkt,  dafs  in  dieser  die  Kräfte  P  und  Q  an  dem  End- 
punkte  des  Stabes  selbst  wirken,  wodurch  ihr  Moment  R' 
Null  wu-d.      In  aUen  Fällen  kann  man  bewirken ,   dafs  durch 
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dia  DifTereDliationen  die  lutegrale,  die  in  der  GleicLuDg  (c) 
eulhallen  siud,  verschwinden,  wodurcli  diese  Gleiclning  in 
eine  DilTerentialgleicliung  der  vierten  Ordnung  übergeht. 

Ist  die  Gestall  des  Stabes  durch  die  Gleichung  (c)  bestimo)!, 
so  müssen  noch  aufGerdein  die  daran  angebrachten  gegebenen 
Kräfte  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  d 
gen,  welche  sich,  dn  alle  Kräfte  in  derselben  1 
sind,  auf  drei  rediicieren.  Mau  beaeichne  d 
und  E  die  Siinunen  der  besonderen  Kräfte,  dii 
punkt  ^  des  Slabes ,  iiarallel  mit  den  Axen  der 
keu,  und  durch  F'  ihr  I^loment  in  Beziehi 
Punkt  ^,  so  dals  IJ,  E,  I",  in  Beziehimg  ai 
das-sind,  was  P,  Q,  ü'  in  Beziehung  au 
Endpunkt  B  sind.  Die  drei  erwähnten  Gleich 
dann 

D  -\-  P  -\-  r    X'/a'ds'  =  o 

■E+  Q+y„'  Tr'm'ds-  ^o 
F'+  R'+  Q(a-x).~  P(b~y) 

wo  man  stall  x  und  y  die  Coordinaten  des  Fti 
miifs. 

Siud  die  beiden  Endpunkte  des  Slabes  voll  „ 
die   äufsersleu    Kräfte    und    ihre   INIomenle    gegeben.      lal   der 
Slab  an  seinem  Knde  ^   eingeklemmt,    so  sind    die  Kräfte  JJ 
und    £!  und    ihr   Moment    F'    unbestiniml ,    man    kennt   abep 

alsdann  die  Werihe  von  x,  y,  -—-,  in  Beziehung  auf  diesen 

•^  dx 
Punkt  ji.  Wird  der  Slab  nur  durch  den  festen  Punkt  j4 
gehalten,  so  sind  die  Kräfte  D  und  £  uoch  immer  unbestimmt; 
ihre  Mittelkraft  drückt  den  Widerstand  dieses  SiülEpunktes 
aus,  und  ist  dem  Drucke,  den  derselbe  erleidet,  gleich  und 
entgegengesetzt  und  ihr  Moment  ist  F'  =  o.  Man  kennt  als- 
dann  die    Werihe    von    :v   und  y ,■  aber   nicht  mehr   den  von 

äy 

-r-  ■     Dieselben  Bemerkungen  seilen   für  den  Funkt  B. 

fix 
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320. 
Man  nehme  z.  B.  an ,  der  Stab  eey  gleichartig  ^  und  ur- 
sprünglich prismatisch  oder  cylindrisch ,  so  dafs  die  drei  Grö- 
fsen  yy  (Oj  ß  constant  sind.  Man  nehme  aufserdem  an,  dafs 
nur  solche  Kräfte  auf  ihn  wirken,  die  auf  seiner  Länge  senk- 
recht stehen  und  ihn  nur  sehr  wenig  von  seiner  aurängllchen 
Lage  entfernen^  und  nehme^  für  die  Axe  der  Xy  den  mittleren 
Streifen  in  dieser  Lage,  so  hat  man  alsdann 

D   =2   O,       X   =    O,       P    Z=ZO, 

wodurch  die  erste  Gleichung  (d)  verschwindet.    Vernachlässigt 

dy 
man  das  Quadrat  von  -7^«    so  hat  man  auch 

ax 

da  =  dx.    . —  =  -7-^, 
und   die  Gleichung  (c)  reduciert  sich   auf 
/*  ^  =  Ä'  +  <?  (a  -  *)  +  Y'ofl  5"'(*'  -  x)ds'.   {e) 
Differentiiert  man  einmal^  so  hat  mau 

Auch  hat  man  ($.  14) 

d.r^Y'ds'  =  —  Yds-, 

diiTerentiiert  man  zum  zweiten  Male  und  setzt  dx  statt  ds^  so 
hat  man  daher  ,. 

•  Die  vier  willkührlichen  Constanten,  welche  das  volistän- 
tlige  Integral  dieser  letzten  Gleichung  enthält,  kann  man  durch 
die  Bedingungen,  welche  '  sich  auf  die  beiden  Enden  des  Stabes 
beziehen,  bestimmen,  indem  man  bemerkt,  dafs  der  aus  dieser 
Gleichung  abgeleitete  Werth  von  y  den  zwei  vorhergehenden 
Gleichungen,  für  alle  Werthe  von  Xj  Genüge  leisten  mufs. 
Da  aber  die  Gleichung  (/)  durch  Differentiation  aus  den 
beiden  anderen  abgeleitet  ist,  so  ist  es  hinreichend,  wenn 
dieser  Werth  von  y  diesen  Gleichungen  für  einen  bestimmten 
Werth  von  x  Genüge  leistet«.     Man  braucht  also  nur 
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für  xz=  a  zu  haben ,  welche  BediDgimgen  sich  aus  der  Glei- 
chung (e)  und  ihrem  ersten  DifTerentiale  ergeben,  >Tenn  man 
in  denselben  statt  x  diesen  besonderen  Werth  seta^t.  Giebt 
ma^n  x  den  Werth,  der  sich  auf  den  Punkt  ^  bezieht,  und 
berücksichtigt  die  Gleichungen  (d),  so  hat  man 

'^  dx^    '  *    dx^ 

Diese  Gleichungen  geben  aber  kerne  neuen  Bedingungen, 
welche,  von  denen,  die  in  den  Gleichungen  (d)  und  (g")  ent- 
halten sind,  verschieden  warefaj  und  die  man  daher,  wenn 
man  will,  durch  das  System  der  Gleichungen  (g*)  und  (A) 
ersetzen  kann. 

321. 
Diese  Formeln  enthalten  auch  den  Fall,  wenn  das  Ge- 
wicht des  Stabes  berücksichtigt  wird.  Alsdann  nehme  ich 
an,  dafs  der  Punkt  ^  fest  ist,  und  betrachte  ihn  als  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  x  und  y,  ferner  setze  ich  voraus,  dafs 
die  Axe  der  Xy  welche  die  ursprüngliche  Richtung  des  Stabes 
angiebt,  horizontal  sey;  ich  nehme  die  Axe  der  positiven  y 
im  Sinne  der  Schwere  und  bezeichne  diese  Kraft  durch  g. 
Alsdann   hat   man    Y=g,   und   das   Integral    der   Gleichung 

ßy  =  sr^  ^4  +  cx^  +  cx^  +  &x,      (1) 

wo  C,  C,  C"    drei    willkührliche    Constanten    bedeuten    und 
die   vierte   NuU   ist,    weil    man    am   Punkte    Jy    x  ::=z  o   und 

Y  zzz  o  bat. 

Man  nehme  an,  der  Stab  sey  an  diesem  Endpunkte  einge- 
klemmt,   so  mufs   auch  -^   =  o    seyn,    wenn    x  =  o    ist, 

'  ax 

woraus  C"  =  o  folgt.  Aufserdem  sey  das  Gewicht  Q  un- 
mittelbar an  den  anderen  Endpunkt  B  angebracht,  so  dal's 
sein  Moment  B'  Null  sey.  In  Folge  der  Gleichungen  {g\ 
die  diesem  Punkte ,   oder  a?  =  o ,    entsprechen ,   hat  man 

igy(aa^  +   6  Ca  ^  2C'  =  o 
gyfoa  -j-   6  C  ==  —  Q» 
Ich  finde  hieraus  die  Werthe  von  C  und  C,  substituiere 
sie  in  die  Gleichung  (l),  in  welcher  ich  das  Glied  C'x  weg- 
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lasse,  nenne  q  das  Gewicht  dt$  Stabes,  so  dafs  man  q  =  gywa 
hat,  so  ergiebt  sich 

welche  Gleichung  mit  der  des  $.310  zusammenfallt,  ^w^enn 
man  das  Gewicht  des  Stabes  vernachlässigt  und  Qc^  statt  /$ 
setzt.  In  den  beiden  Fällen ,  wenn  Q  z=  o  und  q  :=.o  ist, 
hat  man 

für  die  Ordinate  des  Punktes  jB,  welche  die  ganze  Biegung 
des  Stabes  ausdrückt.  Setzt  man  Q  z=z  q^  so  sieht  man ,  dafs 
die  Biegungen,  welche  ein  Gewicht  Q  hervorbringt,  das  an 
dem  freien  Ende  eines  horizontalen  an  seinem  anderen  Ende 
eingeklemmten  Stabes  aufgehängt,  oder  gleichförmig  über  die 
ganze  Länge  dieses  Stabes  vertheilt  ist,  sich  wie  8  zu  3  zu 
einander  verhalten. 

322. 
Wenn   der  Punkt  B  ebenso   wie   der  Punkt  ^  fest   ist, 
und   auf  derselben   horizontalen  Linie    liegt ,    so   mufs  jy  =  o 
seyn,  wenn  xz=a  ist,  wodurch  die  Gleichung  (1)  in  folgende 

Übergeht,  wo  q  noch  immer  das  Gewicht  des  Stabes  ist.     Die 

Bestimmung  der  beiden  Constanten  C  und  C   bietet  folgende 

Fälle  dar: 

1)     Wenn  der  Stab  an  seinen  beiden  Enden  eingeklemmt 

dy 
ist,  so  mufs  man  -r^  =o  haben,  Wenn  xzno  oder  Ar  =  a 

ux 

ist;  hieraus  findet  man 

und  die  Gleichung  (2)  wird 

ßy  =  ^i— -. 

Nennt  man  f  den  Werth  von  y,  der  der  Mitte  der  krum- 
men Linie,  die  durch  den  Stab  gebildet  wird,  d.  h.  dem 
Werthe  x'=z\a  entspricht,  so  hat  man 


J 
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16. 24,^ 

2)  Wird  der  Stab  nur  durch  die  festen  Punkte  A  und 
B  gehalten,  so  sind  die  Lasten  dieser  Stützpunkte  die  Kräfte 
E  und  Q,  wenn  man  sie  in  dem,  ihrer  Richtung  entgegen- 
gesetzten Sinne,  nimmt,  und  ilire  Momente  jP  und  R'  sind 
Null  (f.  319).     In  Folge  der  ersten  Gleichungen  {g)  und  (A) 

hat  man    - — r  =  o    für   die   Werthe  Ji'  =  o   und    jc=a, 

woraus  man 

C  . ^q,     C  =  0 

findet.     Alsdann  hat  man 
und  der  Werth  von  /  ist 


16.24./?' 

d.h.  das  Fünffache  von  dem,  welcher  im  ersten  Falle   statt 
fand.      Vermöge   der   ersten   Gleichungen    {§')  und   (A)   hat 

man  auch 

^=  Q  =  —  i?, 
welche  Werthe   auch   im   ersten  Falle  statt  finden  und  von 
selbst  einleuchten. 

3)     Endlich,  wenn  der  Stab  an  dem  Ende  ^  eingeklemmt 
ist,   am   anderen  Ende   nur   zurückgehalten  wird,  hat  man 

dy  d^r 

^  ==o,   wenn  x^=o  ist,    und  -t-^  =  a,    wenn  «?=« 

dx  dx^ 

ist,  woraus  sich 

C  =  —  ^        C  =  ?^ 

48'  "^16 

ergiebt,  wodurch  die  Gleichung  (2) 

_  qx^{<^  —  x)  (3^^  —  2x) 

ßy  ^  ^^^ 

wird.    Die  zweiten  Gleichungen  {g)  und  (A)  geben  zu  glei- 
cher Zeit 

<?  ==—  i?^    £==!?> 
woraus    hervorgeht,    dafs   sich   das  Gewicht   des  Stabes  auf 
ungleiche  Weise  zwischen   den   zwei  Stützpunkten  vertheilt 
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unA   Oie  Lagt   des   etugeklemmten   Budes,    im   Verlikllnisae 
von  5  zu  3,  grüfser  ist,  ftls  die  des  tmderen. 

323. 

Man  oelim«  uocli  immer  aa,  dafs  die  Punkte  ^  und  S 
fest  sind  und  auf  derselben  Iiorizonlalen  Linie  liegen  und 
dafs  der  Stab  gleicliarlig  uud  priematiscli  iet,  und  betrachte 
uuD  den  Fall,  wenn  die  anderen  Funkle  mit  Gewichten  beladeu 
sind,  die  über  die  ganze  Länge  ungleicli  vertheilt  sind. 

Sey   daher 


wo  (fiX  eine  gegebene  Function  iet,  die  verschwinder ,  wenn 
x^^o  uud  wenn  x  =  a  ist  und  q  das  ganze  Gewicht  be- 
deutet, was  \orau8selzt,  dafs  man 


/:< 


xdx  =  a 
hat. 

Diese  Function  fx  kann  eine  conlinuierliche  oder  dis- 
contintiierltche  eeyn ,  d.  h.  ihr  analytischer  Ausdruck  kann 
sich  zwischen  den  auTsersien  Werlhen  x  =  o  und  x:=  a 
niehruials  ändern,  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  mau 
sie  durch  die  Ordinale  einer  Linie  darstellt,  deren  Abscisse 
:i;  ist,  so  kann  diese  Linie  aus  mehreren  Stücken ,  die  zu 
verschiedenen  krummen  Linien  gehören,  bestehen.  Bezeichnet 
man  duich  i  eine  Linie,  die  so  klein  ist  ab  man  will,  so 
kann  man  z.B.  annehmen,  dafs  ^x  zwischen  den  Gr&uzeii 
x=zo  und  x  =  ^a  ^  d  und  zwischen  x  ^  \a  -^  9  und 
x''=i  a  Null  sey,  so  daTs  die  Werthe  dieser  Funcliou ,  die 
'  nicht  Null  sind,  nur  in  einer  kleinen  Ausdehnung  3  auf  beiden 
Seilen  von  x'^\a  stall  haben.  Dieser  Fall  findet  bei  einem 
Gewichte  q  statt,  das  auf  die  Mille  eines  elastischen  Stabes 
wirkt,  welchen  wir  sogleich  besonders  untersuchen  werden. 

Mag  nun  die  Funcliou  (px  eine  contiuiiierliche   oder  dis- 
contiuuierlicbe    seyn,    sobald    sie    für   die  Werthe    x:^ 
x=ia   Null  ist,  so  hat  man   von  x  =  o  bis  Ä  =  a, 
■W'erth  mit  inbegriffen, 


<px   z:^  —  2,1    j     siu ffix  ax    t  » 
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wo  n  eiue  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und  die  Charakte- 
ristik JS  eine  Summe  bezeichnet ,  die  sicli  auf  alle  Werthe 
von  n ,  von  /»  =  1  bis  /»  =  o6  erstreckt.  Diese  Formel 
verdankt  man  Lagrange,  der  sie  in  den  alteren  Abhandlungen 
der  Turiner  Akademie  '^)  mitgetheilt  hat;  wir  werden  sie 
später  beweisen.  Wenden  wir  dieselbe  an,  so  wird  die 
Gleichung  (/*) 

d^y         2q       r    />«  .    nnx'         ,       ,\     .    nnx 

ß  —2  z=z  —  2  l    /      sin ©  X  dx    )  sin , 

.    ^  dx^        a^       \/  o  a       ^  J  a    ^ 

und  wenn  man  uitegriert,   und  bemerkt,    dafs  ^  =  o   für  die 
Werthe  x  =zo  und  x:=za  ist,  so  hat  man 

ßy  —  -2--.  Z  —rl  sin  -— —  ipx  dx   )  sin 

+  x{a—x)  [C^  +  C'(a  — at)], 
wo  C  und  C  wiUkührliche  Constanten    sind,    die  man,    wie 
in  den  drei  Fällen  des  vorhergehenden  Paragraphen,  bestimmt. 


324. 
Man  untersuche  insbesondere  den  Fall,  wenn  das  Ge- 
wicht g  in  der  Mitte  des  Stabes  aufgehängt  ist,  d.  h.  den  Fall, 
wo,  wie  eben  gesagt  wurde,  die  Function  (px'  für  aHe  Wer- 
the von  x\  die,  wenn  auch  noch  so  wenig,  von  ^a  verschie- 
den sind,  Null  ist. 

.     nnx' 

Alsdann  kann  man  in  dem  Factor  sin ,    welchen 

a 

das  Integral,  in  Beziehung  auf  x'^   enthält,  x'=  ^a  setzen, 
woraus  sich 


/►«  .    nnx'         ,       ,  ,    nn    n^        ,  ,    ,  .    n 

sin q}X  dx    =  sin  -s —  /       q)X  ax    =  asin  — 
o            a  2  J   o  ^ 


n 

T 

ergiebt,  und  wodurch  alle  Glieder  der  Summe  ^,  welche 
geraden  Zahlen  n  entsprechen,  verschwinden.  Ich  bezeichne 
durch  i  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl ,  setze  n  z=l  2i  —  1 
und   dehne    die  Summe  2  auf  alle  Werthe  von  i,    zwischen 

(2  £ 1) 

i  =  1  und  £  =:  OO  aus*     Da  sin  -^ : 71  =  —  ( —  1) '  ist, 

/£ 

so  wird  die  Gleichung  (6) 


♦)  T.3.  pg.261. 
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ßy  —  x{a  —  x)  \Cx^C{a  —  x)\ 

2qa^  (—1)«        .    (2i—i)nx 


n^  {2i—iy  a  • 

Nach   einei*  bekannten  Formel   hat   man  aber,    wie  man 
später  sehen  wird , 

2  r~ r::  sin  (2i  —  1 )  w  = 

für  alle  Werthe  von   m  von    co  =:  o   bis   co  =  j  tt.     Hat    man 

daher  x  <;  ^  ^  ?  ®o  setzt  man  co  =  und  hat 

a 

V,     (—1)'         .    (2i  —  i)7ix  n^    ,       , 

ist  dagegen  a;  >  J  a ,  so  setzt  man  m  =  — ^^ r  uud  da  man 

a 

.      {2i—i)n{a~x)  .    (2^— 1)91:^? 

siD ^ ^  rz:  sin-^ 

a  a 

hat,   so  findet  man  daraus 

_    (—1)»       .    (2i—\)nx         71*        ,  , 

Auf  diese  Weise    erhalten    wir  die   eine  oder   die  andere 
der  beiden  Gleichungen 

ßy  =  x (a  —  x)  [Cx  +  C'(a—x)  —  ±(4x^—3a^x)    ^ 

fiy  =x{a-^x)[Cx  +  CXa^x)^^[A{a^xy^3a%a^x)]y 

Es    müssen  daher  nur  noch  die  Constanten  C  und  C   in 
den  drei  folgenden  Fällen  bestimmt  werden. 

1)     Die  Bedingung  -p-  =  o    für    x  =  o    und    je  ==  « , 

welche  statt  hat,    wenn  der  Stab    an   seinen  beiden  Enden 
eingeklemmt  ist,   giebt 

16 
Die  Gleichungen  (1)  werden 

ßy  ^~i3ax^-4x9) 
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dy 
in   der  Mitte  des  Stabes  hat   man  ~-  =  o,    wie    an    den 

ax 

Endpunkten ,  und  /*,    d.  h,  die  Ordinate ,   welche  jc  =z  J  a 
entspricht,   wird 


4.48./?' 

3.  h.  das  Doppelle,  von  dem  Werthe,  welcher  im  ersten 
Falle  des  f.  322  statt  hatte.  In  Folge  der  zweiten  Glei- 
chungen (ff)  und  (A)  hat  man  auch 

wie  dies  seyn  mufs. 

2)     Im  Falle,   wenn  der  Stab  in  seinen  Endpunkten  nur 

.•  .  d^y 

einfach    festgehalten    wird,    wo    man   also    -;-—   z=   o     für 

dx^ 

A7  =  o  und  X  ziz  a  haben  mufs ,   folgt  daraus 

C=o      C  —  o, 
und  dalier 

fiy  =  ^{^a^x~4x^) 

ßy  =  ^  \^a^{a^x)  —  4(a  — a;)']. 

In  der  Mitte  der  krummen  Linie  ist  die  Tangente  hori- 
zontal und  die  Werthe  von  Q  und  E  sind  —  \q,  wie  im 
ersten  Falle;  der  Werth  der  Ordinate /"  ist  aber 

-^  48 /jf' 

so  dafs  er  das  Vierfache  des  Vorhergehenden  ist  und  im. 
Verhältnisse  von  8  zu  5  grofser  ist,  als  der  des  zweiten 
Falles  des  }•  322.  Zieht  fnan  durch  einen  oder  den  an- 
deren der  Punkte  A  und  B  eine  Tangente  an  die  elastische 
krumme  Linie,  bezeichnet  ihre  Neigung  durch  ce  und.  durch 
/'  die  verticale  Ordinate  des  Punktes  dieser  geraden  Linie, 
der  der  Abscisse  \  a  entspricht ,  so  hat  man 

tang  a  =  — ^,     /    =  i^tang«, 
woraus  sich 

ergiebt.     Im  zweiten  Falle  des  {.  322  ist  das  Verhältnifs  von 
f  zw  f  gleich  !•        .    ' 
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3)     Ist  endlich   der   Stab    an  dem    Endpunkte   A   eltige« 
klemnit    und  an   dem  anderen   Ende  B  blos  angeleimt,    so 

hat   man   -—  =  o  für  jr  =  o   und  — -—  =  o  für  x mz  <i; 
hieraus  findet  man 

(T  —  —  !L       c—  —  ^ 

und  die  Gleichungen  (1)  werden 

> 

Sie  geben  für  A?  =  Ja  denselben  Werth  von  y,   neftilicli 

7  q  a^ 

•^  8.96.^' 

dies  ist  aber  nicht  die  gröfste  Ordinate.     Auch  hat  man 

16   '       ^  16' 

so   dafs   das    Gewicht   q   sich   im   Verhältnisse   von    11    zu  5 
zwischen  den  Stützpunkten  A  und  B  vertheilt. 

Ich  werde  nun  die   früher  angeführte  Lagrange'sche  For- 
mel beweisen. 

Zu  diesem  Ende  betrachte  man  die  Gröfse 

1— A2 


1—  2Acos-^  +  A^  ' 
welche  in  Beziehung  auf  Ä  ein  rationaler  Bruch  ist  und  in 
welcher  &  einen  reellen  Winkel  bedeutet.  Entwickelt  man 
sie  nach  den  Potenzen  von  h,  so  erhält  man 
1  +  27i  coBd"\-2h^  co82^-(-  2ä3  cos3'd'+  2  A*  cos4^-f-  ..., 
wie  sich  leicht  beweisen  läfst.  Denn  wenn  man  diese  uneud- 
liehe  Reihe  durch  den  Nenner  1  —  2A  cos  &  -{-  A^  des  Bruches 
multipliciert,  'so  findet  man  den  Zähler  wieder,  wenn  man 
bemerkt,  dafs  man 

2  cos  n  &  cos  &  =  cos  (n  -j-  1)  ^,-|-  cos  (n  —  1)  ^ 
bat,  was  auch  die  Zahl  n  sey.     Ist  A  kleiner  als  die  Einheit, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  so  ist  diese  Reihe  eine  con- 
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vergierende  und  der  Brucli  ist  genau  seiner  ins  Unendliche 
verlängerten  Entwickelung  gleicli.     Da 

ist,   so  hat  man  daher,    in  dieser  Voraussetzung ^ 

WO  die  Summe  2  sich  auf  alle  Werthe  der  ganzen  Zahl  n 
von  n  =  i  bis  72  =  00  erstreckt.  Wie  auch  daher  die  Func- 
tion/»9'  und  die  reelle  Coustante  u  beschaiFen  seyen,  so  hat 
man  immer 


/, 


o  (i_A)2  4-4A8in2|(^~«) 

U      Ö  mJ      O 

Sey  g   eine   positive   unendlich   kleine   GrÖfse,    so   wird 

diese  Gleichung  noch  immer  bestehen,  wenn  man  Ä  =  1  —  g 

setzt,    weil  sie   für  alle  Werthe  von  A,    die  kleiner    als  die 

Einheit   sind,    statt  hat.      Für  alle    endlichen  Werllie   von  /z 

hat  man  , 

A«  t=  (1  — ^)«  =  1; 

für  unendliche  Werthe  dieses  Exponenten  kann  h*^  von  der 
Einheit  verschieden  seyn,  integriert  man  aber  theilweise,  so 
hat  man 


fj 


J'&co8n{&  —  a)dd'  =  —J0^6inn{& — o) 


-1/ 


dJS- 
—  %\nn{&  —  a)dd', 


so    dafs ,    wenn   fd-  nicht    zwischen  den  Granzen   S'  7=^0  und 
^z=in   und  nicht  für   diese  Gränzen  Null  wird ,   das  Integral 

fd-  cosn  {& — a)d&^  welches  mit  A«  mullipliciert  wird, 

für  den  Werth  n  rz  OO  verschwindet,  woraus  sich  ergiebt, 
dafs  man  immer  unter  dem  Zeichen  2  die  Einheit  statt  A^ 
setzen  kann.  Im  Zähler  des  Bruches,  der  unter  dem  Integra- 
tionszeichen enthalten  ist,  hat  man  1  —  ?L^zrz2g,  wenn  man 
g^  gegen  2^  vernachlässigt;  im  zweiten  Gliede  des  Nenners 
kann  man  die  Einheit  statt  A  oder  1  ^ —  g  setzen  und  auf 
diese  Weise  hat  man 
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l  fj»d»  +  2  r" J » cotn  {»  —  a)d» 


=L 


gf&dd-  ^^^ 


Der  Coelficient  von  d'd'  unter  diesem  lelzten  Integrale 
18t  unemllich  klein,  ausgenommen  für  die  Werthe  von  -d-j  die 
uncniUich  wenig  von  a  verschieden  sind,  wodurch  der  Nenner 
unendlich  klein  wird.  Dieses  Integral  ist  ~daher  unendlich 
klein  oder  Null,  so  lange  &  —  a  eine  endliche  Grüfse  ist, 
was  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Integration  slatt  hat,  so 
lange  man  a  <i  o  oder  a  >  yr  setzt.  So  oft  also  die  Con- 
slante  «  aufserhalb  der  Gränzen  Null  und  n  fällt,  so  hat 
man  die  Gleichung 

J  /^J  A^^^  +  ^Jl^  C08  n(&  —  a)d&  =  o.     (2) 


Ist  dagegen  «  >  o  und  <1  TT,  so  giebt  es  Werthe  von 
^,  die  unendlich  wenig  von  a.  verschieden  sind;  setzt  mau 
daher 

-  i9'=  a  +  w,     d&  =  du, 

so    verschwindet   zwar    das    in  Rede  stehende  Integral  für  die 
endlichen  Werthe   von  u^  aber   nicht  mehr  für  die  positiven 
oder   negativen    unendlich   kleinen  Werthe   dieser  Veränderli-  . 
chen.     In  Beziehung  auf  diese  hat  man 

7^=7«,     sini(^  — «)  =  iw; 
der  zweite  Theil  der  Gleichung  wird  daher 

gdu 


"h 


wenn  «  zwischen  Null  und  n  fällt.  Da  aber  .dieses  Integral 
für  jeden  Werth  von  w,  der  nicht  unendlich  klein  ist.  Null 
wird,  so  können  wir  es  jetzt,  ohne  seinen  Werth  zu  ändern, 
auf  beliebige  positive  oder  negative  Werthe  von  u  ausdehnen, 
und  es,  wenn  wir  wollen,  von  u  -=:  —  OO  bis  u  -=.  OO 
nehmen,  alsdann  hat  man 

gdu 


und  zuletzt 


/OD 
-00 


n 


hf^f  ^ rf^  +  2:  /^ V^ cQ%n{&  —  a)d&  =  nfa.    (3) 
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Diese  Sclilufsfolge  pafst  auch  noch  für  den  Fall,  wenn 
a  mit  einer  der  beiden  Gränzen  o  oder  n  zufianmienfällt  * 
liat  man  aber  a  =  o,  so  darf  man  u  mir  positive  Werihe 
geben,  und  bat  man  a  =  tt,  ^o  darf  man  ibm  nur  negative 
"Wertbe  geben,  damit  die  Veranderlicbe  -^j  die  man  gleicb 
>€9  -\^  u  gesetzt  bat,  nicbt  die  Gränzön  der  Integration,  in 
diesen  beiden  Fällen,  überscbreitet.  Auf  diese  Weise  ist  das 
Integral,  in  Beziehung  auf  u,  auf  die  Hälfte  seines  Wertbes 
oder  auf  ^  ^  reduciert  und  wenn  man  durcb  ß  und  y  die 
Wertbe  von  /a  bezeichnet,  die  cf  =  o  und  arzTi;  eutspre- 
eben,  so  ergiebt  sich  bieraus 


i  r^" f^d& -{^  2(—  ly  r^'j S^cosrid^d^  =  iny  \ 

Man  setze  jetzt 

n^'  1^         ^dx 

und  sey  auch 

Da  die  Grüfte  x  positiv  und  kleiner  als  tlie  Constante  a 

ist,    so  setze  man an  die  Stelle  von  a  in  die  Gleichung 

a 

(2)    und  —  in  die  Gleichung  (3).      Bemerkt  man ,    dafs   die 

a 
Gränzen  in  Beziehung  auf  x'  Null  oder  a   sind,   öo  bat  man 

J^r\x'dx'^^2[    9^  cos ^— -I— V^'  =  oj 

2aJ   o^  '  a    J   o  .  k,^5) 

-1  /     (px'dx'A'-S/     (px'cot 4 'dx  =(px 

2aJ  o  *   a    J   o  « 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleicliungcn   von  einander  abzieht, 
SQ  erbäh  man 

—  21     I      tt) AT  sin dx    1  sm ==^Ar, 

was  gefunden  werden  sollte. 

33 
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326. 

Diese   Formel   giebt   die  Weröie    der  Funclion    €px  y    Fäi 
alle  Werlbe  der  Veränderlichen  Xy  die  positiv  und  kleiner  &H 
a  sind,  und  selbst  für  x=:o  und  x:=^a^  wenn  (px  für  diese 
äufsersten  Wertbe  Null  ist.     Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daü 
die   durch    2   angedeutete    Reihe    immer    zuletzt    convergiei*; 
denn   für    sehr    grofse    Werthe    von    n    wird   das    iQtegral  in 
Beziehung  aul  x*  eine  sehr  geringe  Grofse,  die  immer  kleiner 
wird,    so  wie   n  zunimmt,    und  die  für  /2  =  00   völlig  NiiU 
wird,   wie   sich   oben   mit   Hülfe   der   theilweisen    Integration 
gezeigt  hat.     Diese  Bemerkung  ist  nothwendig  und  lunreicheDcI, 
um   den    Gebrauch   zu    rechtfertigen,    den   wir   von    der    vor^ 
hergehenden  Formel  machen  werden. 

Die  verschiedenen  Formeln,  durch  welche  man  auf  diese 
Weise  Theile  von  willkührlichen  Functionen,  die  continuier- 
liche  oder  discojatinuierllche  seyn  können,  durch  Reihen  pe- 
riodischer Gröfsen  darstellen  kann,  die  immer  convergiereu, 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (5),  die  im  Vorigen  gefun- 
den worden  sind.  Ich  beschranke  mich*  hier  darauf,  zwei  ' 
von  diesen  Formeln  zu  geben,  die  uns  in  der  Folge  nützlich 
seyn  werden.  Ausführlichere  Enlwickelungen  findet  man  in 
meinen  Abhandlungen  über  die  Integralrechnung,  die  im  Jour-* 
hal  de  l'^cole  polytechnique  abgedruckt  sind,  wo  man 
eine  voUständge  Theorie  dieser  Klasse  von  Umbildungen  findet. 

Ich  addiere  die  Gleichungen  (5)  zusammen  ynd  ziehe 
alsdann  die  erste  von  der  zweiten  ab,  setze  2l  statt  a,  und 
^  -f-  /,  und  ät'  -f-  Z  an  die  Stelle  von  x  und  x\  und  ferner 
(px  und  (px*  an  die  Stelle  von  q)  {x  -\-  t)  und  (p  (jt'  4-  /); 
die  Gränzen  der  auf  x'  bezüglichen  Integrale  werden  ::t:  l 
und  diese  Gleichungen  werden  durch  folgende  ersetzt 


Man  theile  jede  Summe  2  in  zwei  andere,  von  welchen 
die  eine  sich  auf  die  geraden  Zahlen  /2,  die  andere  auf  die 
ungeraden  Zahlen  n  bezieht.  Zu  diesem  Ende  sey  i  eine 
ganze  beliebige  Zahl,  und  man  setze  allmälich  n  =:  2i\ 
n  z=z  21  —  1 ,   so  hat  man 
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Eiuclriitk  auf  unsere  Sinne  machen  kann.  Dem  sey  nun  wie 
ihm  wolle,  so  ist  das  Insensible  noch  durchaus  von  dem  un- 
endlich Kleinen  geschieden.  Der  Verf.  gesteht  auch  selbst,  dafs 
die  Inlegralformeln  streng  genommen  nur  auf  das  unendlich 
Kleine  passen,  dafs  man  sie  aber  ohne  merklichen  Fehler 
(sans  errenr  appre'ciable)  auf  die*  insensiblen  Grüisen  anwenden 
dürfe,  wiewohl  es  auch,  wie  er  hinzu  selzt,  einzelne  Aus- 
nahmen giebt,  bei  welcheu  dies  nicht  erlaubt  ist.  Das  Re- 
sultat aller  dieser  Bemei^ungeu  ist  nun,  dfifs  nach  des  Verf. 
eigener  Ansicht  dem  materiellen  Funkte  keine  Realität  zukonmit, 
dafs  er  vielmehr.,  ebenso  wie  der  mathematische  eine  blofse 
Abstraclion  ist,  dafs  daher  alle  Betrachtungen,  die  der  Verf. 
in  der  Statik  anstellt,  sich  nicht  direct  auf  die  Wirklichkeit 
beziehen^  und  folglich  in  dieser  Beziehung  von  der  rein 
mathematischen  Bewegungslehre  Nichts  voraus  haben.  Und 
dies  war  es  gerade,    was  ich  zeigen  wollte.  ~ 

Ich  will  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  die  Ansicht 
des  Verf.  vom  unendlich  Kleinen  knüpfen.  Der  Streit  über 
die  Nützlichkeit  und  Nothwendigkeit  des  Begriffes  des  unend- 
lich Kleinen  in  der  höheren  Analysis  ist  schon  zu  häufig 
besprochen,  als  dafs  ich  es  für  passend  halten  sollte,  hier 
Etwas  fiir  oder  gegen  die  Darstellung  des  Verf.,  der  sich 
überall  dieses  Begriffes  bedient,  zu  sagen.  Alle  geometrischen 
Lehren,  die  man  in  der  Einleitung  findet,  sind  schon  in  hin- 
länglich bekannten  Werken,  auch  ohne  Hülfe  des  unendlich 
Kleineu,  abgeleitet  worden,  auf  welche  ich  daher  nur  verweisen 
darf;  über  die  mechanischen  Sätze,  die  seltener  ohne  diese 
Beihülfe  dargestellt  worden  sind,  werde  ich  noch  gelegentlich 
Einiges  sagen.  Nur  die  Art,  wie  der  Verf.  hier  diesen  Be- 
griff' in  die  Mathematik  einführen  will,  kann  ich  nicht  unbe- 
rührt lassen.'  "Das  unendlich  Kleine,  sagt  er  {.12,  ist  eine 
„Gröfse,  die  kleiner  ist,  als  jede  gegebene  Gröfse  derselben 
„Art.  Man  wird  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Idee  des 
„unendlich  Kleinen  ^führt,  wenö  man  die  auf  einander  fol- 
„genden  Aenderungen  einer  Gröfse  betrachtet,  die  dem  Gesetze 
„der  Stätigkeit  unterworfen  ist.  So  z.  B.  wächst  die  Zeit 
„durch  Stufen,  die  kleiner  sind  als  jeder  angebbare  Zeitraum, 
„mag  dieser  auch  nach  so  klein  seyn.  Die  Räume,  welche 
„durch    die    verschiedeneu  Punkte    eines  Körpers  durchlaufen 


o, 
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Ist  dagegen  die  Funclion  q^x  der  Art,  dafs  man  y  ( — x)  =  ^x 
hat,  80  ist 

qxsin' ^jy^ ipo  =o,      Im^  sm-y-c/a;  = 

und  die  anderen  Integrale  brauchen  nur  von  a?  =  o  bis  a;  =  / 
ausgedehnt  zu  werden,  indem  man  die  Resultate  doppelt 
nimmt.  Die  zweite  Gleichung  (6)  kommt  auf  die  Gleichung 
(7)  zurück,  wenn  man  in  derselben  l  —  x  statt  x  und  ^x 
statt  ifi  (l  —  x)  setzt.     Die  erste  Gleichvmg  (6)  wird 

'    q:x=Y  /      y^  "^  +  "7  -2^  {   /     V^  ^^®  ~7 — "^   )  cos-y— .  (8; 

Diese  Formeln  (7)  und '(8)  geben  die  Werthe  von  t/^x 
zwischen  den  Gränzen  x  z=z  o  und  x  zu  l  an;  die  Formeln, 
welche  man  aus  ihnen  ableiten  kann,  indem  man  in  Bezie- 
hung auf  X  differentiicrt,  drücken,  zwischen  denselben  Grän- 

•»  fj  ff)  X 

zen ,  die  Werthe  von  —7 —  aus.     Die  Formel  (7)  setzt  voraus, 

dx 

_  ^  ,  *  .  ,  drpx 

dafs  ^A?  ;=  o  ist,  wenn  x  zu  o  ist,  und  -— — z=oi8t,  wenn 

ctx 

ä;  r=  /  ist;    die  Formel  (8)  erfordert,  dafs  man  ■         zzz  o  für 

dx 

xzzio  und  X  zul  habe.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt, 
so  haben  diese  Formeln,  oder  ihre  DÜFerentiale,  für  die  Gränz- 
werthe  von  x  nicht  statt. 

327. 
Umgekehrt  geben  cKe  Formfein  dieser  Art  die  Summen 
vieler  periodischen  Reihen  an,  die  man  auf  verschiedenen 
Wegen  gefunden  hat.  So  z.  ß.  findet  man  daraus  die  Summe 
der  Reihe,  die  in  f.  324  angewandt  worden  ist,  wenn  man 
die  Gleichungen  (2)  und  (3)  addiert,  nachdem  man  in  der  ^ 
ersten  —  a  an  die  Stelle  von  «  gesetzt  hat;  liieraus  ergiebtsich 

J  ^  f&d&  -j.  2  sfryd-cosn&d'd'\cosna  =  nJa. 

Ich  nehme  alsdann  fd-  =  ^,    so  hat  man 


/ 


'^/o.  o.^  ^  COS/27f  —  1 

J  &  cos  n  'd^dd'  =  
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wclclie    öröfse    für    alle    geraden    Zahlen    Null    ist    imd   für 

2 
//  =  2  i  —  1  den  Werlh  -  —^ -r-  hat.     Die  vorhergehende 

Gleichung  wird  daher 

cos  (2^  —  1)«  _    n 
^  ^    (2/- 1)2       -  i-(^-2«), 

wo   sich   die   Summe  2  auf  alle  Werlhe   der   ganzen   Zahl  i,- 
von  /  =:  1  bis  /  =  QO  ersh'eckf. 

Multipliciert  man  durch  da  und  integriert^  so  findet  man 

8ln(2/— 1)«    _   n 
.^       (2,_l)5       -7(^-«)«. 

Man  selzt  keine  willkührliche  Constante  hinzu,  weil  beide 

Tlieile  dieser  Gleichung  sowohl  für  a=o  als  für  a  =  tt  Null 

.     sind,   so  .dafs   diese  Gleichung  für   alle  Werlhe    von   «,    von 

cc  =: o  his  a=:n  einsclüiefslich,  slalt  hat.  Setzt  man  «  =  ^ ti -{*(o 

so  hat  man 

8in(2/— 1)«  =  —  (— l)«c08(2/— l)w, 
und  daher  ist 

V.  (— l)'co8(2/— l)w     _  n 

^ (2,-1)3         ---(w»-,»») 

zwischen  w  =  —  i  ?r  und  co  =  ^  TT* 

Ich    multipliciere   mit   dwy   und    integriere   noch    einmal; 
so  ergiebt  sich 

( — l)»8in(2/ — l)w    ^_    nm^         n^(a 
(27^  1)*  ~   "24  32    ' 

was  gefunden  werden  sollte. 

328. 
Nimmt  man   2  a  statt  a  und  x'  -^  a  und  Af  +  ^  8*a«  * 
'  und  X   in  der  zweiten  Gleichung  (5)  und  selzt  y  (a  -j-  j;)  =  Fx, 
so  hat  man 

Fa;=—    /       Fxdx+~Z  Fco' cos  —^ ^rf^. 

für  alle  Werlhe  von^,  die  zwischen  =!=  a  enthalten  sind. 

Selzt  man 

n  nn  

2a  2a 

so  kann  man  diese  Gleichung  wie  folgt  schreiben: 
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wo  u  ein  Vielfaches  von  b  ist  und  die  Summe  2  sich  auf 
alle  Wertlie  von  w,  von  £^  =  «  bis  m  z=:  OO,  erstreckt,  Ist 
aber  die  Constanle  a  unendlich  grofs,  so  wird  der  Unter- 
schied 6,  der  auf  einander  folgenden  Wertlie  von  w,  unend- 
lich klein 9  und  die  Summe  JS^  geht  in  ein  Integral  über, Wel- 
ches von  uzzLß  oder  z^  =  o  bis  m  =  OO  genommen  v\  i'rd. 
Setzt  man  daher  «=00  und  €  ==:  du^  nimmt  das  Zeichen 
y*  statt  2  und  läfst  das  erste  Glied  der  vorhergehenden  For- 
mel weg,  80  hat  man 

Fourier  hat  zuerst  diese  wichtige  Formel  gegeben,  die 
sich  auf  alle  reellen  positiven  oder  negativen  Werlhe  der  Ver- 
änderlichen  x  erstreckt,  und,  wie  die  vorhergehenden,  aus 
welchen  sie  abgeleitet  ist ,  auf  eine  beliebige  conliuuierlicLe 
oder  discontinuierliche  Function  Fx  pafst. 
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YSertefl    Kapitel. 

Princip    der   {virtuellen    Geschwindigkeiten. 

329. 
In  den  einfachsten  Fällen  des  Gleicligewichtes  der  Ma- 
schinen sind  die  Kraft  und  der  Widerstand  den  Räumen, 
die  ihre  Angriffspunkte  zu  gleicher  2^it  besclireiben ,  umge- 
kehrt proportional,  wenn  das  Gleichgewicht  unterbrochen  wird. 
Damit  dieses  Verhältnifs  immer  statt  habe,  mufs  man  die 
unendlich  kleinen  Räume  nehmen,  die  im  ersten  Augenblicke 
beschrieben  werden,  und  sie  durch  ihre  Projectionen  auf  die" 
Richtungen  xler  Kräfte  ersetzen.  Dies  Verhältnifs  ist  schon 
sehr  lange  bei  den  einfachen  Maschinen  bemerkt  worden, 
Johann  Bernoulli  hat  es  später,  durch  .Induction,  auf  ein 
beliebiges  System  materieller  Punkte,  das  von  gegebenen  Kräf- 
ten getrieben  wird,  ausgedehnt,  und  es  ist,  unter  dem  Namen 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  das 
allgemeine  Princip  des  Gleichgewichtes  geworden.  Wir  werden 
es  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  beweisen,  wenn  wir  es  au 
folgenden  Beispielen  bewahrheitet  haben. 

1)  Seyen  (Fig.  79)  ji^  A* ^  -^", .••  ^^^^  Reihe  von  Rollen,  . 
die  in  demselben  Gehäuse  enthalten  sind  und  eine  feste 
Flasche  bilden,  und  5,  B\  B'\,*  eine  andere  Reihe. von 
Rollen,  die  ebenfalls  in  einem  Gehäuse  enthalten  sind  und 
eine  bewegliche  Flasche  bilden.  Man  nehme  an,  es  werde 
ein  Faden  an  die  untere  Rolle  der  festen  Flasche  angebracht, 
der  sich  allmälich  um  alle  Rollen  schlingt,  indem  er  ab- 
wechselnd von  einer  Flasche  zur  anderen  geht  Am  freien 
Ende  dieses  Fadens  hänge  man  ein  Gewicht  P  auf, ,  das 
einem  Gewiclijte  iZ,  welches  an  der  unteren  Rolle  der  be- 
weglichen Flasche  aufgehängt  ist,  das  Gleichgewicht  hält. 
Die  Spannung  des  Fadens  wird  in  seiner  ganzen  Länge 
dieselbe  und  dem  Gewichte  P  gleich  seyn;  sind  aufserdem 
die  Durcl^esser  der  Rollen  sehr  klein,  mit  Rücksicht  auf 
den  Abstand,  der  die  beiden  Flaschen  trennt,  so  sind  die 
Seile,  welche  von  einer  zur  anderen  gehen,  beinahe  pa- 
^    rallel    und    vertical.      Daher    ist    die    Kraft,    welche    das 
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Gewicht  R  liäU,    der  Summe   ihrer  Spannungen  ocler   dem 

n  fachen  des  Gewichtes  P  gleich ,  wenn  man  n  die  Anzahl 

dieser  Seile    nennt.     Im  Zustande   des  Gleichgewichtes    liat 

man  daher 

R  =  nP. 

Wird  aher  das  Gleichgewicht  aufgehoben^  und  steigt  oder 
senkt  sich  das  Gewicht  R  um  die  Gröfse  «,  so  w^erden 
sich  alle  Seile,  die  nach  derselben  beweglichen  Flasche 
gehen,  um  dieselbe  Gröfse  verkürzen.  Da  aber  die  ganze 
Länge  des  Fadens  dieselbe  bleiben  mufs,  so  wird  sich  der 
Theil ,  an  welchen  das  Gewicht  P  befestigt  ist ,  um  n  mal 
diese  Gröfse  a  verlängern  oder  verkürzen.  Bezeichnet  man 
daher  durcli  ß  die  Gröfse,  um  welche  sich  das  Gewicht  P 
erhcbl  oder  senkt,  so  hat  man  ^=:/7a,  und  dSier 

Ra  —  Pß, 

welche  iSleithung   das    eben  ausgesprochene  Princip  enthalt. 

« 

2)     ^ßC' (Fig.  80)    bezeichne    das  Rad    eines  Rades  an 
der  Welle   und  ji'B'C*  den  Durchschnitt  der   verticalen 
Ebene   dieses  Rades   und  der  Fläche  des  Cylinders.      O  ist 
der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt    dieser  beiden  Kreise  und 
^OCy  A'OC  ihre  horizontalen  Durchmesser.     Ein  Faden 
schlingt  sich  um  das  Rad  und  ist  an  einen  Funkt  desselben 
befestigt;    ein   anderer  Faden,    der  an  einen  Punkt  des  Cy- 
linders  befestigt   ist,   schlingt  sich   ebenso    um   seine   Ober- 
fläche.     Man   hängt   ein   Gewicht  P  am   ersten   Faden    auf, 
ein  Gewicht  R  am  zweiten.     Diese  beiden  Gewichte  sollen 
die  Maschine   in  entgegengesetzter  Richtung   zu  drehen  stre- 
ben und  im  Gleichgewichte  seyn.    Dies  vorausgesetzt,  bringe 
man  an  den  Funkt  C  zwei  Kräfte  Ä'  und  Ä"  an,  die  ver- 
ticai,    gleich  und  entgegengesetzt  sind,   so   wird  das  Gleich- 
gewicht hierdurch  nicht  gestört ;  sind  aufserdem  diese  Kräfte 
gleich  /?,    so   werden  sich  die  Kraft  Ä''  Aind   das  Gewicht 
R  im  Gleichgewichte   halten,    weil   kein   Grund   vorhanden 
ist,  weswegen  ihre  gleichzeitige  Wirkung  die  Maschine  eher 
nach  der    einen  als  nach  der  entgegengesetzleii  Seite  drelien 
sollte.      Daher  müssen    auch    das  Gewicht  P  und  die  Kraft 
Ä',  die  senkrecht  auf  jiOC  stehen,  und  an  den  Endpunkten 
des  Hebels  ^wirken,  dessen  Stützpunkt  O  ist,  sich  im  Gleich- 
gewichte halten.     Nennt   man  daher  r  den  Halbmesser  AO 
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des  Rades   und    r    den  Halbmesser  OC  des  Cyluxders     so 
ist  die  Gleichung  des  Gleicligewichtes 

Pr  =  Rr\ 

da   R\z=:  R  isl.      Wird  nun  das  Gleichgewiclit  aufgehoben 

und  steigt   oder   sinkt   das  Gewicht   R   um    eine  Gröfse   «, 

während  das  Gewicht  P  um  die  Gröfse  ß  sinkt  oder  steigt, 

so   hat  man,    nach   der  Natur  der  Maschine,   ßr'  =  ar, 

woraus  sich 

Pß=Ra 

ergiebt,  was  mit  dem  angegebenen  Principe  übereinstimmt, 

3)  ^lan  nehme  an,  eine  verticale  Schraube  sey  mit 
einem  Gewichte  R  an  ihrem  oberen  £nde  belastet ;  ein  ho- 
.rizontales  Rad,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  dieser  Schraube 
liegt,  sey  an  ihr  unteres  Ende  befestigt  und  es  sey  ein 
Faden  um  dicses^Rad  geschlungen  und  an  einem  Ende  ßxi- 
seine  Peripherie  befestigt.  An  das  andere  Ende  desselben  soll 
eine  horizontale  Kraft  JF  angebracht  seyn,  die  nach  der 
Tangente  des  Rades  wirkt  und  dem  Gewichte  R.  das  Gleich- 
gewicht hält.  Alan  kann,  wenn  man  will,  in  der  Richtung  . 
dieser  Tangente  eine  feste  verticale  Rolle  anbringen,  den 
Faden  um  diesen  Theil  schlingen  und  JP  durch  ein  Gewicht 
P  ersetzen,  welches  dieser  Kraft  gleich  und  an  das  freie 
Ende  des  verticalen  Theils  des  Fadens  angeknüpft  ist.  Nennt 
man  h  die  Höhe  des  Schraubenganges  und  c  die  Peripherie 
des  Rades,  so  hat  man 

Pc  =  Rh 
nach  der  bekannten  Bedingung  des  Gleichgewichtes  bei 
dieser  Maschine.  Die  beiden  Gewichte  R  und  P  werden 
die  Schraube  nach  entgegengesetzten  Richtungen  zu  drehen 
streben;  wird  das  Gleichgewicht  unterbrochen,-  so  steigt 
das  eine  Gewicht  und  das  andere  sinkt,  und  zwar  wird  das 
Gewicht  P  um  eine  Höhe,  die  der  Peripherie  c  des  Rades 
gleich  ist,  steigen  oder  sinken,  je  nachdem  das  Gewicht  R 
um  die  Höhe  eines  Schraubenganges  sinkt  oder  steigt.  Hier- 
aus folgt,  dafs,  wenn  man /im  Allgemeinen,  a  und  ß  die 
Räume  nennt,  welche  die  beiden  Gewichte  R  imd  P  gleich-  ' 
zeilig  durchlaufen ,  man  ae  =  ßh  und  daher 

Pß  =   Ä« 
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hat,   nbereiüstininlend  mit  dem  Principe,   mit  welchem  wir 
uns  jetzt  beschäftigen. 

4)  Man  betrachte  ferner  z\tei  Gewichte  P  und  i?,  die 
auf  zwei'  schiefen  Ebenen  liegen  und  durch  einen  Faden 
mit  einander  verbunden  sind,  der  über  eine  feste  Rolle 
geht,  die  auf  den  beiden,  gegen  einander  gelehnten  Ebenen 
angebracht  ist.  Die  Figur  81  slellt  einen  verlicalen  Durcli- 
.  schnitt  dieses  Systems  dar;  AC  ist  die  Länge  der  Ebene, 
auf  welcher  das  Gewicht  R  liegt,  BC  die  der  Ebene,  die 
das  Gewicht  F  trägt,  jiB  eine  horizontale  gerade  Linie 
und  CD  eine  verlicale,  welche  die  genieinschaftliclie  Hölie 
der  beiden  Ebenen  darstellt.     Man  setze 

jiC=ay    BC^b,    CD^hy 

h  „ 

die  Seitenkraft  von  R  nach  CA  ist  Ä  —  und  die  von   P 

a 

nach  CB  ist  P  j- .     Zum  Gleichgewichte  ist  es  erforderlich, 

b 

dafs  diese  zwei  Seitenkräfte  gleich  seyen,   so  dafs  man 

Pa  =  Rb 
hat.  Hört  .das  Gleichgewicht  auf  und  gleitet  das  Gewicht 
R  um  die  Gröfse  y  auf  der  Ebene  CA  fort,  so  gleitet  das 
Gewicht  P  um  dieselbe  Gröfse,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne,  auf  der  Ebene  BC  fort,  luid  wenn  man  a  die  ver- 
ticale  Höhe  nennt,  um  welche  das  Gewicht  R  steigt  oder 
sinkt,  und  ß  die,  lun  welche  das  Gewicht  P  sinkt  oder 
steigt,   so  sieht  man  leicht^  dafs -man 

a  ^  b 

hat,  woraus  sich 

Pß  =  Ra, 

wie  in  den  vorhergehenden  Beispielen,   ergiebt.     Hier  aber 

sind   «   und  ß  die   verticalen  Projeclionen   der  Räume,   die 

gleichzeitig  durch  die  Gewichte  R  und  P  beschrieben  wer- 

den,  während  in  dem  vorhergehenden  Falle,  «  und  ß  diese 

Räume  selbst  waren.  ,       ' 

330. 
Nach  dem ,  Was  man  in  {.  49^  gesehen,  hat ,  verhalten  sich 
z^wei  Kräfte^    die    an    einem   Hebel   im  Gleichgewichte   sind, 
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umgekelirt,  wie  die  unendlich  kleinen  RKume,  die  aiiT  ihre 
Richtungen  pro)iciert  sind  und  welche  ihre  Angriffspunkte  zu 
gleicher  Zeit  beschreiben  können.  Diese  Behauptung  pafst 
für  alle  Fälle.  Nennt  man  daher  P  und  JR  die  Kraft  und 
den  Widerstand,  die  vermittelst  irgend  einer  Maschine  im 
Gleichgewichte  sind,  nimmt  man  an,  dafs  man  dieser  Maschine 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  niittheilt,  und  bezeichnet 
man  durch  ß  und  a  die  Projeclionen  der  Räume,  die  zu 
gleicher  Zeit  durch  ihre  AngriiTspunkte  beschrieben  werden, 
auf  die  Richtungen  dieser  Kräfte ,   so  hat  man  immer 

Pß  =  Qcc; 
wozu  man   noch   das  hinzufügen  mufs,   dafs  eine   der  Projec- 
tionen  auf  die  Richtung   der  entsprechenden  Kraft  selbst^   die 
andere   aber   auf   deren    Verlängerung    fallen    mufs,    wie  dies 
auch  beim  Hebel  der  Fall  ist. 

In  der  Ausübung  ist  es  hinreichend^  wenn  die  der  Ma« 
schine  mitgetheiltc  Bewegung  nur  sehr  klein  ist«  Mifst  man 
die  Längen  der  Projectionen  ß  und  a^  so  kann  man  daraus 
unmittelbar  das  Verhältnifs  der  Kraft  zum  Widerstände  fin- 
den, ohne  etwas  Besonderes  über  die  Einrichtung  der  Ma- 
sclüne  zu  wissen. 

351. 

Diese  Behauptung  pafst  aber  nicht  blos  auf  jede  Maschine, 
sondern  erstreckt  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften, 
die  im  Gleichgewichte  sind.  Seyen  daher,  im  Allgemeinen^ 
M,  M\  Jli"...  (Fig.  82)  ein  System  von  materiellen  Punkten,^ 
die  auf  irgend  eine  Weise  mit  einander  vei-bunden  sind.  Man 
nehme  an,  dafs  die  Kräfte  P,  P'y  P"...  auf  diese  Punkte, 
nach  den  Richtungen  ili^,  M' A\  -M"-^". ..,  wirken,  und 
ven-ücke  diese  Punkte  iHiendlicli  wenig,  und  auf  eine  Weise, 
die  sich  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträgt,  so  dafs 
sie  nach  A',  N\  N"...  kommen.  Man  projiciere  N,N')N  ... 
auf  die  Linien  MJ,  M'J\  M"A'\..  in  a,  a\  a"...  und  setze 
a  =  p,     M  a    =jP,     M  a     =p...* 

Betrachtet  man  diese  Projectionen  p,  p,  />"...  als  t)0- 
sitive  oder  negative  Grüfsen,  je  nachdem  sie  auf  die  Rich- 
tungen der  entsprechenden  Kräfte  oder  ihre  Vei'längerungen 
fallen,  so  hat  man 
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wenn  clas  Gkicligc wicht  slalt  hat,  und  umgekehrt  wird  das 
Gleichgewicht  statt  fintden^  wenn  diese  Gleichung,  bei  allen 
Verrückungen  der  Punkte,  die  sich  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  vertragen,  besteht. 

Die  unendlich  kleinen  geraden  Linien  MN,  m  N\ 
Ji"JV". ..  sind  das,  was  man  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  Jtf,  itf',  ili". ..  nennt,  welche  Be- 
nennung daher  rührt,  dafs  man  sie  als  die  Räume  betrachtet, 
die,  zu  gleicher  Zeit,  durch  die  Punkte  des  Syslcnis,  ini 
ersten  Augenblicke,  in  welchem  das  Gleichgewicht  aufgehoben 
wird,  durchlaufen  würden. 

Man  bemerke,  dafs  das  in  der  eben  mitgetheilten  Formel 
enthaltene    Princip    der    virtuellen    Geschwindigkeit    blos    die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  anglebt,  die  durch  Gleichun- 
gen  ausgedrückt  werden  könjien,  nicht  aber  diejenigen,  welche 
sich  auf  die  Richtung  gewisser  Kräfte  beziehen  und  auf  den 
Raum,  innerhalb  dessen  sie  eine  feste  Ebene  schneiden  müssen 
(f*  266).      Die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
Bewegungen,  welche  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  an- 
geben,   sind  diejenigen,    deren  gerade  entgegengesetzte  Bewe- 
gungen gleich   möglich   sind.      Wenn    dagegen  z.  B.  ein  mate- 
rieller Punkt  auf  einer  festen  Ebene  liegt,  so  wird  die  Bewe- 
gung in  dieser  Ebene    nach  jeder  Richtung  luid  der  -entgegen- 
gesetzten .müglich  seyn.     Dagegen  ist  senkrecht  auf  diese  Ebene 
nur   nach    einer    einzigen    Richtung    eine   Bewegiuig  möglich. 
Die  Betrachtung   der   Bewegungen   in  der   Ebene    bietet   aber 
BedingiHigen  .des  Gleichgewichtes  dar,    die  durch  Gleichungen 
ausgedrückt    werden  können,   und   die  Betraciitung  der  senk- 
rechten Bewegung  bestimmt  blos  die  Richtung  der  senkrechten 
Kraft,  die  der   der   möglichen  Bewegung   entgegengesetzt  seyn 
iiuifs.      Bei  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeit  setzt 
u)an  stillschweigend  voraus,    dafs   jede   mit   den    Bedingungen 
vereinbare  Bewegung  und  die  ihr  gerade  entgegengesetzte  gleich 
möglich    seyen.     ^Wendet    man    allmälich    die    vorhergehende 
Gleichung    auf   diese    zwei   Bewegungen   an,    so    ändern    die 
Gröfsen  p,  p\  p'\..    sämmtlich    ihr    Zeichen,    und   es   folgt 
daher  hieraus  nur  eine  Gleichung  der  Bewegung. 

Ist  die  Kraft  P  die  Mittelkraft  »iiehrerer  gegebener  Kräfte 
Qi  Q\  Q'^**    ^^^  bezeichnet' man    dinrch    q,  </',  y".,.    die 
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Frojectionen    von   MN    auf   ilire   lUchtiingen ,    so   hat    man 

(§.  S4)  ' 

Pp=  Qq+   Q'q'  +  Q"q"  +.... 

80  dafs  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  das  Glied  Pp^ 
das  sich  auf  die  Kraft  P  bezieht,  durch  diese  Summe  von 
Gliedern ,  die  ihren  Seitenkräften  entspricht ,  ersetzen  mufs ; 
ebenso  verhalt  es  sich  mit  den  Kräften  P\  P".  •.,  wenn  sie 
ebenfalls  die  Mttelkraft  mehrerer  anderer  Kräfte  sind. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist,  in  dem 
Falle,  wenn  ein  isolierteir  Punkt  im  Gleichgewichte  ist,  wie 
man  in  f.  39  gesehen  hat,  eine  Folge  dieser  letzten  Gleichung, 
sey  es  nun,  dafs  der  Punkt  völlig  frei  ist,  oder  dafs  er  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  bleiben  mufs. 
Es  soll  nun  dieses  allgemeine  Princip  für  den  Fall  bewiesen 
werden ,  wenn  ein  beliebiges  System  materieller  Funkte  31, 
M\  M"  u.  s.  w.  gegeben  ist. 

'  332. 

Man  nehme  an,  es  seyen  diese  Punkte  durch  luibiegsame 
Stäbe  oder  durch  biegsame  Faden  verbunden,  die  theilwfeise 
an  diese  Punkte  befestigt  sind,  während  andere,  w^ie  dureh 
bewegliche  Ringe,  durch  dieselben  gehen.  Im  letzteren  Falle 
haben  diese  Punkte  oder  Ringe  die  Freiheit,  längs  der  Fäden, 
welche  durch  sie  gehen,  zu  gleiten,  und  man  denkt  sich  zu 
diesem  Zwecke  die  Fäden  vollkommen  biegsam. 

Hat  man  die  gegebenen  Kräfte  /*,  P',  P". ..  an  die  Punkte 
JH,  jtf',  iü''...  angebracht  und  ist  das  Gleichgewicht  hcrgeslellt, 
so  ist  es  klar,  dafs  von  den  Fäden,  welche  diese  Punkte  paar- 
weise verbinden,  jeder  eine  besondere  Spannung  erleiden  wird, 
d.  h.  dafs  jeder  dieser  Fäden  an  seinen  beiden  Endpunkten 
durch  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  gezogen  wird,  die 
nach  seinen  Yerlängerungen  gerichtet  sind,  so  wie  dies  schon 
bei  dem  Seilpolygonen  ({;  285)  gesagt  worden  ist.  Die  Inten- 
sität dieser  Kraft  ist  das  Maafs  der  unbekannten  Spannung, 
die  der  Faden  erleidet.  Ein  Faden  der  nicht  gespannt  wäre, 
würde  Nichts  zum  Gleichgewichte  beitragen  und  könnte  daher 
unberücksichtigt  bleiben. 

Die  Spannung  kann  sich  von  einem  Faden  zum  anderen 
ändern;  hat  man  es  aber  mit  zwei  Fäden  zu  thim,   von  wel- 
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chen  einer  die  durch  einen  Ring  gehende  Veriängerung  des 
anderen  ist,  so  ist  die  Spannung  in  diesen  beiden  Tiieilen  des- 
selben Fadens  dieselbe,  welcher  daher  in  seiner  ganzen  Länge 
eine  gleiche  Spannung  erleiden  mnfs  (§.  289).  Ist  z.  B»  M 
ein  Ring,  durch  welchen  der  Faden  M' MM*'  geht,  so  ist 
die  Spannung  von  MM'  der  von  MM"  gleich. 

Kreuzen  sich  mehrere  Fäden  in  demselben  Ringe,  so 
ist  die  Spannung,  in  beiden  Tiieilen  jedes  Fadens,  dieselbe 
und  kann  sich  von  einem  Faden  zum  anderen  ändern. 
Geht  nun,  aufser  dem  Faden  M'MM"  noch  ein  Faden 
M'"MM^^  durch  den  Ring  Jl/,  so  ist  die  Spannuifg  in  beiden 
Theilen  MM'"  und  MM^^  des  letzten  Fadens  dieselbe,  und 
wird  im  Allgemeinen  von  der  der  beiden  Theile  MM'  und 
MM"  des  ersten  Fadens  verschieden  seyn.  Geht  dagegen 
ein  anderer  Faden  wie  MM^  bis  zu  demselben  Ringe  M,  an 
welchen  er  befestigt  ist ,  so  hat  dieser  Faden  seine  besondere 
Spannung,  die  im  Allgemeinen  von  allen  den  Spannungen 
der  anderen  Fäden  ^  die  nach  demselben  Punkte  M  gehen^ 
verschieden  ist. 

Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  JH',  ebenso  wie  -S/,  ein 
Ring  ist  und  der  Faden  M" MM',  nachdem  er  durch  den 
Ring  M  gegangen  ist,  auch  noch  durch  den  Ring  M'  gebt, 
iim  nach  dem  Punkte  M'''  hin  zu  gehen,  die  Spannung  in 
den  drei  Fäden  M" M ,  MM\  M'M'"  dieselbe  sejn  wird; 
denn  alsdann  machen  die  drei  Fäden  nur  einen  einzigen 
M"MM'M"^  aus.  Ist,  im  Allgemeinen,  ein  Faden  durch 
bewegliche  Ringe  in  mehrere  Theile  getheilt,  so  ist  die  Span- 
nung in  allen  diesen  Theilen  dieselbe. 

Was  die  unbiegsamen  Stäbe,  im  Falle  des  Gleichgewichtes, 
betrifft,  so  werden  sie,  nach  ihrer  Länge,  ^urch  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte,  die  an  ihren  Endpunkten  wirken, 
getrieben.  Die  gemeinschaftliche  Stärke  dieser  beiden  Kräfte 
ist,  für  jeden  Stab,  das  Maafs  der  Ausdehnung  oder  Zusam- 
menziehung, die  er  erleidet.  Ist  einer  oder  sind  einige  in  dem 
System  enthalten,  die  weder  ausgedehnt  noch  zusammen  gezo- 
gen werden,  so  sind  sie  für  das. Gleichgewicht  unnütz  und 
können  unbeachtet  bleiben.  Wir  werden  daher  im  Folgenden 
annehmen,    dafs  alje    physischen   Verbindungen,    die   in    dem 
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Systeme  vorhanden  sind,  nz^cli  ihreu  Laugen,  durch  unbekannte 
Kräfte  ausgedehnt  oder  zusammen   gezogen  werden. 

Der  Vortheil  des  Prlncips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
besteht  darin,  dafs  es  in  jedem  besonderen  Falle  die  Gleichung 
des  Gleichgewichtes  giebt,  ohne  dafs  man  nöthig  hat,  diese 
ioneren  Kräfte  zu  berechnen«  Da  aber  der  Bewfeis,  den  wir 
geben  werden,  auf  der  Betrachtung  dieser  Kräfte,  deren  Gröfse 
unbekannt  ist,  beruht,  so  werden  wir^  um  sie  darzustellen; 
folgende  Bezeichnung  anwenden, 

"Wir  bezeichnen  durch  [m,  m"]  die  Ausdehnung  oder  die 
Zusammenziehung  des  biegsamen  oder  unbiegsamen  Fadens, 
der  zwei  beliebige  Punkte  des  Systems  M  und  M*  verbindet. 
Auf  diese  Weise  bezeichne  [/n,  w''],  [/n',  w"]  u.  s.  w.  die 
Ausdehnungen  oder  Zusammen  Ziehungen  der  Fäden,  die  M 
und  M'\  M'  und  Jü"  u.  s.  w.  verbinden. 

333. 

Wir  müssen  auch  die  unendlich  kleinen  Veränderungen 
betraArhlen,  welche  die  Abstände  der  Punkte  Jl/,  3f,  M'\.., 
paarweise  genommen,  erleiden,  sey  es  nun,  dafs  nur  einer 
dieser  Punkte,  seine  Lage  ändert,  oder  dafs  sie  beide  eine 
andere  Lage  einnehmen.  In  diesem  Falle  bezeichnen  wir 
durch  (jHy  m')  den  Abstand  der  beiden  Punkte  M  und  JM', 
so  dafs  {niym')y  (/n',  w'')  u.  s.  w.  ebenso  die  Abstände 
von  M  und  M'\  M'  und  JH"  u.  s.  w.  bezeichnen.  Wir  ge- 
brauchen das.  Zeichen  di ,  um  die  Veränderungen  dieser  Ab- 
stände, in  Beziehung  auf  die  Veränderung  des  Punktes  M, 
anzudeuten,  das  Zeichen  di,  um  dasselbe  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  M*  zu  bezeichnen,  das  Zeichen  Si\  um  die  Ver- 
änderungen anzudeuten,  die  von  M"  herrülu'en  u.  s.  w.  End- 
lich wenden  wir  das  Zeichen  d  an,  um  die  Veränderung  des 
Abstandes  zweier  Punkte  zu  bezeichnen,  die  von  ihren  gleich- 
zeitigen Ortsveränderungen  herrührt. 

Da  man  z.B.  annimmt,  dafs  M  von Jlf  nach  N,   und  Jf ' 
von  M'  nach  iV'  gebracht  worden  ist,   so  hat  man 

8{m,m)  =  MM'  —  iVJV' 
dl  (w,  fn)  z=  MM'  —  NM' 
dl  {m,  m)  =  MM'  —  MN\ 

Es  ist  eine  wichtige  Bemerkung,   dafs  die  ganze  durch  c^ 
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bezeicluiete  Aenderung,  der  Summe  der  parlielleu  Aenderungen^ 
die  durch  ^i  und  Ji'  bezeichnet  worden  sind^  gleich  ist^  so 
dafs  man  für  ZAvei  beliebige  Punkte 

d{mym')  =  ^1  (m,  m)  -|-  ^/  ip^y  ^*) 
hat,  welche  Gleichung  daher  rührt y  dafs  die  Ortsyeränderungen 
von  M  und  M'  unendlich  klein  sind^  und  die  nur  unter  dieser 
Voraussetzung  statt   hat.      Es  ist  nemlich  (m,  m)  eine  Func- 
tion der  Coordinateu  dieser  zwei  Punkte;  diese  Veränderlichen 
erhatten  unendlich  kleine  Zuwächse,    die  positiv  oder  negativ 
seyn  können,  wenn  die  Punkte  M  und  M'  nach  iV  und  N' 
gebracht  werden.     Vernachlässigt  man  aber  die  Potenzen  dieser 
Zuwächse,   die  höher   als   die  erste  sind,  so  ist   es  offenbar, 
dafs  der  ganze  Zuwachs  einer  beliebigen  Function  dieser  Coor- 
dinaten ,    der   Summe    der    theilwciscn    Zuwächse    gleich    ist, 
die   von    der  Veränderung  jeder  besonderen   Coordinate  her- 
riiliren,   die   ganze  Aenderung   von    {m^  ^^')y    die  durch  das 
Zeichen  d  angedeutet  wird,    mufs  der  Summe  der  theilweisen 
Aenderungen,  die  den  Zeichen  di  und  di    entsprechen;  gleich 
seyn. 

334. 
Alles   Vorhergehende    vorausgesetzt,    betrachte    man    den 
beliebigen  Punkt  M\   an  welchen  _  die   gegebene  Kraft  P  an- 
gebracht  ist.      Dieser    Punkt  ist   mit   den    anderen    durch    die 
Fäden  MM',  MM"  u.  s.  w.   verbunden;    er  wird  daher,    im 
Sinne    eines   jeden   dieser   Fäden,    durch   eioe   Kraft   gezogen 
oder  gestofsen,  die  der  Zusammenziehung  oder  Ausdehnung, 
welche   dieser  Faden   erleidet,   gleich   ist,   so    dafs   der ^ Punkt 
M  nicht  blos  der  gegebenen  Kraft  P,  sondern  auch  der  Wir- 
kung von  eben  so  viel    anderen  Kräften    unterworfen  ist,    als 
es  Fäden  giebt,   die  nach  diesem  Puukte  hingehen.     Hat  man 
auf  diese   inneren  Kräfte  Rücksicht  genommen,    so  mufs  man 
die  Fäden,  welche  M  mit   den   übrigen  Punkten  des  Systems 
verbinden,  unberücksichtigt  lassen  und  ihn  wie  einen  isolierten 
Punkt  betrachten,  um  welchen  sich  die  Kräfte  [/n,  m] ,  [m,  /w"] 
u.  s.  w.    und    die   Kraft  P  im  Gleichgewichte   halten   müssen. 
Ist  M  ein   fester  Punkt,   so  folgt  hieraus   gar  keine  Gleichung 
des  Gleichgewichtes;   ist   er    aber  ganz  frei,   oder  soU  er  nur 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche    oder  krummen  Linie   bleiben, 
so  findet  zwischen  diesen  Kräften  die  Gleichung  der  virtuellen 
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Gesell wiiidigkeilcn  slair,  die  schon  für  das  Glcidigcrwicla  eiiiei 
materiellen  isolierten  Punktes  bewiesen  >Yorden  h\. 

Um  diese  Gieiclinng  zu  bilden,  nehme  man  einen  Punkt 
iV,  der  unendlich  nahe  bei  M  ist  und  der  Oberfläche  oder 
krummen  Linie  angehört,  auf  welcher  dieser  Punkt  M  bleiben 
mufs,  wenn  er  nicht  völlig  frei  ist.  Seyen  p,  t,  /',  ^".  .• 
die  Projeclionen  von  MN  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P, 
[m,  w'],  [w,  m"],  \m,  m'"^  u.  s.  w»,  so  hat  man  (§.39) 
Pp  -{-  [///,  /n']  t  -{-  \jn,  m']  t'  -f  \r^>  "*"  ]  t"  -^  ...  =  o. 

Da  aber  die  Linie  31 N  unendlich  klein  ist,  so  ist  es 
leicl.t  einzusehen,  dafs  ihre  Projeclion  auf  die^  Linie  MM' 
nichts  Anderes  ist,  als  der  Unterschied  der  beiden  Abstände 
MM'  und  NM\  Denn  fallt  man  vom  Punkte  N  (Fig.  83) 
die  senkrechte  NH  auf  MM',  so  ist  die  Linie  31 H  diese 
Projeclion  und  man  hat 

MH  =;:  1/M'  —  H31\ 

Man  hat  aber  auch 

HM'  =  \f(^NMy  —  {lSIH)^  =  NiM\ 
wenn   man   die    unendlich   kleinen  Giöfsen  der   zweiten  Ord- 
nung vernachlässigt.     Man  hat  daher 

3111  =  31äV  —  NM\ 
Nach  den  angenommenen  Bezeichnungen  ist  diese  Gleichung 

t  =  $1  {m,m')    , 
uud  ebenso  Iiat  inaa 

t'  —  Sxiin.in),     t"  =  dl  {m,m"')  a.s.yy- 
Daher  -wird  die  Gleichung  des  Gleichgewichles 

Pp  ^  [m,  m']  &i  (rn ,  m')  +  [m ,  m"]  *i  (m ,  m") 

-\-[m,m"']  Si{m,m"')  -\-...   =  o. 

Betrachtet  man  die  übrigen  Punkte  M',  M",  M'"  «•  s.  w. 

des  Systems,  so  hat  man  für  jeden  derselben  eine  Gleichung, 

die  der  vorhergehenden  ähnlich   ist.     Diese  Gleichungen   sind 

p'p '  4.  [flt ', „,]  ^1'  (m ', m)  +  ['»', m "]  Öi  ijn ', in") 

4-  ipi',  m'")  Si  {m',  /»"')  +  . . .  =  P 
P'>"  +  [«»",  ;w]  Si'  (/«",  m)  +  [ni',  m ']  Ji"  (/«". '«') 

P"'p '"  -f.  [/«'",  ni\  ii"  (m'", «)  +  [in",  n»]  ^i'"  ("»'"'  "» ') 
+  {m",  m")  81"  {ni",  »»")  +  ,..  =  ", 
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^o  p'f  p",  />"'  u.  f-  w.  die  virtuellen  GescliWiBdigkeiten  von 
M\  M'\  itf"u.«.w.,  auf  die  Riclitungen  der  gegebenen  Kräfte 
P',  P"j  P' \.*  projiciert,  welche  auf  dieae  materiellen  Punkte 
■wirken,   sind. 

Man  addiere  alle  diese  Gleichungen.  Bemerkt  man  ^  dafi 
[m,  m']  und  (ni,ni)  dasselbe  sind,  wie  [w',  m]  und  (//»', ///\ 
und  dafs  es  ebenso  bei  den  anderen  ähnlichen  Bezeichnungen 
ist,  und  substiluiert  man  die  ganze  Aenderung  jedes  Abstancles 
statt  der  Summe  der  theilweisen  Aenderungen,    so  hat  man 

Pp  +  p'p'  +  p-p"  ^  P'Y"  J^  ... 

+[''^'w']rf(/7z,7yi')-|-[//i,w''](y(m,wi'')-4-['''>'w'']J('w,/7i''')-}-. 

-{-...   =  o 

335. 
Bisher  waren  die  Verrückuugen  31 N,  M'N\  M"N" 
u.  s.w.  (Fig.  82)  unabhängig  von  einander,  und  die  Gleichung 
(a)  setzt  blüs  voraus,  dafs  diese  Punkte  die  gegebenen  Ober- 
flächen oder  krummen  Linien  nicht  verlassen  haben,  auf  wel- 
chen sie  bleiben  müssen;  Nimmt  man  aber  aufserdem  an, 
dafs,  in  Folge  dieser  Verrückuugen,  die  Funkte  des  Systems, 
die  durch  einen  Stab  oder  ausgespannten  Faden  verbunden 
sind,  dieselben  bezüglichen  Abstände  behalten  haben,  8Q  hat 
man 

c?(m,m')=o,     S{m,m')=zo,     9{m\m'')  =  p  ... 
und  die  Gleichung  (a)  reduciert  sich  auf 

Pp  +  P'p'  ^  p'p^'  ^  p^^'p"^  _  ^  ^^       (^3 

welche   genau    die    des   Princips    der   viituellen    Geschwindig. 
keiten  ist  (f.  331). 

'  Wenn  bei  den  Verrückungen  der  Punkte  Jlf,  ü',  itf"... 

diejenigen,  welche  Ringe  sind,  längs  der  Fäden,  welche  durch 
sie  gehen,  gegleitet  sind,  so  hat  die  Gleichung  (Jb)  noch  immer 
statt ,  sobald  sich  die  ganzen  Längen  dieser  Fäden  nicht  ge- 
ändert haben.  Man  nehme  z.  B.  an,  es  sey  M  ein  Ring,  der 
längs  des  Fadens  iH 'Jlf  Ulf  "gegleitet  ist,  so  bat  man  nicht  mehr 
einzeln  9  (,«,  „,')  =  o  und  c?  {m,  m")  =  o,  aber  man  hat 
noch  immer 
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weil  die  ganze  Lauge  des  Fadens  dieselbe  bleibt.  In  diesem 
Falle  siud  aber  die  Spannungen  [w,  m'J.und  [ni,  ?«"]  ^er 
beiden  Theiie  dieses  Fadens  gleich.  Dalier  kann  man  die 
Glieder ;  welche  diese  Spannungen  in  der  Gleichung  (a)  ent« 
halten^  auf  folgende  Weise  Schreibens 

[/n,/w']  [*(/w,?»i')-f*(m,7«")] 
und  sie  heben  sich  daher  auf.  ^ 

Im  Allgemeinen  sieht  man,  dafs,  wenn  ein  biegsamer  Faden 
durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Ringen  geht,  die  gleichen 
Spannungen  seiner  verschiedenen  Theiie  aus  der  Gleichung 
{a)  verschwinden  werden ,  so  oft  sich  die  ganze  Länge  dieses 
Fadens  nicht  ändert« 

Hieraus  folgt  also  t 

i)  Dafs  die  Gleichung,  welche  sich  aus  dem  Principe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ergiebt,  für  alle  unendlich 
kleinen  Bewegungen  statt  hat,  die  man.einem  festen  Körper, 
der  frei  oder  durch  feste  Widirrstände  gehindert  ist,  geben 
kann;  denn  bei  allen  diesen  Bewegungen  sind  die  bezüg- 
lic](ien  Abstände  der  Punkte  dieses  Körpers  unveränderlich. 
2)  Dafs  diese  Gleichung  auch  für  alle  unendlich  kleinen 
Bewegungen  statt  hat,  welche  ein  System  von  Punkten 
oder  Ringen,  die  durch  biegsame  Fäden  verbunden  sind,  an- 
nehmen kann,  sobald  diese  Fäden  gerade  oder  gespannt 
bleiben.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  verschwinden 
die  Spannungen  nicltt  sämintlich  in  der  Gleichung  (aj  und 
die  Gleichung  (6)  hat  nicht  statt. 

336. 

Man  mufs  auch  noch  beweisen,  dafs  umgekehrt,  wenn  die 
Gleichung  (b)  für  alle  unendlich  kleinen  Bewegung.eii  statt  hat, 
die  das  System  der  Punkte  Jf,  M\  M".*.  apnehinen  kann, 
auch  die  gegebenen  Kräfte  P,  P\  P". ..  im  Gleichgewichte 
sind,  wie  wir  es  früher  ({.  331)  gesagt  haben. 

Man  setze  für  den  Augenblick  voraus,  das  Gleichgewicl*: 
habe  nicht  statt.  Es  werden  sich  alsdann  die  Punkte  jbf,  M' , 
Jtf"...  oder  ein  Theil  derselben  in  Bewegung  setzen  und  im 
ersten  Augenblicke  zu  gleicher  Zeit  gerade  Linien,  wie  M^y 
M'N\  Ai"iV"...  beschreiben:  Man  wird  daher  alle  di^e 
Punkte  zur  Ruhe  bringen  können,  wenn  man  passende  Kräfte 
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an  dieselben  nnliringr,  die  nach  den  Verlängerungen  clie»er 
geraden  Linie,  in  lUchlungcn,  die  den  enlslandenen  Bewe- 
gungen entgcgengeselzt  sind ,  wirken.  Bezeichnen  ^vi^  daher 
diese  unbekannlen  Kräfte  durch  i?  ,  i?',  i?"...,  80  wird  das 
Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  Py  P',  P"-*  JR,  R\  Ä' ... 
8ta«  finden,  so  dnfs,  venn  r,  r',  /"...  die  auf  die  Rich- 
tungen dieser  neuen  Kräfte  R,  IV j  li'\..  pro) icierten  virtuellen 
Geschwindigkcilen  bedeuten,  nach  dem  eben  bewiesenen  Prin- 
cipe der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 
PpJ^  P'p  ^P"p'^...  ^  Rr^t  ii'r'  ^R"r"  ^..,  =0, 

oder  einfach 

Rr  ^  R'r'  +  Ä"/"  +  ...  =  o  (6) 

ist,  in  Folge  der  Gleichung  (6),  die  nach  der  Voraussetzung 
statt  hat.  Da  die  Gleichung  (r)  für  alle  unendlich  klt;inen 
Bewegungen  gilt,  die  sich  mit  den  Bedingungen  des  Systems  der 
Punkte  M,  iSl\  .3/\..  vertragen,  so  können  wir  die  in  dem- 
selben Augenblicke  beschriebeneu  Uäume  JliA',  ili'A'',  Ji"A'"... 
für  ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten  nehmen.  Da  aber  diese 
Linien  auf  den  Verlängerungen  der  Richtungen  von  R ,  R  » 
it". ..  genommen  -^v erden,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Projec- 
lionen  r,  r\  /'^..  sämmtlich  negativ  sind  (f.  331),  und,  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen,  diesen  Linien  MNj  M' I^' M" I^'\.* 
gleich  sind.  Da  aber  alle  Glieder  der  Gleichung  (c)  gleiches 
Zeichen  haben,  so  kann  ihre  Summe  nicht  Null  seyn,  wenn 
nicht  jedes  einzelne  Glied  Null  ist;  man  hat  daher 
R.MN  =  o,  R\.M'N'=o,  R'\M"N"  =o  U.S. vr. 
Soll  aber  das  Produkt  R.MJS  Null  seyn,  so  mufs  ent- 
weder Iiz=.o  oder  3INz=zo  seyn,  was  in  dem  einen  wie 
in  dem  anderen  Falle  andeutet,  dals  der  Punkt  31  gar  keine 
Bewegung  annehmen  kann;  ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  alle 
übrigen  Punkte,  folglich  ist  das  System  im  Gleichgewichte, 
und  dies  sollte  bewiesen  werden. 

337. 
Es  wird  sich  später  zeigen,  wenn  wir  von  den  Flüssig- 
keiten handeln,  dafs,  wenn  man  von  ihrer  Fundamentaleigen- 
schaft ausgeht,  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
auch  bei  dem  Gleichgewichte  eines  Systems  von  Kräften  statt 
hat,  deren  Wirkungen  sich  durch  eine  Flüssigkeit  fortpflanzen, 
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dl«  in  einer  Rolire  oJer  einem  Gefafse  von  beliebiger  Gestalt 
euthahea  ist.  Auf  diese  Weise  wird  der  Be>Yeis  des  allgemei- 
neu  Priaclps  der  virtueUeu  Geschwiudigkeit  alle  Aiisdeliuung, 
die  man  verlangen  kann,  haben;  denn  die  unbiegsameu  Stäbe, 
die  gespannten  Faden,  die  in  Ruliren  entlialtenen  Flüssigkeiten, 
sind  die  verschiedenen  Arten  von  Vermittlern^  die  mau  z wi- 
tschen getrennten  materiellen  Punkten  anbringen  kann,  um  diu 
Wirkung  der  Kräfte  eines  dieser  Punkte  zu  dem  anderen  hiu 
zu  leiten,  und  wenn  aufscrdem  einige  dieser  Punkte  unbeweg- 
lich, andere  gänzlich  frei  und  andere  gezwungen  sind,  auf 
gegebenen  Oberflächen  oder  krummen  Linien  zu  bleiben,  so 
hat  man  das  allgemeinste  Sjstem  materieller  Punkte  >  welches 
man  zu  betrachten  nöthig  haben  könnte.  Ich  will  jedoch  noch 
einen  anderen  Beweis  dieses  Princips  geben,  den  man  Lagrangu . 
verdankt,  und  der  auf  einfacheren  Gründen,  als  der  vorher- 
gehende, beruht.  ^  Er  gründet  sich  auf  die  IMögliclikeir,  dnfs 
man  alle  an  ein  System  von  materiellen  Punkten  augebrachleu 
Kräfte  durch  ein  einziges  Gewicht  ersetzen  kann,  welches,^^ 
w^ie  sogleich  erklärt  werden  soll,  wirkt. 

338. 
Wird  ein  Punkt  M  (Fig.  84)  durch  eine  Kraft  P  gelrie- 
ben,  die  nach  der  Linie  MyJ  gerichtet  ist,   so  kann  man  an- 
nehmen,   dafs    diese  Kraft    an    den   Punkt    yl  angebracht   uey 
und   vermittelst  eines  Seils  Aljfi  wirkt,    das    an  diesen  Punkt 
M  befestigt  hL      JNlan    kann    alsdann  dieses  Seil   durch   einen 
Faden  ersetzen,  der  abwechselnd  über  einen  festen  und  einen 
beweglichen  Flaschenzug  geht  und  an  einem  seinei;!  beiden  En- 
den an  den  einen  oder  den  anderen  dieser  beiden  Flaschenzüge 
befestigt  ist.     Die  Teste  Flasche  entspricht  dem  Punkte  ^,  die 
bewegliche  dem  Punkte  M*     Hangt  man  am  freien  Ende  des 
Fadens    das    verlicale    Gewicht   K   auf,    so    ist   die    Spannung 
in   der  ganzen  Länge   des  Fadens   gleich  K.     Betrachtet   mau 
die   Dimensionen  der   Rollen    als    unendlich   klein,    so   haben 
die  Spannungeu  aller  Theile  dieses  Fadens,  die  nach  dem  be- 
weglichen Flaschenzuge  gehen,  dieselbe  Richtung.     Nennt  mau 
ihre  Anzahl   /,    so  ist  ihre   Mittelkraft   gleich  iK    und   wirkt 
auf  den  Punkt  M  nach  der  Richtung  MyJ-^  ist  daher  iK  =  P, 
so  kann  man  die  Wirkung  der   Kraft   P    durch   die    de»  Ge- 
>vichlcs  K  einsetzen. 
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Ebenso  ist  es  iu  Bezielmng  auf  di«  anderen  Kraft«  P\ 
P";.,  die  an  die  Punkte  M\  M'\..  nach  den  Richtungen 
M*ji*y  M"A'\.^  angebraclit  sind;  jede  derselben  kann  durch 
ein  Gewicht  ersetzt  vrerden,  das  ein  aliquoter  Xheil  ihrer 
IntensitS^  ist  und  auf  die  in  Beziehung  auf  die  Kraft  P  an- 
gegebene Weise  wirkt.  Aufaerdem  sieht  man  leicht  y  dafs 
man  immer,  wie  die  Figur  85  zeigt,  einen  und  denselben 
Faden  über  alle  in  ^^  A' j  A'\*»  befestigten  Flaschen  und 
über  alle  beweglichen  Flaschen,  die  an  die  Punkte  M^  M\ 
M*\^.  angebracht  sind,  gehen  lassen  kann«  Mau  nehme  daher 
an^  es  seyen  i^  i\  i'\..  ganze  Zahlen  und  man  habe 

iK  =  P,    i'K  =  P',     rK  =  P"...  (d) 

Hängt  man  das  Gewicht  K  vertical  an  dem  freien  Ende 
dieses  Fadens,  auf,  so  wird  das  System  der  gegebenen  Kräfte 
Pf  P\  P",...  durch  dieses  einzige  Gewicht  ersetzt ^  dessen 
Wirkung,  vermittelst  dieses  Fadens  und  der  festen  und  be- 
weglichen Fiollen,  den  Punkten  -M,  Jtf',  jM"..^  mltgetheilt 
wild.  Die  Gleichungen  {d)  setzen  zwar  voraus ,  dafa  die 
Kräfte  P,  P\  P"...  commensurabel  sind;  diese  Annahme  ist 
^eddch  immer  zulässig,  da  ihr  gemeinschaftliches  Maafs  K  ein 
so  kleines  Gewicht  seyn  kann,  als  man  will|  und  selbst  un- 
endlich klein,  wenn  dies  nöthig  ist. 

839. 

Man  denke  sich  jetzt,  man  gebe  den  t^unkten  M^  M\ 
M  •••  eine  Bewegung,  die  sich  mit  den  Bedingtmgen  des 
Systems,  so  wie  auch  die  gerade  entgegengesetzte  Bewegung, 
verträgt.  Seyen  Ny  JV',  JV"...  ihre  Lagen  nach  einer  un* 
endlich  kleinen  Zeit  und  man  nenne,  wie  früher,  p,  jp',  p"... 
die  Projectionen  von  MNy  JM'JV',  M''N"...  auf  die  Rieh, 
tungen  von  P,  P',  Z^"..,  oder  auf  ihre  Verlängerungen. 

Da  der  Punkt  A^  in  a  auf  die  Linie  MA  projiciert  isr, 
so  verkürzt  sich  jedes  der  Seile,  die  von  A  nach  M  gehen, 
um  die  Gröfse  AM  —  AN^  für  welche  man  AM  —  AN 
nehmen  kann,  wenn  man  die  unendlich  kleineu  Gröfsen  der 
zweiten  Ordnung  vernachlässigt»  Dieses  Seil  wird  dagegen 
um  Ma  verlängert,  wenn  der  Punkt  a  auf  die  Verlängerung 
von  AM  fällr.  Hieraus  folgt ,  drfs  der  Punkt  K  in  Folge 
der  Verrückung  von  M,  im  easten  Falle  sinken  und  im  zweilen 
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sieb  erbeben  wird,  iiud  zvrai*  um  eine  Gröfse,  dU  dem  Pro- 
dukte aus  Ala  in  i  gleicb  ist,  was  darauf  zurück  komnit,- 
dalsy  nacb  dem  Zeicben  von  p  ($.331),  die  positive  oder 
negative  Aend<^uiig  der  verticalen  Höbe^  die  blos  von  dieser 
Verrückung  berrübrt,  durcb  ip  ausgedrückt  wii*d.  Ebenso 
ist  es  in  Beziebung  auf  die  übrigen  Punkte  M\  M" . . . ;  be- 
zeicbnet  man  daber  durcb  (  eine  unendlicb  kleine  Grüfse, 
die  9  je  hacbdem  sie  positiv  oder  negativ  ist  ^  die  ganze  Grui'se 
darstellt,  um  die  der  Punkt  Ky  in  Folge  der  gleicbzeitigeu 
Verrückungen  aller  Punkte  des  Systems,  sinkt  oder  sieb  er-< 
bebt  9  so  bat  inan 

f  =  i>  +  iy  +  £ V  4-  ... 

Da  aber  das  Gewicbt  K  berab  zu  sinken»  strjebt,  und 
die  einzige  KLräft  ist^  die  auf  das  System  wirkt,  so  ist  es  klar, 
dafs  Micbts  dasselbe  liinderh  wird,  die  Bewegung,  welcbe  wir 
betracbten,  bervor  zu  bringen,  wenn  dieser  Werl b  von^  positiv 
ist^  und  dafs  ebenso  das  Gewicbt  jK  durcb  Nicbts  verbindert 
wird,  die  entgegengesetzte  Bewegung  bervor  zu  bringen,  die 
man  ebenfalls  als  möglieb  voraussetzt  und  bei  welcber  ^  das 
Zeichen  ändert«  Zum  Gleicbgewicbte  ist  es  daber  erforderlicb, 
dafs  ^  Null  sey.  Da  umgeKebrt  das  Gewicbt  K  keine  Bewe- 
gung bervorbringen  kann,  obne  im  ersten  Augenblicke  um 
eine  unendlicb  kleine . Grölse  zu  sinken,  so  folgt  bieraus,  dafs 
es  gar  keine  bervorbringen  und  dafs  das  Gleicbgewicbt  statt 
finden  wird,  wenn  man  für  alle  unendlicb  kleinen  Verrückun- 
gen der  Punkte  M,  M\  ili".,.,  die  sich,  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  vertragen ,  ^  :=  o  bat, 

Multipliciert  man  nun  durch  K  die  Gleichung 
ip  'j'  i  p    'X'  i  p     -|-  ...   =  o, 
die    für   das   Gleicbgewicbt   notbwendig    und    hinreichend   ist, 
und  berücksichtigt   man   die   Gleichungen  (cf) ,  so   geht  sie   in 
die  Gleichung  (6)  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
über,  die  man  erhallen  woltie, 

« 

340. 

Dieser  Beweis  setzt  nicht  voi^us,  dafs  das  Princip  schon 

für  einen  isolierten  materiellen  Punkt  bewiesen  ist.     Heduciert 

sich    das   System    auf  einen    einzigen   Punkt   Jlf,    an    welchen 

die   der  Grofse    und  IVichlung  nach   gegebenen  Kriifle  P,  P\ 
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P",,.  augebra'clit  «ind,  so  substituiert  mau  ilirer  gleiclizeili- 
geu  KiciituDg  die  eines  Punktes  K ,  wie  in  §.  338 ,  und  %venn 
diese  Kräfte  im  Gleicbgewicbte  sind,  so  kann  mau  das  -Pi-incip 
der  virtuelieu  Gescbwindigkeiteu  aus  dieser  Substltutiou  durch 
die  ebeu  angegebene  Scblul'sfolge  ableiten.  Dieses  Pi-iucip 
giebt  aber  unmittelbar  die  Gleicbungeu  des  Gleichgewicliles 
des  Punktes  ili,  der  auf  einer  Oberilacbe  oder  kruiniuen 
Linie  bleiben  mul's  oder  auch  völlig  frei  ist  (§.  39)..  Ini  letz- 
teren Falle  kann  man  hieraus,  indem  man  eine  der  gegebenen 
Kräfte  als  der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt betrachtet,  die  Regeln  der  Zusammensetzung  und  Ver- 
legung der  parallelen  Kräfte  ableiten. 

Auch  kann  man,  ohne  Schwierigkeit,  aus  dem  allgemei- 
nen Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  festen  Körpers  ableiten, 
die  wir  auf  andere  Weise  im  f.  260  gefunden  haben. 

Wir  können  nemlich  zuerst  annehmen,  dafs  alle  Punkte 
dieses  Körpers  gleich  grofse  gerade  Linien  beschreiben,  die 
einer  der  Coordiuatenaxen  parallel  sind.  Nennt  man  h  die 
Länge  dieser  geraden  Linien,  und  «,  «',  a". ..  die  Winkel, 
die  ilirc  gemeinschaftliche  Richtung  mit  denen  der  gegebenen 
Kräfte  einschliefst,  so  hat  man 

p  —  AI  cos«,  p  z=z  h  cos«,  p  =  /*  cos«  ... 
für  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  M,  M'y  M"... 
des  festen  Körpers,  die  auf  die  Richtungen  der  an  diese  Punkte 
angebracliten  Kräfte  P,  P',  P'\..  projiciert  sind.  Substituiert 
mau  daher  diese  Wcrthe  in  die  Gleichung  (6)  und  läfst  den 
Factor  A,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  ist,  weg,  so 
hat  man  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes 

P  cos  «  -j*  P'  cos  «'  -f-  P"  cosa"  4"  •••  ^^  ^* 

Betrachtet  man  nach  einander  die  Bew^egungen  des  Kör- 
pers, die  den  beiden  anderen  Coordinatenaxen  parallel  sind, 
so  erhält  man  ebenso  die  beiden  anderen  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes,  die  dieser  ähnlich  sind. 

Wir  können  uns  auch  denken ,  dafs  sich  der  Körjjcr 
nm  eine  der  Coordinalenaxen  dreht.  Um  die  Gleichungi  die 
dieser  Bewegung  entspricht,  zu  bilden,  bezeichne  ich  die  Coor- 
dinalcn    der  Puukte   ü/,  M',  M...  und  die  Winkel,    welche 
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die  RicLtUDgeu  der  Kräfte  P,  P\  P'\..  mit  tlenen  der  Coor- 
dinateo  ciiiscliliefsen,  durch  dieselben  Buchstabeu  ^^ie  in  $.  260. 
]\ininit  man  an,  dafs  die  Um^reliung  um  die  Axe  der  z  gc-> 
sclilelit,  8Q  beschreibt  jeder  dieser  Punkte  einen  Kreisbogen 
der  mit  der  Ebene  der  x  und  y  parallel  ist  und  dessen  Halb* 
messer  das  von  diesem  Punkte  auf  diese  Axe  gefällte  Perpen- 
dikel ist.  Aufserdem  ist  der  durch  dieses  Perpendikel  be- 
schriebene "Winkel,  vermöge  der  Natur  der  festen  Körper, 
für  alle  Punkte  desselben,  der  neniliche.  Setzt  man  ihn  dalicr 
unendlich  klein,  bezeichnet  ihn  durch  oi  und  dgrch  r,r', /'"... 
die  Abstände  der  Punkte  M^  M\  M'\*f  von  der  Axe  der  z^ 
so  hat  mau  rw,  r  Wy  r"iu*.,  für  ihre  virtuellen  Gesch>vin- 
digkeiteu,  und  nennt  mau  auch  dy  ä',  ä"p>*  die  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel,  welche  die  Richtungen  dieser  Geschwindig- 
keiten mit  denen  der  Kräfte  P,  P\  P"«  •  •  einschliefsen ,  so 
folgt  daraus 

p  =  ria  cos  J,    p  .zu  r  w  coso  y    p     z=z  r  (a  cosa  ••• 
für   die    Projectioneu   dieser  Geschwindigkeiten   auf  die  Richr 
tuugen  dieser  Kräfte  oder  ihre  Yerlängerungen. 

Seyen  ferner  a,  6,  c  die  Winkel,  welche  zwischen  der 
Richt<ing  der  Geschwindigkeit  ro»  und  den  durch  den  Punkt 
M  parallel  mit  den  Axen  der  x  ^  y^  z  gezogenen  Linien  ent- 
halten sind,  und  man  bezeichne  durch,  a^  ßy  y  dieselben 
Winkel  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der  Kraft  P,  so  hat  man 

cos  d  =  cos  a  cos  «  -f-  cos  b  cos  ß  -j-  cos  c  cos  y.        ,    . 

Da  aber  die  Geschwindigkeit  rw  im  Punkte  M  eine  Tan- 
gente des  Kreises  ist,  dessen  Halbmesser  r  ist  und  dessen 
^Mittelpunkt  in  der  Axe  der  2;  liegt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  mau 

,  X  y 

cos  6  =    :±:   — ,     cos  a  =:  =ir  — ,     cos  c  zu  o 

r  r 

und  daher 

p  =z  j'(a  cös  J  =    rfc:  (jc  cos  ß  —  y  cos  «)  a> 
hat,.     Kbenso  ist 

p'  z=z  ziz  (a''cos/S' — y'coBa)(o 

tr    /      ff  ^n  tt  f/\ 

V     1=  zin  {.v    COS  ß    — y    cos  a   )  w 

U.8.W.  ^  ^  *  ^  ^ 

Diu  Zeichen  JiUngen  vom  Sinne  der  Drehung  ab,  und 
man  mui's  in  ulicu  diesen  Werlheu,  zu  gleicher  Zeit,  die 
oberen  oder   die    uiilcrea  Zeichen  nehmen«      Sabsliluicrt.  mau 
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sie  daher  in  die  Gletduing  (t)   und   uuierdriickt   den  Factor 
:iz  fo,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  iftt,  so  hat  man 
p{xeosß — y  coso)  -|-  p\^'  cos/J'  — y'  cota')  -|-...  =  o. 

Diese  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist  die  der  Momente 

in  Beziehung  auf  die  Axe   der  z,   um  >yelche  die  Bewegung 

statt  hal;  und  man  erhält  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen 

der  Momente  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x  und  y,  indem 

man  den  festen  Körper  sich  allmälich  um  diese  zwei  geraden 

Linien  drehen  laTst« 

341. 

Man   kann   der  Gleichung  (b)   eine   andere  Gestalt  geben, 

die  die  Anwendungen  derselben  erleichtert« 

Zu  diesem  Ende  seyen  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes M  in  seiner  Lage  des  Gleichgewichtes,  ^  '^  ^^»  ^  -^  tfys 
£  ^  ^z  daSy  was  sie  werden,  wenn  man  diesen  materiellen 
Punkt  in  eine  unendlich  nahe  Lage  N  bringt;  X,  Y,  Z  die 
Seitenkräfte  der  Kraft  P  nach  den  Verlängerungen  der  x^yy  z 
im  positiven  Sinne.  Diese  unendlich  kleinen  Gröff-en  &Xy  dy, 
dz  sind  die  Pro^ectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeit  MN 
auf  die  Richtungen  der  Xy  Y,  Z,  und  da  p  immer  ihre 
Projection  auf  die  Richtung  von  P  ist,   so  hat  man  ($.331) 

Pp  =  XSx  +    Ydy  4-  Z»z. 

Bezeichnet  man  die  analogen  Grüfsen,  welche  den  Punk- 
ten M\  M*\  u.  s.  w*  entsprechen,  durch  dieselben  Buchstaben 
mit  Accenten,  so  hat  man  auch 

P'p    =  X'8x'  +  T8y'  -f.  Z'dz' 
Py  =  X''ix"  +  Y"8y'  +  Z''8z" 

u.  s.  w.,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  und  die  vorherge- 
hende addiert,  so  kann -man 

Pp  +  Py  -h  P'Y  +  -  =  2riX9x  ^-  YSy  +  Ziz) 
schreiben,  wo  sich  die  Summe  S  auf  alle  Punkte  M,  M\ 
JU"...  des  Systems  erstreckt,  und  daher  aus  einer  Anzi^ 
von  gleichen  Theilen  besteht,  welche  der  der  Punkte  gleich 
ist.    Auf  diese  Weise  geht  die  Gleichung  (b)  in 

2  (Xäx  ^-  Y8y  +  Z8z)  =  o  (c) 

über,  tinter  welcher  Form  man  sie  erhalten  wollte. 

Von   welcher  Art  aber   auch   die   Verbindung   zwischen 
den  Punkten  des  Körpers  sey,  so  kann  man  sie  immer  durch 
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etue  oder  mehrere  Gleicbiingefi ,  zwiscben  den  Coordinalcn, 
ausdrücken.  Seyen  daher  X,  Im\  U\.*  gegebene  Functionen 
von  x^  y^  Zy  x\  y\..  oder  eines  Tbcils  dieser  Coordinalen 
und  man  nehme  an,  dafs  diese  Gleichungen 

sind.  Da  die  gleich seiligen  Verriickungen  aller  Punkte  des 
Systems 9  mit  den  Bedingungen,  welchen  es  unterworfen  ist, 
vereinbar  seyn  müssen  i  so  müssen  die  Coordinateu  x,  y^  z, 
x',y'f  «'••.  von  Ä/,  M'f  -M"...  und  die  Coordinalen  x-^tfxy 
J  +  ^JK>  ^  +  Jä,  Ar'-f- c^jf'...  von  iV,  N',  A'".,.  diesen 
Gleichungen  Genüge  leisten.  Vernachlässigt  man  daher  die 
unendlich  kleinen  Gröfsen  des  zweiten  Ranges,  so  hat  man 

^L  ^      ,    CiL  ^      ,    CiL  ,      ,    dL   ,   ,    ,       * 
dx  dy    ^     *    dz  *    dx'  ' 

•^^'^  +  T^^'^+dT*'' +rf7  *'''+•••  =  *^>  (^) 

dL\      ,dL\     ,dL\      ,dr.    ,    , 

u.  s.  w. 

Aendert  man  zu  gleicher  Zeit  die  Riditung  der  Verrückim* 
gen  aller  Punkte  des  Systems  in  die  entgegengesetzte  um,  so 
ändern  sich  zu  gleicher  Zeit  die  Zeichen  von  ix,  Sy ,  fz^ 
dx'...  und  diese  Gleichungen  bestehen  noch  immer,  so  dafs 
die  unendlich  kleine  Bewegung,  der  sie  entsprechen,  und  die 
gerade  entgegengesetzte  Bewegung  beide  mit  den  gegebenen 
Bedingungen  vereinbar  sind,  wie  dies  auch  der  Ausdruck  des 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  stillschweigend  vor- 
aussetzt (^.  331). 

Dies  angenommen,  eHminiere  man,  vermittelst  dieser  Glei- 
chungen {g)j  in  )edem  Falle,  eine  Anzahl  Gröfsen  dx,  dy, 
izy  dx'...  aus  der  Gleichung  («?),  die  der  Anzalil  der  Glei- 
chungen (/*)  gleich  ist.  Diejenigen  dieser  Gröfsen,  welche 
alsdann  in  dem  ersten  Tlieile  der  Gleichung  {e)  bleiben,  sind 
unabhängig  von  einander.  Man  mufs  daher  ihre  Coeülcienten 
einzeln  gleich  Null  setzen,  was  alle  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes des  Systems  giebt,  deren  Anzahl  dreimal  so  groff 
als  die  der  materiellen  Punkte  Af,  ilf',  M"...  weniger  der 
Anzahl  der  Gleichungen  (/).seyn  wird.     Sind  die  Lagen  die- 
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«er  Punkte 9  d.  li.  di«  Wertlie  ihrer  Coordinaten  x^  y^  z,  x'... 
gegelien,  so  miissea  die  Seitenkräfle  der  Kräfte  P,  P'y  P".  •. 
diesen  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  genügen ;  sind  dagegen 
diese  Kräfte  der  Gröfse  und  Richtung  nach  gegeben  und  die 
Lagen  der  Punkte*  des  Systems  unbekannt,  so  dienen  dieselben 
Gleichungen  y  mit  den  Gleichungen  {/)  verbuiiden,  dazu^  alle 
ihre  Coordinaten  zu  bestimmen. 

342. 
Da  die  Gleichungen  (e)  und  (g)  in  Bezieliung  auf  fx, 
dyj  dzj  ix\»,  linear  sind,  so  kann  die  Eliuiinaliun  eines 
Theiis  dieser  Gröfsen,  nach  der  bekannten  INIetliodc  ausge- 
führt werden,  indem  mau  diese  Gleichungen  addiert,  nach* 
dem  man  die  Gleichungen  g  mit  unbestimmten  Factoren  niul- 
tipliciert  hat  und  in  dieser  Summe,  die  Coeilicienteu  deije- 
nigen  unter  den  Grüfsen  ix^  äy,  dz,  dx\..,  die  man  elimi- 
nieren will,  gleich  Null  setzt,  woraus  sich  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  ergeben  wird,  die  der  der  Coordinaten  gleich 
ist,  aus  welchen  man  noch,  in  jedem  Falle,  die  unbestimmten 
Factoren  eliminieren  mufs,  um  die  Gleichungen  des  Gieicli- 
gewichtes  des  Systems  zu  haben. 

Bezeichnet  man  durch  A,  X\  X^\,.  die  Factoren,  durch 
welche  man  die  Gleichungen  (^')  multipliciert,  so  hat  man, 
nach  diesem  Verfahren, 

für  die  Gleichungen,   die   von   den  CoeiHcicnten  von   dx,  dy^ 
iz  herrühren,  ebenso  hat  man 

'        äx      '         dx      •  dx       ^ 

^■+»ii+ ^17'+*"^' +•••=''>("•) 

■    z'  +  r^,  +  r^;.+  r^' +  ...  =  » 
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für  dio}euigen,    welche   von   den   Cocfiictenlen   Yon  ^x'    iy' 
dz'  lierrnhrcn  «.  8.  \v. 

Statt  }.,  )J,  A"...  aus  diesen  GleicLungen  ku  eliiiiinireB 
kann  man  auch  den  Werth  dieser  IJnbekanulen  aus  diesen 
Gleicliungcn  finden;  es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man 
alsdann  die  Gröfse  und  Richtung  der  Krüße  finden  kann^  die 
von  der  Verbindung  der  Funkte  des  Systems  hemihren,  auf 
alle  diese  Punkte  wirken  und  den  gegebenen  Kräften  P,  P\ 
JP"...  das  Gleichgewicht  hallen.  Die  Bestimmung  dieser  un- 
bekannten Kräfte  ist  ein  wichtiger  Theil  der  Aufgabe  des 
Gleichgewichtes,  deren  vollständige  Auflösung  in  den  Glei- 
chungen (/;,  (//),  (A')...  enthalten  ist. 

343. 

Nimnil  nian  an,  dnfs  nlle  Punkte  des  Systetns,  den  Punkt 
M  ausgenommen,  unbeweglich  gemacht  werden,  so  wird  hier«* 
durch  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  werden.  In  Folge  der 
Gleichung  h  z=zo  ist  alsdann  der  Punkt  M  gezwungen,  sich 
auf  der  Oberlläche  zu  bewegen ,  deren  Gleichung  Lzn  o  ist 
und  in  welcher  die  Coordinaten  x,  y,  z  allein  veränderlich 
sind.  Bezeichnet  man  durch  /r  den  Widerstand  dieser  Ober- 
flache,  >vclcher  nach  einem  der  beiden  Theile  der  Normalen 
in  M  gerichtet  ist,  so  kann-  man  diese  Oberfläche  oder  die 
Bedingiiugsgleichung  L  =  o  durch  diese  unbekannte  Kraft  er- 
setzen. Ebenso  kann  man  Z'=  o  durch  eine  Kraft  /ii  ersetzen, 
die  sen^vrecht  auf  der  dif3ser  Gleichung  entsprechenden  Ober- 
fläche steht,  L*'  zzz  o  durch  eine  Kraft  ^i2,  die  senkrecht  auf 
der  entS2)recheuden  0])erfläche  steht  u.  s.  w.  Verbindet  man 
daher  mit  der  gegebenen  Kraft  P  oder  ihren  Seitenkräften 
Xy  y,  Z  diese  senkrechten  Kräfte  /i,  ^ci»  /f2***9  ®o  kann 
man  alsdann  den  Punkt  M  als  einen  völlig  freien  und  isolierten 
ansehen.  Bezeichnet  man  daher  durch  a,  b,  c  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Kraft  /»  mit  den  Linien  einschliefst, 
die  den  Axen  der  x,  y^  z  parallel  durch  den  Punkt  M  gezo- 
gen sind,  durch  a^,  bi^  Ci  dieselben  Winkel  in  Beziehung 
auf    die  Kraft  /i  i  u.  s.  w. ,  so  hat  man 

X  4"  /t  cosrt  "4-  /ti  coscfi  -|-  //2  cosfla  -|~...  =  o 

Y  -{-  flCOsb  ^  ftl   cos  h\    +  /^2  C0S&2  +  •••  •=  o 
Z   '\-  fl  cos  C    -{-  /^i  cos  i'i    -j-  /f  2  cos  f ?2  4"  . . .   =   O 
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für  di«  drei  Gleichungen  de«  Oleicbgewichtc«  des  Punktes    M. 
9et2t  mau  «ufterdem,  zur  Abkörsung, 

''  =  ^(jzJ  +w)  +G7) 

UeteW.y  $0  fadt  okSiU  j  Ddcb  deii  bekanntea  Formeln  (^.21) 

1    rfZ  •         1   €lL  1   c^Z. 

cot  rt  =  —  -— ,     cos  6  = 7— ,     cos  0  =  —  -7— 

V  dx  V  dy  V  dz 

l   dÜ  ,1  dÜ  1    dlJ    V    /^ 

cosai= -— ,    cos6i=:— -r~,    cosci=  —  := —   >    Kn 

Vx   dx  ,     Vi  dy  n  dz 

i   dU'           ,1   dL"                    1   dL" 
cot  a^  =  —  -7 —  9    cos  6«  = # —  i  *^os  C2  = T^ 

11.  SeWey   wodurch  diese  drei  Gleichungen  des  GleicligewicLtes 
in  folgende  übergehen: 

^  X  t'lL  jL  m^  jL.  Li  ^  + ...  =  o 

Yj^tL^L       fndV       ,j,dl^       ^^^ 

V  dy         v\   dy         ^2    «JK 

^   -f- ; -j -; 1-  ...  =  O. 

r  dz         n    dz         V2   dz 
Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  drei  Gleichun- 
gen {ß)y  mit  denen  sie  identisch  seyn  müssen  ^   so  findet  man 

daraus 

p  ziz  rXf    fti  :=:  riVf     /12  =  1^2  ^'•••* 

Daher  vrerden^  in  Beziehung  auf  den  Punkt  M,  die 
Kräfte,  welche  von  seiner  Verbindung  mit  den  anderen  Punk- 
ten des  System»  herrühren ,  durch  die  Produkte  vX^  ViX\ 
V2^'^»"  ausgedrückt.  Diese  Kräfte  müssen  positiv  seyn,  man 
mufs  daher  deb  Wurzelgröfsen  r,  Vi,  V2y*  dieselben  Zeichen 
geben,  wie  den  Gröfsen  Xy  X'y  A". •*,  und  die  Richtungen 
dieser  Kräfte  sind  durch  die  Gleichungen  (2)  vollkommen 
bestimmt. 

Nennt  man  ebenso  /f',  /«'i,  f^2.*,  die  Krähe,  welche, 
von  der  Verbindun^^  des  Systems  hen^rend,   auf  den  Punkt 
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JU '  wirken  und  ftuf  den  verscliiedenen .  Obei*flSchen  tettkrecht 
stehen,  auf  welchen  er  ttch  bewegen  nnirs^  wenn  alle  übrigen 
Punkte  jtf,  M'\   M''\..  feat  sind,  so  findet  man  ebenso 

/*'  =  r'A,    fti    =  ri  X\    f92   =  «'2  A"... 
wenn  man  zur  Abkürzung 

'■■ = A-  c^y + m + c^y 

--=>rG^'y+(fy+d^y 

u.  8.  w.  setzt.  Ebenso  erhält  man  die  Werthe  der  Kr&ftei 
die  sich  auf  die  Punkte  M"j  M"\.^  beziehen« 

344. 
Vergleicht  man  die  Werthe  von  f$  und  /t',  so  hat  man 

so  dafs  sie  sich  zu  einander,  wie  die  Grüfsen  r  und  v*  yer~ 
halten.  Wenn  daher  zwei  materielle  Punkte  M  und  M'  unter 
sich,  und,  y^enn  man  will,  auch  mit  einer  beliebigen  Zahl 
anderer  Punkte,  durch  die  Gleichung  L  =  o  verbunden  sind, 
so  ergeben  sich  daraus  ,^  im  Zustande  des  öleichgewichtes, 
Kräfte  /e  und  /e',  welche  an  die  Punkte  M  undJt/'  ange« 
bracht  sind,  deren  Grüfsen  sich  wie  v  zu  v'  verhalten  und 
die  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  eiusehlicfsen ,  deren 
Cosinus 


1    dL 

1 

dL 

1    dL 

V    dx* 

V 

dy' 

V    dz 

iör  die  Kraft  /»  und 

\ 

1    dL 

1 

dL 

1    dL 

v'  dx-  v'  dy'^  v'  dz 
für  die  Kraft  /*'  sind.  Die  Richtung  und  Gröfse  dieser  Kräfte 
hängt  von  dem  Zeichen  und  dem  Werthe  einer  Gröfse  X  ab, 
die  man ,  in .  jedem  Falle ,  aus  den  Gleichungen  des  Gleich« 
gewichtes  findet.  Die  Betrachtung  der  Oberflächen  >  auf  wel- 
chen jeder  der  Punkte  des  Systems  die  Freiheit  sich  zu  be- 
wegen behält,  wenn  alle  übrigen  als  fest  gedacht  werden,  be« 
stimmt  die  senkrechten  Richtungen   der  Kräfte ^    die  von  de/ 
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Vevbimlung  cil4^8e^  Punklc  herrühren ,!  für  ii»<lc  der  Gleulitin- 
gen,  durch  wekho  die»o  Verbindung  ansgcdriickt  \^  ivd  (J.  290) ; 
hierous  läfst  sich  aber  gar  kein  Verhaltniij^  zwischen  den 
Kräften,  die  sich  auf  zwei,  durch  dieselbe  Gleichung  verbun« 
dene,  materielle  Funkle  beziehen,  ableiten ^  und  nur  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ^  oder  die  aus  dem- 
selben abgeleiteten  Gleichungen  (Ä),  (/t')  u.  s.  w.  geben  dieses 
Verhaltnifs  a  priori,  im  Falle  des  Gleichgewichtes. 

345. 

Um  eine  Anwendung  dieser  Formeln  zu  geben,  wollen 
wir  das  Beispiel  de%  Seilpolygons  wieder  vornehmen,  das  wir 
schon  im  ersten  Abschnitte  des  vorhergehenden  Kapitels  be* 
trachtet  haben,  und  annehmen,  dafs  die  materieUen  Punkte 
Mf  M\  M'\..  die  Spitzen  dieses  Polygons  sind. 

Nennt  man  /,  l\  l'\**  die  gegebenen  Langen  der  Seiten 
MM\  M'M'\  M"M"\..f  $0  sind,  in  diesem  Falle,  die  Glei- 
chungen (/) 

L  =  yTix-x'f  +  iy-yy^  {z—z'f—  1  =  o 

L'  =  ^f{x'—x"f^\-  {j'—y"fJ^  (« '_  zi'Y  —  i  =  o 

V  =  yrix"-x"'f-\-{y"-y"y^(z"-z"'-f-r  =  o 

•  •  •  •  • 

woraus  sich 


ergiebt,  alle  übrigen  partiellen  DiiTerentiale  von  Z,  L',  L'\ . . 
welche  in  den  vorhergehenden  Formeln  vorkommen,  werden 
gleich  Null  seyn. 

Betrachtet  man  die  beiden  Punkte  M  und  M' y  so  hat  man 

V  '=■  V    =  :±:  1,     /*  =  /*'  =  ±  A, 

wo  man   die   oberen    oder   unteren  Zeichen  nehmen  mufs.   Je 

nsiichdem  der  ^Ycrlh  von  A  positiv  oder  negativ  ist.     Hieraus 

und  aus  den   vorhergehenden  Gleichungen   schliefst  man,  dafs 


dL             dL        X — x' 

dL'             dL'        x' —  x" 

dx  —       dx'             t      ' 
dL             dL       y—y' 
dy  "       dy'            /      ' 
dL             dL        z  —  z' 

dx'  ~        dx"  ~        V         '"      , 
dL'              dL'        Y '  — y  " 
dy'             dy"  ~       /' 
dL'              dL'       .z'  —  z" 

dz              dz'             l 

dz'              dz"             V 
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die  Punkte  M  und  M'  durch  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kräfte  getrieben  werden,  die  nach  der  geraden  Linie  MM' 
oder  ihren  Verlängerungen  gerichtet  sind  und  deren  gemehi- 
schaftlicher  Werlh,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen^  tue  Grofse 
A  seyn  wird.  Ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  die  Piiiikie  M' 
und  JkZ",  M"  und  iH'"  u.  s.  *w.,  so  dafs,  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes,  die  Gröfsen  A,  A',  A".«.  die  Zusaninienzie- 
hungen  oder  Ausdehnungen  der  auf  einander  folgenden  Seiten 
MM',  M'M'\M"M"\..  ausdrücken.  Da  man,  vermöge  der 
Gleichungen  (/) 

.  fc  —  X*  y  —  y*  z  —  z' 

cos  rt  =  db  -— ^^ ,   cos  6  =  ri=  — -, —  ,  cos  c  =  :±:  — - — 

hat,  und  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  niufs, 
je  nachdem  der  Werth  von  A  positiv  oder  negativ  ist,  so 
findet  man  hieraus  z.  B. ,  dafs  die  an  den  Punkt  M  ange- 
brachte Kraft  von  M  nach  M'  gerichtet  ist  und  eine  Zusam- 
menziehung der  Seite  MM'  ausdrückt,  wenn  dieser  Werth 
ne«ativ  ist,  während  diese  Kraft  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkt  und  eine  Spannung  ausdrückt,  wenn  der  Werth  von 
A  pösi^v  ist.  Beide  Fälle  sind  möglich,  wenn  die  Seiten  -des 
Polygons  unbiegsame,  durch  Gewinde  verbundene  Stäbe  sind, 
dagegen  kann  nur  der  z.weite  Fall  statt  finden,  wenn  die 
Seiten  biegsame  Fäden  sind. 

Die  Gleichungen  (A),  (Ä'),  (A")  kann  man  auch  wie  folgt 
schreiben: 

i 

Z  -  — — 

35 


X"  + 
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):{.x"-x')    _   X"ix"'-x") 


i'  i 


ff 


^.>    ,    ^  (-    — ■=)    _   A    (g     —z  ) 

•  •  •  •  • 

Die  drei  ersten  zeigen,  dafs  die  Spannung  X  die  Miltelkraft 
der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  seyn  wird.  Addiert  man  sie  zu 
den  drei  folgenden,  so  hat  man 

z  +  z'  =  ^'(""^r^'^ 

woraus  hervorgeht ,  dafs  die  Spannung  A  die  Mittelkraft  der 
Kräfte  .X',  Y',  Z'  und  der  parallel  mit  sich  selbst  nach  M* 
versetzten  Kräfte  X,  Y*,  Z  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  hat 
man  für  die  Spannung  einer  beliebigen  Seite  denselben  Werth 
wie  in  f.  287.  - 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der. Spitzen  Jlf,  Jü',  Jlf ... 
durch  /?,  so  ist  die  der  vorhergehenden  Gleichungen  3/2  und 
die  der  Spannungen  A,  X\  A". ..  gleich  n  —  1.  Elimiuiert 
man  diese  Gröfsen,  so  hat  man  daher  2/2  -j-  1  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes,  welche,  in  Verbindung  mit  den  n  —  1 
gegebenen  Längen  /,  /',  Z"...  der  Seiten  des  Vielecks,  hin- 
reichend sind,  um  die  3/7  Coordinaten  der  Spitzen  und  daher 
die  Gestalt  des  Gleichgewichtes  zu  bestimmen.  Doch  hat  diese 
Berechnung  keinen  Nutzen,  und  es  ist  besser,  wie  wir  es 
in  f.  286  gethan  haben ,  die  Seiten  des  Seilpolygons  allmälich 
nach  den  gegebenen  Grofsen  und  Richtungen  der  Kräfte,  die 
an  seinen  verschiedenen  Spitzen  wirken,  zu  bestimmen. 

346. 

In    dem    Falle,    wenn    ein  .beliebiges    System    materieller  ' 
Punkte   My  M\  iü". ,.    gegeben    ist,    bei   welchem  die  gege- 
benen Kräfte j  die  an  diese  Funkte  angebracht  sind,  von  ihren 


J 
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wechselseitigen  AnzieliiiDgen  oder  AbstorsungeD;  uud  älinllclien 
Kräflen,  die  von  einem  oder  mehreren  Mittelpunkten  ausgehen 
herrühren  ,  hat  man 

2(Xdx-^  Ydy-\'  Zdz)  =  d(p{xyy,z,  x\  y'\  z'.,.), 
wo  (p  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  von  A/,  M' ^ 
Ji". . .  ist,  welche  von  dem  Gesetze,  welchem  diese  Kräfte, 
in  Beziehung  auf  die  Abstände,  unterworfen  sind,  abhängt. 
In  Beziehung  auf  die  Kräfte,  welche  von  festen  Mittelpunkten 
ausgehen,  folgt  dies  aus  dem,  was  man  in  ^.  158  geseh«n  hat. 
Aufserdem  nehme  man  an,  es  sey  U  die  wechselseitige  Wir- 
kung von  M  und  M'\  und,  um  einen  bestimmten  Fall  zu 
betrachten ,  setze  man ,  sie  sey  eine  anziehende.  Sey  auch 
u  ihr  wechselseitiger  Abstand,  so  dafs  U  eine  gegebene  Func- 
tion von  u  ist  und  man 

u^  =  {x'  —  xy^  (y  - j)2  +  (^'  _  ^)2 

hat. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  MM'  mit 
Linien  einschliefst,  die  durch  den  Punkt  M,  nach  den  Rich- 
tungen der  positiven  x ,  y,  z,  gezogen  sind,  sind 

x'  —  X       y    — y       z    — z^ 
u  u  u 

multipliciert  man  sie  mit  U,  so  hat  man  die  Seitenkräfte 
dieser  an  den  Punkt  M  angebrachten  und  nach  MM'  gerich- 
teten Kraft.  Die  Seitenkräfte  derselben  Kraft  U,  die  an  den 
Punkt  M'  nach  der  Richtung  M'M  angebracht  ist,  sind  gleich 
und  entgegengesetzt;   hieraus  findet  man 

Elfx'^x)(dx^dx)^{y^y){dy^dy)  +  {z'--zXdz^dz')-] 
u 

als  Theil  der  Summe  2,  die  von  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung von  M  und  M'  herrührt.  Differentiiert  man  den 
Werth  von  u^,  so  hat  man 

uduz=z{x^x){dx-^dx)  +  {y^y){dy'^dy)+iz-z){dz^dz) 

wodurch  die  vorhergehende  Gröfse  auf  —  Udu,  d.  h.  auf  das 
Differential  einer  Function  von  u  zurückkommt.  Dasselbe 
gilt  von  den  Theilen  der  Summe  2,  die  von  den  wechselsei- 
tigen Wirkungen  der  übrigen  Punkte  des  Systems  herrühren; 
daher  ist  der  ganze  Werth  dieser  Summe  aus  Gliedern  ?u-» 
sammengesetzt,    die  alle  genaue  Differentiale   sind   und    dieser 

35* 
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Wertli  ist  aiicb  das  Differential  einer  gegebenen  Fimclion  der 
Coordinalen  aller  dieser  Punkte. 

In  Folge  der  Gleichung  (e)  ist  diese  Function,  die  wir 
durch  (p  bezeichnen ,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  in 
Beziehung  auf  die  Werlhe  der  Coordinaten,  welche  einer  Lage 
des  Gleichgewichtes  des  Systems  entsprechen,  und  unigekelirt, 

-wenn  man  das  Maximum  oder  das  Minimum  einer  Fimclion  fp 
bestimmt,  indem  man  die  Gleichungen  {f)  berücksichtigt,  die 
zwischen  den  Coordinaten  statt  haben  können,  so  entsprecJien 
die  Werthe,  die  man  auf  diese  Weise  erhält,  den  Lagen  des 
Gleichgewichtes. 

Hieraus  findet  man,  dafs,  wenn  das  System  der  Punkte 
3i,  M' j  3i''...  in  Bewegung  ist,  so  dafs  ihre  Coordinaten 
und  daher  die  Gröfse  (p  Functionen  der  Zeit  sind,  diese  Func- 

'  tion  (p  ihr  Maximum  imd  ihr  Minimum  erreicht,  so  oft  das 
System  in  eine  Lage  übergeht,  in  welcher  es  im  Gleichge- 
wichte bleiben  wird,  wenn  die  Funkle,  aus  welchen  es  be- 
steht, nicht  schon  Geschwindigkeiten  erlangt  haben. 

347. 
Zwischen  dem  Maximum  vuid  Minimum  der  Gröfse  tp 
ist  ein  wesentlicher  Unterschied,  den  man  /berücksichtigen 
mufs  und  welchen  ich  nun  erörtern  will.  ÜNIan  sagt,  der  Zu- 
stand des  Gleichgewichtes  eines  Körpers  oder  eines  Systems 
von  Körpern  sey  dauernd^  wenn  diese  Körper,  nachdem 
man  sie  ein  Wenig  aus  iliren  Lagen  herausgel)racht  hat,  wie- 
der dahin  zurück  zu  kommen  streben,  indem  sie  kleine  Schwin- 
gungen machen,  welche  die  Reibungen  und  Widerstände  der 
Mittel  zuletzt  aufheben  oder  unmerklich  machen.  Das  Gleicli- 
gewicht  ist  nicht  dauernd  oder  augenblicklich,  wenn  der 
Körper  oder  das  System  von  Körpern,  welches  in  cliescin 
Zustande  ist,  sich  immer  mehr  davon  zu  entfernen  strebt  und 
zuletzt  umschlägt,  sobald  man  es  ein  Wenig  davon  entfernt 
hat.  Setzt  man  gar  keine  Reibung  voraus,  die,  bi.^  zu  einem 
gewissen  Punkte,  die  Körper  in  ihren  Lagen  zurück  halten 
kann,  so  ist  dieser  zweite  Zustand  des  Gleichgewichtes  ein 
rein    mathematischer    Fall,     den    man    nie    beobachten     kani^ 

•weil    die    geringste    störende    Kraft    hinreicht,    um    ilin     auf- 
zuheben 
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Dic6  \orau8gcselz( ,  so  sind  die  durch  das  Priiicin  der 
YirUiellen  Gescliwindigkeiten ,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
durch  die  Bedinguug  des  IMaximum  oder  Miuimiim  der  Func- 
tion (p  gegebenen  Gleichungen ,  für  beide  Zustände  gemein- 
schaftlich;  das  Maximum  aber  entspricht  dem  dauernden, 
das  Minimum  dem  augenblicklichen  Gleichgewichte,  und 
dies  ist  es,  was  ich  wirklich  in  einem  anderen  Kapitel  zeigen 
Averde,  wo  wir  die  Natur  der  Bewegung,  welche  statt  hat, 
wenn  ein  System  materieller  Punkte  sehr  wenig  von  einem 
Zustande  des  Gleichgewichtes  entfernt  worden  ist,  betrachten 
w^erden.  Für  jetzt  will  ich  nur  Beispiele  dieser  zwei  Zustande 
des  Gleichgewichtes,  in  dem  Falle,  wenn  ein  System  schwerer 
Körper  gegeben  ist,  angeben  und  zuerst  eine  Eigenschaft  seines 
Schwerpunktes  miltheilen« 

348, 
Man  nehme  daher  an,  es  sey  die  Schwere  die  einzige 
an  die  Punkte  M,  M',  itf ". . .  angebrachte  Kraft,  welche  die' 
Schwerpunkte  des  Körpers  seyn  werden,  deren  Gewichte  wir 
durch  jf7,  12',  .72"...  bezeichnen.  Nimmt  man  an,  dafs  die 
Schwere  vertical  und  im  Sinne  dieset*  Kraft  gerichtet  ist,  so 
Lat  man 

z  =  i7,  z' =  n\  z"  =  n\..y 

die  anderen  Seitenkräfte   sind  alle  Null,  und  es  folgt  daraus 

dtp  z=  ndz  -(-  n'dz'  -f-  n"dz'\.. 

Nennt  man  aber  2  die  Summe  der  Gewichte  /7,  i7  ,  /Z  ••• 
und  Zi  die  Ordinate  dieses  Schwerpunktes,  die  vertical  und 
im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist,    so   hat  man  auch  (§.  64) 

SHzi  =  12^  +  n'z'  +  22'^"  +  ... 

also  ist 

dg)  =  2dzi^     y  =  c  -}~  2zi^ 

wo  c  eine  willkülurliche  Constante  ist. 
Hieraus  schliefst  man : 
Erstens:     dafs    die    Ordinate    «i    die   Grufse    ist,   welche 
ein   Maximum    oder    ein  'Minimum   seyn    mufs,    wenn    das 
System  im  Gleichgewichte  ist,  und  umgekehrt. 

Zweitens:  dafs  das  Maximum  von  «i  dem  Falle  des 
dauernden  Gleichgewichtes,  und  das  Minimum  dem  Falle 
des  augenblicklichen  Gleichgewichtes  entspricht. 
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Es  beslelit  also  die  Bedingung  des  Gleicli gewichtes  eines 
beliebigen  Systems  schwerer  Körper  darin  ^  dafs  der  Scli^ver- 
punkt  eines  ganzen  Systemes  so  tief  oder  so  hoch  als :  mügliclt 
liege,  und  zwar,  wenn  der  Zustand  des  Gleichgewicbtee  ein 
dauernder  ist,  so  tief,  und,  wenn  er  nur  ein  augenblicklicher 
ist,  so  hoch  als  möglich. 

349. 

Ist  daher  eine  schwere  Kette,  die  an  ihren  beiden  End- 
punkten an  feste  Punkte  angebracht  ist,  im  Gleichgewichle, 
so  ist  ihr  Schwerpunkt  so  •  tief  als  möglich,  was  mit  dem 
Resultate  des  §,  296  übereinstimmt. 

Liegt  ein  schwerer  materieller  Punkt  auf  einer  krummen 
Linie  und  ist  die  Tangente  in  mehreren  Punkten  horizojataJ, 
so  ist  die  verticale  Ordinate  des  Körpers,  im  Sinne  der 
Schwere  genommen ,  ein  Maximum  in  denjenigen  dieser  Punkte, 
in  welclien  die  krin^ime  Linie  nacli  oben  concav  ist,  und  ein 
Minimum  iu  denjenigen,  wo  sie  ihre  Concayität  nach  imten 
kehrl;  die  ersten  sind  daher  die  Lagen  des  dauernden  Gleich- 
gewichtes und  die  letzteren  die  des  augenblicklichen. 

Legt  man  ein  homogenes  schweres  EUipsoid  auf  eine  feste 
horizontale  Ebepe,  so  ist  sein  Schwerpunkt,  oder  der  seiner 
Figur,  der  möglichst  tiefe,  wenn  das  EUipsoid  die  feste  Ebene 
in  einem  der  beiden  Endpunkte  der  kleinsten  seiner  drei 
Axen  berührt  und  das  Gleichgewicht  ist  alsdann  ein  dauern- 
des. Berührt  es  sie  aber  mit  einem  der  Endpunkte  der 
gröfsten  der  drei  Axen,  so  ist  sein  Schwerpunkt  so  hoch 
als  möglich  und  das  Gleichgewicht  ist  nur  ein  augenblick- 
liches. Ist  endlich  der  Berührungspunkt  ein  Endpunkt  der 
mittleren  Axe,  so  ist  die  Höhe  des  Schwerpunktes  ein  JMi- 
nimuni  für  einen  Theil  der  Schnitte  des  Körpers  und  ein 
Maximum  für  die  anderen  Schnitte;  daher  ist  das  Gleichge- 
wicht dauernd  oder  nicht,  je  nachdem  die  Verrückungen  im 
Sinne  der  ersteren  oder  der  letzleren  Schnitte  statt  haben 
werden.  Dies  alles  ist  a  priori  ei ule achtend  und  kann  zur 
Bestätigung  des  im  vorhergehenden  }.  aufgestellten  Lehrsatzes 
dienen. 

Man   nehme    auch    an,    man    habe    zwei   gleichartige  und 
schwere  Flüssigkeiten  in  ein  Gefäfs  geschüttet.     Ist  die  Tren- 
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uuugsfläclie  sowohl  als  diejenige^  welche  die  obere  Flüssig- 
keit begräDzt,  horizontal,  und  ist  diese  letztere  Flüssigkeit 
diejenige 9  welche  die  geringste  Dichtigkeit  hat;  so  liegt  der 
Schwerpunkt  dieser  beiden  Flüssigkeiten  so  tief  als  möglich. 
Denn  es  ist  leicht  zu  sehen ,  dafs ,  wenn  man  die  eine  oder 
die  andere  der  beiden  Oberflächen  neigt  oder  krümmt,  man 
immer  den  Schwerpunkt  des  Systems  erheben  wird.  Da  nun 
die  beiden  Oberflächen  immer,  horizontal  sind,  so  sieht  man, 
dafs ,  wenn  die  weniger  dichte  Flüssigkeit  sich  unter  der  an- 
deren befindet,  der  Schwerpunkt  des  Systemes  so  hoch  als 
möglich  liegt.  Daher  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  zwei 
übereinander  stehenden  Flüssigkeiten  nothwendig  und  hinrei- 
chend, dafs  jede  derselben  von  einer  horizontalen  Ebene  be- 
gränzt  werde;  für  das  dauernde  Gleichgewicht  ist  es  aber 
aufserdem  nothwendig,  dafs  die  dichtere  Flüssigkeit  den  unte- 
ren Theil  des  Gefäfses  einnehme. 

Ist  der  Unterschied  der  beiden  Flüssigkeiten  unbeträcht- 
lich, so  ist  es,  bei  vieler  Vorsicht,  möglich  zu  bewirken,  dafs 
die  dichtere  Flüssigkeit  oben  schwimmt,  dieses  augenblick- 
liche Gleichgewicht  kann  sich  jedoch  nicht  so  lange  erhalten, 
dafs  es  beobachtet  werden  könnte,  wenn  nicht  die  Reibung 
der  beiden  Flüssigkeiten  gegen  die  Wände  des  Gefäfses  dazu 
Kommt, 
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Zusätze 

des 

Uebersetzers. 


I. 

Es  giebt  zwei  sehr  verscliiedene  Wege  die  Mccliaulk  dar- 
zustellen.     Nach    der    einen   Methode,    die   noch   sehr    wenig 
ausgebildet  ist,    ist  die  Mechanik  eine  rein  mathematische 
Wissen s<:liaft,    und    unterscheidet   sich   von   der  Geometrie 
dadurch  y  dafs  sie  neben  dem  Begriffe  des  Raumes,  auf  Avel- 
chem  diese  beruht,  auch  noch  den  Begiuff  der  Zeit  zur  Grund- 
lage  ihrer  Belrachtungen  macht.      So   wie  diese  die  geometri- 
schen   Formen    als    im    Räume    vorhanden    annimmt    und    die 
Gesetze  ihrer  Bildung   untersucht,    so  betrachtet  die  Mechanik 
die  Entstehung  dieser  Formen,    indem  sie  annimmt,   dafs  die- 
selben   durch   gewisse  Bewegungen  entstehen ,    und   indem  sie 
zugleich   die   während    dieser  Bewegung   verlliefsende  Zeit  be- 
rücksichtigt. 

Nach  der  zweiten  INIethode  dagegen,  deren  sich  gerade 
die  grüfsten  Mathematiker  bedient  haben,  ist  die  Mechanik 
eine  blofce  Er fahrungsw^issen Schaft.  Sie  behandelt  nem- 
lich  alsdann  nicht  die  hypothetisch. gedachte  Bewegung  geome- 
trischer Grüfsen,  sondern  vielmehr  die  wirklich  sichtbaren 
Bewegungen  der  in  der  Natur  vorkommenden  Körper,  sie 
geht  auf  die  Ursache  dieser  Bewegungen,  auf  die  Naturkräfte 
zurück,  und  untersucht  die  Gesetze,  nach  welchen  diese  Kräfte 
wirken. 

Welche  von  diesen  zwei  Methoden  verdient  bei  dem  Un- 
terrichte den  Vorzug?  Ich  glaube  diese  Frage,  nach  meiner 
Einsicht ,  auf  folgende  Weise  beantworten  zu  müssen.  Die 
zweite  Methode  scheint  den  Vorzug  zu  haben,  dafs  sie  sich 
unmittelbar    an    die    Wirklichkeit    anschliefst    und    daher  eine 
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inimiltelbare   praklisclie  Anwendung  zuläfst.     Während   neni- 
lich  die  erste  Methode  auf  gewisse  iiypotlietidche  Voraussetzun- 
gen   fortbaiit,    so  mufs  man/  wenn  die  durch  sie  gefundeneu 
Wahrheiten    auf   die  Wirklichkeit   angewandt  werden   sollen, 
zuerst  zeigen,  in  wiefern  jenen  Voraussetzungen  eine  Kealitat 
zukommt.      Dies    scheint   mir    aber    keinesweges    ein  Mangel, 
sondern   vielmehr    ein   Vorzug    der   ersten   Methode   zu   seyn. 
Indem  nemlich  die  zweite  Methode  sich  direct  auf  die  Erfah- 
rung beruft,   so  baut  sie  auf  einen  durdiaus  imsicheren  Grund. 
!Man  sieht  sich   unumgänglich  genöthigt,   über   die   innere  Be- 
schaffenheit der  Körper  mehr  als  eine  Behauptung  aufzustellen, 
die    durch   die  Fortschritte    der  Physik   wesentlich   modificiert 
werden  können ,  und  zum  Theil  .schon  jetzt  Streitpunkte  sind 
-—  ich   erinnere  blos  an    den  Streit   der  Atomistiker  uuMDy- 
namiker  —    man  ist  gezwungen ,    Dinge  zu  definieren ,   deren 
Wesen   man    gar   nicht   kennt.     Dasjenige    dagegen,    was   die 
rein  matheinatische   Bewegungslehre   findet,   bleibt   für  immer 
fest   begründet,    mögen    die   Ansichten    über    das   Wesen    der 
Körper   sich    noch    so    sehr    ändern.      Wenn    sie    sich   daher 
nicht    unmittelbar    auf   die   Wirklichkeit   anwenden    lafst,    so 
liegt  dies    blos    darin,    dafs  sie   eine  rein  mathematische  Wis- 
senschaft,  d.h.    eine    Combination   ideeller  Begriffe   ist,    und 
sie  steht  in    dieser  Beziehung    der  reinen  Geometrie  durchaus 
gleich.   Ein  wesentlicher  Nachtheil  der  zweiten  Methode  scheint 
mir    aber   darin  zu  liegen,  dafs   sie  nicht  blos   ihre  Grundbe- 
griffe aus  der  Wirklichkeit  entlehnt,   wodurch  diese,   wie  ge- 
sagt ,   schwankend  werden ,    sondern  sich  nicht  einmal  hiermit 
begnügen  kann,  vielmehr,  sobald  sie  sich  des  mathematischen 
Calculs  bedienen  will,  gezwungen  wird,  Abstractionen  zu  Hülfe 
zu  rufen,  die  ebenfalls  nicht  in  der  Wirklichkeit  nachgewiesen 
werden   können,    sohdern    tiur  in   der  Vorstellung  vorhanden 
sind.      Mit    einem  Worte ,    sie   mufs  sich  ebensowohl  wie  die 
erste  Methode  auf  Hypothesen  stützen,    nur  mit  dem   Unter- 
schiede, dafs,  während  man  bei  der  rein  mathematischen  Be- 
handlung von  aller  Wirklichkeit  abstrahiert  und  hur  auf  frei- 
willig  angenommene  Voraussetzungen    weiter   baut,   man  sich 
hier    erlaubt,    Hypothclisches    und   wirklich    Vorhandenes    zu 
vermengen  und  so  die  ganze  Untersuchung  unsicher  macht. 
Was  ich  eben   im  Allgemeinen  angedeutet  habe,   will  ich 
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nun  insbesondere  an  dem  Gange  ^  den  Folsson  genommen  hat> 
-weiter  erläutern. 

Auch  dieser  grofse  Mathematiker  bedient  sich  der  zweiten 
Methode.  Die  wesentlichsten  Erklärungen  und  Grundsätze, 
auf  welchen  seine  Untersuchungen  beruhen,  sind  folgende: 

1)  Die    Mechanik    ist    die    Wissenschaft,    welche  das* 
Gleichgewicht  und  die  Bewegung  der  Körper  behandelt  (J.3). 

2)  Ein  Körper  ist  ein  begränzter  Theil  der  Materi« 
und  die  Materie  alles,  was  auf  irgend  eine  "Weise  einen 
Eindruck  auf  unsere  Sinne  zu  machen  im  Stande  ist.  Die 
Masse  eines  Körpers  ist  die  Quantität  Materie,  aus  wel- 
cher er  zusammengesetzt  ist  {§.  1). 

3)  Alle  Körper  sind  beweglich,  aber  die  Materie  be- 
yMigt  sich  nie  freiwillig«  Die  Ursache,  die  einen  Körper  in 
Bewegung  setzt  oder  ihn  zu  bewegen  strebt,  nennt  man 
eine  Kraft  (f.  2). 

Dafs  die  Mechanik  nach  dieser  Darstellung  eine  Erfahrungs- 
wissenschaft und  von  der  rationellen  Mathematik  ganz  ver- 
schieden ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst. 
Aber  nicht  alle  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  in  der  Er- 
fahrung nachweisen.  Ich  behaupte,  dafs  der  Satz,  dafs  sich 
die  Materie  nie  freiwillig  bewegt,  eine  Hypothese  ist,  wie- 
wohl ihn  der  Verf.  durch  folgendes  Haisonnement  beweisen 
will.  "Es  liefse  sich  kein  Grund  angeben,  sagt  er,  warum 
„sich  ein  Körper  eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen 
„Seite  fortbewegen  sollte,  und  wenn  wir  einen  Körper  in  dem 
„Zeitpunkte  beobachten ,  in  welchem  er  aus  dem  Zustande  d«r 
„Ruhe  in  den  der  Bewegung  übergeht,  so  finden  wir  immer, 
„dafs  diese  Verändenmg  des  Ortes  durch  die  Einwirkung 
„einer  Ursache  entsteht,  die  dem  Körper  fremd  ist".  Allein 
so  lange  wir  noch  die  Ursache  der  Bewegung  nicht  kennen, 
so  kann  es  sehr  gut  möglich  seyn,  dafs  der  Körper  sich  eher 
nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  bewegen  muf», 
ohne  dafs  wir  den  Grund  angeben  können.  Wenn  wir  aber 
auf  der  Erde  sehen,  dafs  die  Orts  Veränderung  eines  Körpers 
durch  die  Einwirkung  einer  ihm  fremden  Ursache  entsteht, 
so  beweist  dies  noch  nicht,  dafs  die  Materie  überhaupt  keine 
freiwillige  Bewegung  liat ,  so  wenig  als  aus  dem  Umstände, 
dafs  sich  all^  Körper  nach  dem  JMiltelpunkte   der  Erde  bewe- 
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gen,  geschlossen  werden  darf,  dafs  dies  bei  aller  Materie  der 
Fall  ist.  Es  läfst  sich  daher  z.  B.  aus  dieser  Erfahrung  nocli 
durchaus  nicht  ableiten,  dafs  die  Bewegung  der  Weltkörper 
eine  unfreiwillige  sey. 

Auch  das,  was  der  Verf.  über  das  Maafs  der  Kräfte  sagt, 
scheint  mir  auf  einer  nicht  erwiesenen  Annahme  zu  beruhen. 
"Hat  man  bemerkt,  heifsl  es  {.5,  dafs  zwei  Kräfte  einander 
gleich  sind ,  und  bringt  man  sie  alsdann  nach  derselben  Rich- 
tung an  denselben  Punkt  an,  so  hat  man  eine  zweimal  so 
grofse'  Kraft,  vereinigt  man  auf  dieselbe  Weise  drei  gleiche 
Kräfte,  so  hat  man  eine  dreifache  Kraft  u.  s.  w."  Und  später:. 
"Auf  diese  Weise  werden  die  Kräfte,  was  auch  sonst  ihre 
besondere  BeschaiTenheit  seyn  mag,  mefsbare  Grüfsen,  die  man 
durch  Zahlen  ausdrücken  kann.  • .  Ebenso  kann  man  ihre 
Intensitäten  durch  Linien  darstellen,  die  diesen  Zahlen  pro- 
portional sind."  Folgt  aber  aus  dem  Umstände,  dafs  zwei 
Kräfte,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  unmittelbar,  dafs  sie  nach  einer 
Richtung  wirkend,  die  doppelle  Intensität  der  einfachen  Kraft 
haben?  Ist  es  nicht  denkbar,  dafs  sie  durch  ihre  Vereinigung 
mehr  oder  weniger  als  die  doppelte  Intensität  der  einfachen 
Kraft  erhalten? 

Der  Verf.  sieht  sich  im  Verlaufe  seiner  Untersuchungen 
genolhigt,  die  Kräfte  nicht  an  Körpern  von  beliebiger  Aus- 
dehnung, sondern  an  materiellen  Punkten  wirken  zu  lassen. 
„Ein  materieller  Punkt,  sagt  er  (f.  l),  ist  ein  Körper, 
„dessen  Dimensionen  sammtlich  unendlich  klein  sind,  x  Einen 
„Körper,  der  endliche  Dimensionen  hat,  kann  man  als  eine 
,,Sammlung  einer  unendlich  grofsen  Anzahl  materieller  Punkte 
„ansehen,  und  ebenso  kann  man  seine  Masse  als  die  Summe 
„aller  ihrer  unendlich  kleinen  Massen  betrachten".  Und  in 
f.  4  bemerkt  er:  ^'Jedoch  darf  man  einen  materiellen  Punkt 
„nicht  mit  dem  verwechseln,  was  man  in  der  Geometrie  einen 
„Punkt  nennt,  wo  dieses  Wort  den  Durchschnitt  zweier 
„Linien  bedeutet.  Ebenso  ist  der  Raum,  den  ein  materieller 
„Punkt  durchlauft,  nicht  eine  mathematische  Linie;  weil  aber 
„ein  solcher  Körper  unendlich  klein  ist>  und  daher  die  Breite 
„und  Höhe  des  Raumes,  durch  welchen  die  Kraft  ihn  zu  trei- 
„beu  strebt,   ebenfalls  unendlich  klein  sind,  so  kann  mau  die 
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y,Lage    desselbeu    und    die   Richtung    der    Kraft    auf    dieselbe 
„Weise    bestimmen,    wie   man    die    Lage    eines   Punktes    und 
„die  Riclilung  einer  geraden  Linie  in  der  Geometrie  bestimmt.*' 
Es  fragt  sich  nun,  ist  ein  unendlich  kleiner  Körper,  -wie 
es  der  materielle  Punkt  seyn  soll,  etwas  wirklich  Vorhandenes, 
was  wir  aus  der  Erfahrung  kennen,  und  bestehen  die  Körper 
wirklich    aus    einer    unendlichen   Anzahl   materieller  Punkte? 
Beide  Fragen  verneint- der  Verf.  selbst.      Nach  seiner  Ansicht 
bestehen  die  Körper  aus  materiellen  Theilen,   die  durch  Zwi- 
schenräume  getrennt   sind  und  Atome  heifsen.      Diese  Atome 
sind  aber  unzerstörbar,    ihre  Masse,    Gestalt  und  Volumen 
sind  unveränderlich  (f.  97).     "Es  ist  hiernach  einleuchtend, 
„fährt  er  fort  (f.  98),  dafs  die  Theilung  der  Masse  in  unendlich 
„kleine  Theile  und  die  Annahme  einer  Dichtigkeit  eines  jeden 
„Elementes ••  •  nicht   auf  die  in  der  Natur  vorkommen- 
„den  Körper    pafst.      Indessen    kann    man   demungeachtet 
„von   den  Formeln  Gebrauch  machen ,    die   auf  diese  Betracli- 
„tung  gegründet  sind  und  sie  auch  dann  noch  anwenden,  wenn 
„die  Körper  in  Theile    getheilt   sind,   die   zwar  eine  endliche, 
„aber  völlig   insensible   (tout  a  fait  inse'nsible)  Gröfse  haben.'' 
Der  Verf.    unterscheidet   hier    also    nicht  blos   zwischen   dem 
unendlich  Kleinen  und  dem  Endlichen ,  sondern  auch  die  end- 
lichen Gröfsen    werden    in    zwei  Klassen   geschieden ,   in    sen- 
sible und   insensible.      Ich  habe  in  der  llebersetzung  statt  des 
"Wortes  insensibel    das   Wort   unmefsbar   gebraucht,    ich 
mufs  aber   hier  bemerken,   dafs   der   Begriff  einer  insensiblen 
Grölse    (dessen    sich    Jetzt   die   Physiker   häufig   bedienen)    ein 
durchaus   schwankender  ist.     Denn  soll  es  heifsen,    dafs  eine 
solche  Gröfse    so  unbedeutend    ist,    dafs   sie    unseren   Sinnen, 
selbst  wenn  sie  mit  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfswerk- 
zeugen  ausgerüstet  sind,   entgeht,    wie  dies  der  Verf.  von  den 
Atomen  sagt  (f.  97),  so  hängt  es  eben  von  der  fort  schreiten  den 
'Verbesserung  und  Ausbildung    dieser  Werkzeuge  ab,    ob  eine 
Gröfse   sensibel  oder    insensibel  ist.      Manches,    was  z.  B.  vor 
l^rfinduiig   des  Mikroskops   insensibel    war,    ist  jetzt   sensibel. 
Sollte  aber  insensible  Gröfse  eine  solche  heifsen,  die  überhaupt 
nicht   durch   unsere  Sinne   erkannt    werden   kann,    so   würde 
sie    eben    dadurch  aufhören   eine    existierende  Gröfse  zu  seyn, 
da  nach  des  Verf.  Erklärung   nur  das  Materie  ist,    was  einen 
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EiDcIrufk  auf  unsere  Sinne  machen  kann.  Dem  sey  nun  wie 
iinu  wolle,  so  ist  das  Insensible  noch  durchaus  von  dem  un- 
endlich Kleinen  geschieden.  Der  Verf.  gesteht  auch  selbst,  dafs 
die  Inlegral  form  ein  streng  genommen  nur  auf  das  unendlich 
Kleine  passen^  dafs  man  sie  aber  ohne  merklichen  Fehler 
(sans  erreur  appreciable)  auf  die"  insensiblen  Grüfsen  anwenden 
dürfe,  wiewohl  es  auch,  wie  er  hinzu  setzt,  einzekie  Aus- 
nahmen giebt,  bei  welcheu  dies  nicht  erlaubt  ist.  Das  Re- 
sultat aller  dieser  Bemerkungen  ist  nun,  dafs  nach  des  Verf. 
eigener  Ansicht  dem  materiellen  Funkte  keine  Realität  zukommt^ 
dafs  er  vielmehi:,  ebenso  wie  der  mathematische  eine  blofse 
Abstraction  ist,  dafs  daher  alle  Betrachtungen,  die  der  Verf. 
in  der  Statik  anstellt,  sich  nicht  direct  auf  die  Wirklichkeit 
beziehen^  und  folglich  in  dieser  Beziehung  von  der  rein 
mathematischen  Bewegungslehre  Nichts  voraus  haben.  Und 
dies  war  es  gerade,   was  ich  zeigen  wollte.  ~ 

Ich  will  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  die  Ansicht 
des  Verf.  vom  unendlich  Kleinen  knüpfen.  Der  Streit  über 
die  Nützlichkeit  und  Nothwendigkeit  des  Begriffes  des  unend- 
lich Kleinen  in  der  höheren  Analysis  ist  schon  zu  häufig 
besprochen,  als  dafs  ich  es  für  passend  hallen  sollte,  hier 
Etwas  fiir  oder  gegen  die  Darstellung  des  Verf.,  der  sich 
überall  dieses  Begriffes  bedient,  zu  sagen.  Alle  geometrischen 
Lehren,  die  man  in  der  Einleitung  findet,  sind  schon  in  hin- 
länglich bekannten  Werken,  auch  ohne  Hülfe  des  unendlich 
Kleinen,  abgeleitet  worden,  auf  welche  ich  daher  nur  vorweisen 
darf;  über  die  mechanischen  Sätze,  die  seltener  ohne  diese 
Beihülfe  dargestellt  worden  sind,  werde  ich  noch  gelegentlich 
Einiges  sagen.  Nur  die  Art,  wie  der  Verf.  hier  diesen  Be- 
griff* in  die  Mathematik  einführen  will>  kann  ich  nicht  unbe- 
rührt lassen.'  "Das  unendlich  Kleine,  sagt  er  f.  12,  ist  eine 
„Gröfse,  die  kleiner  ist,  als  jede  gegebene  Gröfse  derselben 
„Art.  IVIan  wird  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Idee  des 
„unendlich  Kleinen  ^führt,  wenn  man  die  auf  einander  fol- 
„genden  Aenderungen  einer  Gröfse  getrachtet,  die  dem  Gesetze 
„der  Släligkeit  unterworfen  ist.  So  z.  B.  wächst  die  Zeil 
„durch  Stufen,  die  kleiner  sind  als  jeder  angebbare  Zeitraum, 
„mag  dieser  auch  nach  so  klein  8e3n.  Die  Räume,  welche 
„durch   die    verschiedenen  Funkle    eines  Köi'pers  durchlaufen 
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„werden ,  wachsen  ebenfalls  '  durch  unendlicli  kleine  Ziiuali- 
^^men,  da  kein  Punkt  auf  andere  Weise  aus  einer  Lage  in 
„die  andere  kommen  kann,  und  man  keine,  wenn  auch  uocli 
,,so  kleine  9  Distanz  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
y,Lagcn  angeben  kann*  Die  unendlich  kleinen  Gröfsen 
yysind  daher  in  der  Wirklichkeit  vorhanden  (onl 
9,donc  une  exislence  reelle)  und  nicht  ein  blofses  Hülfsmittel 
„(un  nioyen  d'investigation),  das  die  Mathematiker  erdacht 
„haben."  Halle  der  Verf.  blos  gesagt ,  dafs  die  Idee  der  Con- 
tinuilät  auch  auf  die  Idee  des  unendlich  Kleinen  führe,  so 
liefse  sich  nichts  dagegen  erinnern.  Aber  das  unendlich  Kleine 
soll  auch  in  der  Wirklichkeit  vorhanden  seyn,  und  warum  !^ 
weil  Zeit  und  Raum  durch  unendlich  kleine  Stufen  wachsen. 
Fragt  man  aber,  sind  Zeit  und  Raum  Gröfsen,  welche  wach- 
sen? so  antwortet  der  Verf.  (J.  112),  Zeit  und  Raum  wer- 
den nicht  erklärt  (on  ne  definit  ni  le  temps  ni  l'espace).  Wir 
sind  gewohnt,  die  Begriffe  der  Zeit  und  des  Raumes  als 
Denkformen  anzusehen ,  die  aufser  uns  keine  Realität  haben, 
womit  denn  der  Beweis  der  Realität  des  unendlich  Kleinen 
von  selbst  zerfällt. 

Ich  will  nun  in  der  Kürze  die  Grundlagen  der  rein  ma- 
thematischen Behandlung  der  Statik  andeuten,  indem  ich  noch 
später  die  Dynamik  berühren  werde ;  es  versteht  sich  von 
selbst,  dafs  eine  ausführliche  Behandlung  hier  nicht  gegeben 
werden  kann,  die  ein  ganzes  Buch  erfordern  würde. 

1)  Die  Stelle,  in  welcher  sich  ein  Punkt,  eine  Linie, 
eine  Ebene  oder  ein  geometrischer  Körper  im  Räume  be- 
findet, nennt  man  den  Ort  derselben.  Bleiben  sie  an  dem- 
selben Orte,  so  sagt  man,  sie  sind  in  Ruhe,  verändern  sie 

s    ihren  Ort,  so  sägt  man,  sie  sind  in  Bewegung. 

2)  Man  denke  sich,  ein  Punkt  sey  auf  einer  Linie  in 
Bewegung,  die  Linie  selbst  sey  auf  einer  Ebene  in  Bewe- 
gung, so  nimmt  der  Punkt  auch  an  dieser  zweiten  Bewe- 
gung Antheil,  tmd  man  sagt  alsdann,  er  habe  zwei  Be- 
wegungen; ist  die  Ebene  ebenfalls  in  Bewegung,  so 
nimmf  der  Punkt  auch  an  dieser  dritten  Bewegung  Antheil, 
und  man  sagt  alsdann,  er  habe  drei  Bewegungen 
u.  s.  w. 

3)  Ist  ein  Punkt,  der  mehrere  Bewegungen  hat,  in  Ruhe, 
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SO  sagt  man,  er  sey  im  Gleichgewichte.  Ebenso  sagt 
man  von  einer  Linie,  einer  Ebene,  einem  Korper,  sie  seyen 
im  Gleichgewichte,  wenn  sie  in  Ruhe  bleiben,  während 
alle  oder  einige  Punkte  derselben  verschiedene  Bewegunoen 
haben. 

4)  Wenn  ein  stetig  bewegter  Punkt  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Räume  durchlauft,  so  sagt  man,  seine  Bewegung  sey 
gleichförmig. 

5)  Hat  ein  Punkt  zwei  gleiche,  aber  der  Richtung  riqch 
gerade  entgegengesetzte  Bewegungen,  so  lieben  sich  diese 
Bewegungen  auf  und  der  Punkt  bleibt  in  Ruhe,  hat  er 
zwei  ungleiche,  aber  gerade  entgegengesetzte  gleichförmige 
Bewegungen,    so   bew^egt    er    sich    nach   der   Richtung    der 

,  grüfseren,  und  durchlauft  in  jeder  Zeiteinheit  einen  Raum, 
der  dem  Unterschiede  der  Räume  gleich  ist,  die  er,  ver- 
möge einer  jeden  dieser  zwei  Bewegungen,  durchlaufen 
würde.  Hat  er  zwei  gleichförmige  Bewegungen  nach  der- 
selben Richtung,  so  durchlauft  er  in  jeder  Zeiteinheit  einen 
Raum,  welcher  der  Summe  der  Räume  gleich  ist,  die  er  ver- 
möge einer  jeden  dieser  zwei  Bewegungen  durchlaufen  würde. 

6)  Ein  Punkt  bewege  sich  gleichförmig  auf  der  Linie 
j4B  (Fig.  86),  so  dafs  er  in  der  Zeiteinheit  von  j4  nach  B 
fortrückt,  währen4  dieser  Zeit  bewege  sich  die  Linie  AB 
parallel  mit  sich  selbst,  so  dafs  jeder  Punkt  derselben  gleich- 
formig  einen  Raum  =  jäC  durchlauft  und  sie  am  Ende 
dieser  Zeit  in  die  Lage  CD  gekommen  ist,  so  hat  der  Punkt 
A  die  zwei  Bewegungen  AB  und  AC  und  er  wird,  ver- 
möge derselben,  während  der  Zeileinheit,  die  Diagonale 
AD  des  Parallelogramms  ABCD  gleichförmig    durchlaufen. 

Denn  da  der  Punkt  A'  am  Ende  der  Zeiteinheit  in  B 
und  der  Punkt  B  am  Ende  dieser  Zeit  in  D  ist,  so  vdrd 
auch  der  Punkt  A  am  Ende  der  Zeiteinheit  in  D  seyn.  Man 
nehme  nun  an,  es  habe  der  Punkt  A  im  TZten  Theile^  der 
Zeiteinheit  den  Raum  AE  auf  der  Linie  AB  durchlaufen, 
80  wird  auch,  w,enn  während  dieser  Zeit  die  Linie  AB  in 
die  Lage  FG  gekommen  ist,  AF  der  n  te  Theil  von  AC  seyn. 


Folglich  ist 


AE  _  AF  _   AE 
-^^   ~  aT:  ~  cIj' 
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Zielit  man  aber  die  Diagonale  AD,  welclie  die  Linie 
IG  im  Punkte  K  sduieidet,  so  hat  man 

AF  _  FK 
AC   ~  CD' 

folglich  ist  FK  =  u4Ej  und  der  Punkt  ^  befindet  sich  dalier 
am  Ende  jedes  A/ten  Tlieils  der  Zeiteinheit  in  einem  Funkle 
K  der  Diagonale  JID.    Da  ferner 

JK    _  JF 

Aü   ~   AC 
80  folgt  hieraus,  dafs  der  Punkt  A  die  Diagonale  AD  gleich- 
förnüg  durchlauft. 

Es  ist  hiernach  einerlei,  ob  man  sagt,  def  Punkt  A  habe 
die  zwei  Bewegungen  AB  und  AC^  oder  ob  man  sagt,  er 
habe  die  Bewegung  AD.  Dies  drückt  man  auch  so  aus,  dafs 
man  sagt:  die  Bewegung  AD  kann  in  die  Bewegungen  AB 
und  AC  zerlegt  werden,  und  die  Bewegungen  ^Z?  und  ^C 
können  in  die  Bewegung  AD  zusammengesetzt  werden. 
Die  Bewegung  AD^  nennt  man  die  Mittelbewegung  d«r 
Bewegungen  AB  und  AC, 

Der  vorsiehende  Satz  von  der  Zusammensetzung  zweier 
Bewegungen,  den  wir  hier  ohne  allen  Aufwand  von  Calcul 
bewiesen  haben,  entspricht  dem  Satze  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte^  und  es  lassen  sich  aus  demselben  alle  Satze  der 
jnathematischeu  Bewegungslehre  ableiten,  die  denjenigen  ana- 
log sind,  welche  Poisson  in  den  drei  ersten  Kapiteln  gefunden 
liat,  und  zwar  ganz  auf  dieselbe  Weise, ,  wenn  man  nur  über- 
all statt  der  Kräfte  die  Bewegungen  betrachtet, 

IL 

Der  Begriff  des  Schwerpunktes,  wie  ihn  der  Verf. 
in  {.  63  giebt,  beruht  auf  der  Eigenschaft  der  Schwere, 
welche  allen  auf  der  Erde  befindlichen  Körpern  zukommt. 
Es  versteht  sich  daher,  dafs  dieser  Begriff  in  der  rein  mathe- 
matischen Bew^egungslehre  nicht  vorkommen  kann.  Indessen 
ist  es  auch  nicht  iBchwer,  den  Schwerpunkt  ohne  Beihülfe 
einer  physikalischen  Eigenschaft  zu  definieren.  Man  kann 
nemlich  einen,  dem  in  f.  b^  abgeleiteten  Satze  vom  Mittel- 
punkte der   parallelen  Kräfte^    ganz   analogen  Satz  beweisen, 
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^reicher  folgendermafsen  lautet.  Versclüedene  auf  veränder- 
liche Weise  mit  einander  verbundene  Punkte  haben  beliebige 
gleichförmige  und  parallele  Bewegungen«  Die  Räunie^  welche 
diese  Punkte  einzeln ,  vermöge  dieser  Bewegungen,  in  der 
Zeiteinheit  durchlaufen  würden,  seyen  bezüglich  P,P',  P".,., 
ihre  Summe  i^,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 
seyen  bezüglich  x^y,  ä,  x'  y\  ä',  x'^y\  ä"...,  so  kann 
man  immer  einen  Punkt  angeben,  dessen  Coordinaten  Xx^  y-^^ 
j^i  so  beschaffen  sind,  dafs 

Rxx  =  Pat  +  P'x'  +  P'a;"..,    ) 

Ryx  =  Py  +  P'y  +  P'>"...  }  (i) 

Rzx  =  Pä  +  P'z'  +  P'is"...  ) 
ist;  diesen  Punkt  nennt  man  den  Mittelpunkt  der  pa- 
rallelen Bewegungen«  Der  Beweis  kann  ganz  wie  bei 
Poisson  geführt  werden.  Haben  alle  Punkte  einer  Raum- 
grölse  gleichförmige  Bewegungen  nach  parallelen  Richtun- 
gen, so  läfst  sich  daher  immer  ein  Punkt  angeben,  der  der 
Mittelpunkt  der  parallelen  Bewegungen  ist  3  diesen  Punkt 
nennt  man  den  Schwerpunkt. 

Man  denk«  sich,  es  sey  eine  Linie ^  deren  Länge  b  ist, 
in  mehrere  Theile  a,  a\  a"...  getheilt^  seyen  x ^  y^  z^  x\ 
y,  z\  x\y''y  z'\..  bezüglich  die  Coordinaten  der  Schwer- 
punkte dieser  Theile  und  ^1,  yu  zi  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  von  *,  ferner  bezeichne  p,  p',  p  '•••  bezüglich 
die  Summe  der  Räume,  welche  die  in  a,  a  ,  a' ...  enthalte- 
nen Punkte,  vermöge  ihrer  parallelen  Bewegungen,  gleich- 
förmig durchlaufen,  und  sey  P  z=:  p  +  p'  +  p"«»*?  »o  ist 
nach  den  Formeln  (1) 

Pxi  =  px  +  p'x   +  p"x 

Pyi  =  py  +  p'y'  +  pV 

Pzi   =  pjB    -f-  p'z'    +  p"ä 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  p,p\p'*^*  bezüglich  a,  a\a'' 
proportional  sind,  so  hat  man  auch 

a  X    ^  €1  X   ^^0     1 

syi  =  ay  -j.  a'y'  +  a'y"...     >  (2) 

+      f   §    *       ff  ff  \ 

a  z    '\-  a  z   •••      j 

Setzt  man  statt  der  Theüe  a,  a'y  a\..  der  Linie  /  die 

36 


« •  • 

ff 
•  •• 

ff  ^tr 

«  .  •  • 


« •  • 
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Tbeile  p,  v\  p'\..  des  Volumens  Vy  indem  man  die  übrigen 
Bezeichnungen  beibehält,   so  hat  man  ebenso 

Vxi  =  f^A?  +  v'x'  4"  ^"^"••«     ) 
Vyi  z=  py  ^-  vy'  +  ^V".-.     >  (3) 

Vzi  =  VÄ  "4-  ^'ä'  -j-  i^"«"...     ) 
und  wenn  man  iV  eine  Oberfläche,    w,  «',  /i"...  ihre  Theile 
nennt,    so  hat  man,    mit  Beibehaltung  der  übrigen  Bezeich- 
nungen, .       '    '  V     ''^r-       ^ 

iVj'i  =  ny  4-  '^  V  +  «>"-•    f  W 

N zi  =z  nz  '\^  nz'  -j-  n* z\..    } 

Man  findet  nun,  ohne  Hülfe  des  unendlich  Kleinen,  den 
Schwerpunkt  einer  Linie,  Oberfläche  und  eines  Volumens  auf 
folgende  Weise.  Ich  mufs  voraussetzen,  dafs  im  Allgemeinen 
die  Lagrange'sche  Behandlung  der  Differentialrechnung  bekannt 
ist,  und  werde  mich,  der  Kürze  halber,  der  Bezeichnungen 
des  Verf.  bedienen. 

Sey  s  der  gegebene  Bogen  einer  krummen  Linie,  ätj,  yi, 

Zx  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes,   so  hat  man,   nach 

Formel  (2), 

sxi  =  ax  -}-  rt  jc    -{-  a  a;  ..., 

läfst    man   s   und  A«  wachsen,   wodurch  Xx    vcl  x^  -J-  A«**! 
übergeht,   so  hat  man 

{s  4"  A«)  (^1  +  A^i)  =  ax-^ax'  -|-  a"x*\..  -{-  A««''> 
oder  s  .  A^i  +  ^i  •  A*  +  A«  •  A^i  —  A*  •  ^9 
wenn  man  r  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  von  A*>  nach 
der  Axe  der  x^  nennt,  da  aber  x  die  Coordinate  des  End- 
punktes M  des  Bogens  s  ist  (vgl.  $•  69) ,  so  ist  r  nolh wendig 
zwischen  x  und  der  Coordinate  des  Endpunktes  von  A^;  d.  h. 
zwischen  x  und  x^^x  enthalten, 

also  ist  8 .  A^i  +  ^1  •  A«  +  A«  •  A^i  >  X.  A« 

<,  (x  -f^  A*')  A*> 
entwickelt  man  die  Differenzen  nach  Differentialreihen,  so 
müssen  die  ersten  Differentiale  einander  gleich  seyn,  folglich  ist 

sdxi  -f-  jcj  dtf  =  xds 
und  sxi  =  fxds'j 

ist  der  Bogen  s,  zwischen  den  Gränzen  s^  und  «i  genommen, 
gleich  /,  so  hat  man 
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Ixi  :=:   /       xcL$. 


Auf  ähnliche    Weise    findet    man-   den  "Werlh   von  lyi 
und  Izi^ 

Das  DiiFerential  einer  Oberfläche  ist  dxdy  y  1  -j-  /^^  +  9^ 
(vgl.  f.  7 5),  Soll  nun  der  Schwerpunkt  einer  Oberfläche  N 
gefunden  w^erden ,  so  seyen  dessen  Coordinaten  a^i  ,  j^^ ,  «j . 
Alsdann  hat  man,  nach  Formel  (4), 

Nxt  ==  /zx   -{-  n'x'  -f-  n"x*\.. 
wächst  JV  um  A^?    also  Xi  um  A^i>   so  hat  man 
(7V+  AiV)  (^1  +  A^i)  =  /2^  +  /2'a;'  +/z"^"...  +  AA^.r 
oder        AN.jci  +iV.A^i  +A^'AJifi  =  AN.r^ 
wenn  r  die  nach  der  Axe^  der  a?  genommene  Coordinate  des 
Schwerpunktes  von  A-^  bedeutet,  nun  ist  r  >  4? 

also  dN.Xi  +  Ndxi  ==  dN.x 

und       A^.ÄTx  =  fxdN  =  fx  .dx.dy  V^l+p^-{"  y^. 

Dieselbe  Betrachtung  wiederholt  sich,  wenn  man  den 
Schwerpunkt  eines  Volumens  sucht ,  sobald  mau  als  bekannt 
voraussetzt^  dafs  das  DiiFerential  des  Volumens  =  dx  dy  dz 
ist 9  weswegen  ich. die  genauere  Entwickelung  übergehe. 

III. 

In  der  ersten  Ausgabe  dieses  Werkes  sagt  der  Verf.  f.  193, 
zur  Begründung  der  Mechanik  seyen  zwei  Hypothesen  erfor- 
derlich, die  Trägheit  der  Materie  und  das  Gesetz  der  Propor- 
tionalität der  Geschwindigkeiten  und  der  Kräfte;  er  bemerkt 
dort,  dafs  in  dieser  Rücksicht  die  Theorie  der  Bewegung  we- 
niger abgeschlossen  sey,  als  die  des  Gleichgewichtes,  indem 
letztere  von  gar  keiner  Voraussetzung  abhängig  sey,  was  freilich 
wie  ich  mich  früher  zu  zeigen  bemüht  habe,  bei  der  Behand- 
lung des  Verf.  nicht  ganz  richtig  ist*  In  der  zweiten  Ausgabe 
lafst  er  nur  den  Satz  von  der  Trägheit  der  Materie  als  einen 
Erfahrungssatz  gelten,  die  Proportionalität  der  Geschwindigkei- 
ten und  Kräfte  will  er  dagegen  in  f.  116  beweisen.  Es  scheint 
niir'^aber  erstens,  dafs  dieser  Beweis  durchaus  unverständlich 
ist,  und  zweitens,  dafs  sich  der  Satz  überhaupt  nicht  a  priori 
beweisen  läfst.    Ich  mufs  noch  zuvor  bemerken,  dafs  Poisson 

36* 
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liier  unter  Geschwindigkeit,  wie  gewöhnllcli,  den  Raum  ver- 
steht  y  den  der  Körper  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  müfste, 
wenn  seine  Bewegung  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  gleich- 
förmig würde.  Früher  §.  112  bemerkt  er  aber,  dafs  dies  nur 
das  Maafs  der  Geschwindigkeit  sej,  die  eigentliche  Gesch^vin- 
digkeit  eines  Punktes  sey  ein  Ding,  das  sich  in  dem  Punkte 
befindet  (qui  r^side  dans  ce  point),  von  dem  er  getrieben 
wird,  das  ihn  von  einem  ruhenden  Punkte  unterscheidet  und 
keiner  anderen  Erklärung  fähig  ist  (qui  n'est  pas  susceptible 
d!une  autre  d^finition).  Es  ist  aber  nicht  wohl  einzuseheb^ 
zu  welchem  Zwecke  der  Verf.  den  Körper  von  diesem  Etwas, 
das  nicht  einmal  weiter  erklärt  werden  kann,  treiben  lafst. 
Nimmt  man  einmal  an,  dafs  eine  Kraft  den  Körper,  auf  eine 
uns  unbekannte  Weise,  in  Bewegung  setzt,  wozu  soll  sich 
noch  in  dem  Körper  selbst  etwas,  was  ihn  treibt,  befinden, 
da  doch  der  Verf.  selbst  am  Ende  des  §,  113  sagt,  dafs  jeder 
nmlerielle  Punkt  in ,  der  Wirkung  anderer  materieller  Punkte, 
nie  aber  in  sich  selbst  das  Princip  seiner  Bewegung  findet? 
Was  nun  den  erwähnten  Beweis  der  Proportionalität  der  Ge- 
schwindigkeiten und  Kräfte  betrifft,  so  ist  sein  Wesentliches 
in  Folgendem  enthalten.  Ein  materieller  Punkt  hat  am  Ende 
der  Zeit  t  den  Raum  x  durchlaufen  und  die>  Geschwindigkeit  f^ 
erlangt.  In  diesem  Zeitmomente  wirken  zwei  gegebene  Kräfte 
J  und  J  gleichzeitig  auf  den  Körper  nach  der  Richtung  seiner 
Bewegung,  so  dafs  diese  Kräfte  dem  Punkte  bezüglich  die 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  u  und  u  mittheilen  wür- 
den, wenn  jeder  allein  wälirend  der  unendlich  kleinen  Zeit  t 
wirkte,  so  werden  die  vereinten  Kräfte  f  ^  f  die  Geschwin- 
digkeit u  -j-  u  hervorbringen ,  so  dafs  der  Punkt  am  Ende 
der  Zeit  t  '\^t  die  Geschwindigkeit  v  -j^  u  '^  u  hat.  "Denn" 
sagt  der  Verf.,  ^^die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  kann  nur 
„von  seiner  Lage  und  seiner  Geschwindigkeit,  die  er  während 
„der  Zeit  t  hat,  abhängen,  es  müfste  also  die  Kraft/'  auf 
„diese  beiden  Stücke  Einflufs  haben,  wenn  sie  die  Geschwin- 
„digkeit,  welche  die  Kraft  J  hervorbringt,  modificieren  sollte. 
„Da  sich  aber  während  der  Zeit  <r  der  Abstand  des  Körpers 
„von  einem  festen  Punkte  und  seine  Geschwindigkeit  nur  um 
„unendlich  Kleines  ändern  kann,  was  man  im  Verhältnisse 
„zu  X   und  p  vernachlässigen  kann  und  die  Aeuderungen  des 
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^jAbetandes  dieses  Punktes  von  anderen  festen  oder  beweg* 
^^liclien  Punkten,  von*  welchen  die. Kräfte/  und  f*  ausgehen 
^jkönnen,  ebenfalls  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  kann  die 
^jGeschwiiidi^keit,  welche  die  Kraft  /  während  der  Zeit  % 
„hervorbringt,  auf  keine  Weise  durch,  die  gleichzeitige  Wir- 
,,kung  der  Kraft  /  modifici^rt  werden,  und  ebenso  ist  es,  in 
„Beziehung  auf  die  von  der  Kraft  /*'  herrührende  Geschwin- 
„digkeit,  die  nicht  durch  die  Wirkung  von  /  modificiert  wer- 
„den  kann.''  Es  ist  aber  gar  nicht  einzusehen ,  wie  aus  dem 
Unistande,  dafs  die  unendlich  kleinen  Veränderungen ,  welclie 
die  Kräfte  f  und  f  einzeln  hervorbringen,  gegen  endliche 
Grüfsen  vernachlässigt  werden  können,  folgen  sollte,  dafs  sie 
ihre  wechselseitigen  Wirkungen  nicht  modificieren  können; 
wenn  z,  B.  die  Kraft  /  -}-/'  die  Geschwindigkeit  w  +  ?^'  -f-  /* 
hervorbringen  würde,  wo  fA,  ebenfalls  eine  unendlich,  kleine 
Zeit  wäre»  würde  diese  Geschwindigkeit  nicht  dennoch  im 
Verhältnisse  zu  v  verschwinden?  Der  Grund  aber,  weswegen 
es  überhaupt  unmöglich  ist,  diese  Proportionalität  der  Kräfte 
und  Geschwindigkeiten  a  priori  zu  beweisen,  scheint  mir 
Poisson  selbst  'in  der  ersten  Ausgabe  schon  genügend  an- 
gedeutet zu  haben.  Die  Vergleichung  der  Intensität  der 
Kräfte  steht  nemlich  mit  den  Begriffen  der  Geschwindigkeit, 
die  eine  Kraft  hervorbringt,  in  gar  keiner  Verbindung.  Eine 
Kraft  hat  z.  B.  die  doppelte  Intensität  einer  anderen ,  wenn 
sie  aus  der  Vereinigung  zweier  anderer  entstanden  ist,  die 
sich,  wenn  ihre  Richtungen  einander  gerade  entgegengesetzt 
wären,  aufheben  würden.  Hieraus  folgt  aber  gar  nicht,  dafs 
diese  Kraift  bei  gleichförmiger  Geschwindigkeit  den.  bewegten 
Punkt  durch  einen  doppelt  so  grofsen  Raum  führen  wird,  als 
die  einfache,  sondern  es  wäre  jedes  andere  Verhältnifs  zwi- 
schen Kraft  und  Geschwindigkeit  eben  so  gut  denkbar.  Die 
Geschwindigkeit  steht  allerdings  mit  der  Intensität  der  Kraft 
in  einem  gewissen  Zusammenhange,  von  welcher  Art  aber 
dieser  Zusammenhang  sey,  d.  h.  welclie  Function  der  Zahl, 
die  die  Intensität  der  Kraft  angiebt,  die  Geschwindigkeit  sey, 
läfst  sich  a  priori  gar  nicht  bestimmen,  da  wir  die  Natur 
der  Kräfte  gar  nicht  kennen ,  und  mufs  durch  die  Erfahrung 
ermittelt  oder  durch  eine  Hypothese  bestimmt  werden. 

Bei  einer  rein   malhematischen  Behandlung  der  Mechanik 
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kommea  solche  Scliwierigkeiten  gar  nicht  vor,  da  sie  weder 
Materie  noch  Kräfte  ia  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen-  zieht. 
Sie  heriiht  auf  folgenden  Grundsätzen: 

1)  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  (s.  Zus.  I.)  ist  der 
Weg,  den  ein  Punkt  durchlauft^  der  Zeit,  die  während 
seiner  Bewegung  verfUefst^  proportional.  Die  Geschwin- 
digkeit eines  gleichförmig  bewegten  Punktes  nennt  man 
den  Raum,  den  er  in  der  Zeiteinheit  durchlauft.  Ist  daher 
die  Geschwiüdigkeit  eines  Punktes  =  c,  und  t  die  Zeit/ 
die  während  der  Beschreibung  des  Raumes  s  veriliefst^  so 
hat  man 

8  ziz  Ct4 

2)  Sind  die  Räume,  welche  ein  stätig  bewegter  Punkt 
in  gleichen  Zeiten  durchlauft,  ungleich ^  so  sagt  man,  seine 
Bewegung  sey  veränderlich. 

3)  Die  Geschwindigkeit  eines  veränderlich  beweg- 
ten Punktes  in  einem  bestimmten  Augenblicke  nennt  man 
den  Raum,  den  er  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  würde, 
wenn  er  von  diesem  Augenblicke  an  mit  der  Bewegung,  die 
er  hat;  sich  gleichförmig  fortbewegte.  Sey  x  der  Raum, 
den  der  Punkt  am  Ende  der  Zeit  t  durchlaufen  hat,  und  v 
seine  Geschwindigkeit  in  diesem  Augenblicke.  Wächst  t 
um  A^,  so  wächst  x  um  ^x  und  0  um  ^v.  Da  nun  die 
Geschwindigkeit  während  der  Zeit  A*  fortwährend  wächst 
und  am  Anfange  dieser  Zeit  =  Py  am  Ende  derselben 
=  »^  +  A^  ist,   so  hat  man 

A*<  (^  +  A^)A^  =  ^A^  +  Ai'.Aäf, 

folglich,    wenn  man   A^,  A^,  A^  nach  Diiferentialreihen 
entwickelt, 

dx  =:  vdt 

,  dx 

und  i>  =z   —— . 

dt 

4)  Eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung 
nennt  man  diejenige ,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in 
gleichen  Zeiten  um  gleich  viel  zunimmt.  Die  Bewegung 
eines  Punktes,  der  am  Ende  der  Zeit  t  die  Geschwindig- 
keit V  erreicla  hat,  eey  so  beschaiFen,  dafs  diese  Geschwiu- 
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digkeit;  wenn  er  nun  mit  gleiclilörmig  verhinderter  Bewe- 
gung fortrücken  würde,  in  der  nächsten  Zeiteinheit  um  (p 
zunehmen  würde,  gelit  t  in  ^-f-  A^  über,  so  geht  v  in 
^  4"  A ^  über ,  und  die  Geschwindigkeit  p  ^  ^p  würde, 
wenn  der  Punkt  am  Ende  der  Zeit  ^  -|-  A  ^  i^it  gleich- 
förmig veränderter  Bewegung  fortgehen  würde,  in  der 
nächsten  Zeiteinheit  um  9»  -{"  A  9>  zunehmen«    Daher  ist 

A^>  yA^ 

<(?)  +  Ay)  A/, 

oder,  wenn  man  A^;  A?^;  A^  dujch  DiiTerentialreihen 
ausdrückt , 

dv  =.  (pdt 

dp 

Diesen  Werth  tp  nennt  man  die  beschleunigende 
Kraft  (wobei  aber  an  keine  physische  Kraft  gedacht  wer- 
den darf). 

Auf  diesen  Sätzen  beruht  die  ganze  Mechanik  eines  be- 
wegten Punktes.  Um  die  Mechanik  eines  bewegten  Kürpers 
behandeln  zu  können,  müfste  man  noch  den  Begriff  der 
INIasse  auf  rein  mathematischem  Wege  erörtern,  was  eben- 
falls angeht,  hier  aber  zu  weit  führen  würde.  Ich  begnüge 
mich,  zum  Schlüsse  zu  bemerken,  dafs  Lehmann  in  seiner 
Schrift  "Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik^'  sehr 
gute  Vorarbeiten  zu  einer  Darstellung  der  mathematischen 
Bewegungslehre,  geliefert  hat. 
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